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Geschichte. 


Bröcker, W.: Griechische Gedanken über die Grenze der Welt im Raum. 
Studium generale 5, 325—328 (1952). 

Die Vorstellung griechischer Philosophen, daß es neben der endlichen Welt, 
die mit der Fixsternsphäre abschließt, noch endlich viele andere Welten gäbe, wird 
von Aristoteles wegen des Begriffes des Unendlichen abgelehnt. Für ihn ist die 
Welt endlich, außerhalb unserer Welt gibt es nichts, nicht einmal einen leeren Raum. 
Verf. entwickelt die Theorie des Aristoteles vomUnendlichen und untersucht dessen 
Scheinbeweis für die Endlichkeit der Welt (de caelo I/8). Daß eine endliche Welt 
nicht mit dem Prinzip der Geometrie verträglich ist, das die beliebige Verlängerung 
einer Strecke fordert, sieht auch Aristoteles. Er zieht aber nicht — wie Kant — 
die Folgerung, daß die Welt potentiell unendlich ist (ein aktual unendlich ist a 
priori ausgeschlossen), sondern er verändert das Prinzip der Geometrie dadurch, daß 
er als größte Länge überhaupt den Himmelsdurchmesser postuliert. Gedanken 
über den Widerspruch dieser Lehre mit der der Geometer scheint er sich nicht ge- 
macht zu haben. Verf. meint, daß Aristoteles den Raum der Geometer in einen 
reellen und einen imaginären Teil, den außerhalb unserer Welt bloß vorgestellten 
Raum, sich aufgespalten denkt. K. Vogel. 


Guzzo, Augusto: Archimede. Filosofia 3, 149—168 (1952). 

Verf. betrachtet nach einer Schilderung der mathematischen Situation, die 
Archimedes vorfindet (besonders bezüglich der durch das Auftreten des Unendli- 
chen bewirkten Urteilsverwirrung), die beiden Aspekte des Syrakusaners: Auf der 
einen Seite ist er der große Physiker und Ingenieur, auf der anderen der Schöpfer 
einer Mathematik, mit der unendliche Prozesse in einwandfreier Weise erledigt werden. 
Verf. kommt zu der Ansicht, daß die innere Neigung des Archimedes der Physik 
gehörte und daß er die gesamte Geometrie einschließlich der ebenen zu Physik 
machte. Gewiß, die Flächenteile, die am Ende des Hebels aufgehängt werden, 
sind eigentlich Körper, denen eine Dicke anhaftet; aber das großartige mechanische 
Verfahren zeigt doch nur den Weg, auf dem Archimedes zu den Sätzen gekommen ist, 
die von ihm dann rein mathematisch, ohne Anleihe bei der Physik, bewiesen wurden. 
Archimedes ist eben einer der wenigen ganz großen Genien, deren Interesse in gleich 


universeller Weise der reinen und der angewandten Mathematik gehörte. 
K. Vogel. 


Ciagett, Marshall: A medieval fragment of the De Sphaera et Cylindro of 
Archimedes. Isis 43, 36—38 (1952). 

Guzzo, Augusto: Eucelide. Filosofia 3, 45—82 (1952). 

Der vorliegende geistvolle Aufsatz versucht einen Einblick in Wesen und Auf- 
bau der Euklidischen Elemente und in die Mentalität seines Verfassers zu vermitteln. 
Dabei wird Stellung genommen gegen diejenigen, die das fertige Werk nur als dog- 
matisches Lehrgebäude betrachten, in dessen Systematik die abgeleiteten Sätze in 
hierarchischer Ordnung auftreten, während sie die Wege der Entwicklung außer Acht 
lassen, auf denen die einzelnen Wahrheiten gesucht und gefunden wurden. Bei der 
Untersuchung der Grundprinzipien wird auch die weitere Geschichte der Parallelen- 
theorie verfolgt. Manche Schwierigkeiten, z. B. der Wechsel zwischen Problemen 
und Theoremen (4. bzw. 5. Buch) ließen sich leichter erklären, wenn der Tatsache 
mehr Rechnung getragen worden wäre, daß die Elemente aus Einzelbestandteilen 
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zusammengesetzt sind, die zu verschiedenen Zeiten und von verschiedenen Autoren 
geschaffen wurden. K. Vogel. 

e Arithmetik des Diophantos aus Alexandria. Aus dem Griechischen über- 
tragen und erklärt von Arthur Czwalina. (Beiheft 1 zu den Abhandl. aus dem Math. 
Sem. der Universität Hamburg.) Göttingen: Vandenhoeck & Ruprecht 1952. 148 S. 

Für das Studium der erhaltenen Werke Diophants stand bisher hauptsächlich nur die 
kritische Ausgabe von Tannery (1893, griechisch und lateinisch) zur Verfügung, sowie neben 
einer englischen (Sir Th. L. Heath) und französischen (P. ver Eecke) die deutsche Übersetzung 
von Wertheim, die vor Tannery erschienen ist und deshalb noch eine veraltete Numerierung 
der Sätze verwendet. So ist die vorliegende flüssig lesbare Übertragung, die die Gedanken des 
einsam unter den griechischen Mathematikern stehenden großen Algebraikers und Zahlen- 
theoretikers korrekt wiedergibt, dankbar zu begrüßen, zumal zahlreiche Anmerkungen (31 S.) 
beigegeben sind, in denen dunkle Stellen gekennzeichnet, Schwierigkeiten aufgeklärt, Lücken 
ergänzt und manche Lösungen verallgemeinert durchgeführt werden. — Die Übertragung selbst 
ist manchmal etwas zu frei (z. B. &iön = algebraische Ausdrücke, eiön önaoxovra — Summen), 
die Wiedergabe modern, wodurch die Entwicklungen sich einfacher und leichter übersehbar 
gestalten. Aber vielleicht hätte doch ein Einblick in die Symbolik der Operationen und der 
Potenzen der Unbekannten, wie sie Diophant in den einleitenden Definitionen erklärt, gegeben 
werden können. Hier ist manches weggefallen, so die Einführung der uovas, der Brüche, des 
Signums negationis. Verf. beabsichtigt auch nicht, die historischen Zusammenhänge darzulegen 
(Lösungsmethode der quadratischen Gleichung wie bei den Babyloniern, Beziehung zur grie- 
chischen geometrischen Algebra). Gerade deren Studium hat zur Aufklärung einer dunklen 
Stelle, die seit Xylander, Bachet usw. diskutiert wurde, beigetragen. Das 2£orı Ö& ToüTo 
nAaouatıxov in den quadratischen Problemen 1/27, 28 u. 30 wird hier übersetzt mit „Nur so 
ergibt sich eine rationale Lösung“. Es ist wohl kein Zweifel, daß unter Beziehung auf die Euklidi- 
sche Behandlung der quadratischen Gleichungen gemeint ist: „Dies kann auch geometrisch 
bewiesen werden‘. Hierauf hatte S. Gandz (dies. Zbl. 18, 195, S. 465 der Arbeit) hingewiesen. 

K. Vogel. 

Guzzo, Augusto: Tolomeo. Filosofia 3, 351—370 (1952). 

Verf. nimmt in der vorliegenden Untersuchung über die Leistungen des Ptole- 
maios—-nach einem einleitenden Abschnitt über Archimedes als Astronom — 
Stellung zu den Vorwürfen moderner Kritiker, die in dem monumentalen Kompendium 
der „Syntaxis mathematica“, die die Araber bewundernd die „größte“ nannten, 
nur eine Kompilation sehen wollen. Ptolemaios ist alles andere als ein Plagiator ; 
gerade durch ihn erfährt man von den Leistungen seiner Vorgänger und sieht, was 
ihm selbst zuzuschreiben ist. Verf. erörtert das Verhältnis zu Hipparch und Aristo- 
teles und untersucht besonders eingehend die Rolle der Mathematik in dem auf 
Beobachtung aufgebauten Werk. Ptolemaios will einerseits die Erscheinungen rich- 
tig darstellen und erklären und andererseits die Beobachtungsergebnisse mit den 
mathematischen Theorien und geometrischen Konstruktionen in Einklang bringen. 
Dabei zeigt sich, daß er je nach Bedarf von Exzentern und Epizykeln (beide leisten, 
wie Apollonios bewiesen hat, dasselbe) Gebrauch macht. Zum Schluß wird die 
Bedeutung der Syntaxis mathematica für die Geographie hervorgehoben. K. Vogel. 

Lakshmi Bai, €.: The multiplication method of the Ethiopians. Math. Student 
20, 84—85 (1952). 

Gandz, Solomon: The division of the hour in hebrew literature. Osiris 10, 
10—34 (1952). 

Verf. bringt weit mehr als der Titel besagt, da er wichtige Systeme der Zeit- 
einteilung auch bei anderen Völkern untersucht. Von regulären Systemen (I) 
werden behandelt in: I, i die sumerische Einteilung, die abwechselnd auf 12 und 
30 aufgebaut ist; in I, 2 die sexagesimale Skala; in I, 3 das System des Patriarchen 
R.Juda I (2. Jhdt. n. Chr.), der im Anschluß an römische Metrologie (1 seru- 
pulum = !/,, Unze) eine konsequente Unterteilung in 24 vorschlägt. Von unregel- 
mäßigen Systemen (II) werden untersucht in: II, 4 das System des Mar Samuel 
(gest. 254), der 1 Stunde = 16.11-19.17 = 56848 Atome oder Momente setzt; 
bei dieser merkwürdigen Unterteilung der Stunde weist Verf. hin auf die antiken 
Schaltungen zum Ausgleich des Lunisolarjahres (Meton 19, Kallippos 4 - 19, Hipparch 
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) 16-19); in II,5 das System der römischen Agrimensoren (nebst weiteren mittel- 
‚ alterlichen Varianten). Hier ist 1 Stunde = 4 Punkte = 10 Minuten — 40 Momente 
‘ = 480 Unzen zu je 47 Atomen bzw. 1 Std. = 60 ostenta zu je 376 Atomen. In 
' beiden Fällen enthält die Stunde 22560 Atome; in II, 6 die beim jüdischen Kalender 
‚ bis in die neueste Zeit verwendete Einteilung der Stunde in 1080 Skrupel (zu je 
' 276 Atomen). Verf. vermutet, daß dieser Bruchteil der Stunde, der schon im 1. 
Jhdt. n. Chr. auftritt, gewählt wurde, um die griechische Länge des synodischen 
‘ Monats (Hipparch: 29; 31, 50, 8, 20) bequemer auszudrücken. Sie ist tatsächlich 
, gleich 299 + 123% + 73/1080. — Ref. möchte ergänzend auf Cod. lat. Mon. 13021 
(12. Jhdt.) aufmerksam machen ; hier ist (fol. 27”) 1% = 4 Punkte = 10 Minuten = 
‚40 Momente zu je 574 Atomen (instantia), insgesamt also 22960 Atome. K. Vogel. 

| Carmody, Franeis J.: The planetary theory of Ihn Rushd. Osiris 10, 556—586 
(1952). 

Verf. untersucht die bisher wenig behandelte Planetentheorie des Aristoteles- 
' kommentators Ibn-Rusd (Averroes, 1126—1198), der die Epizykelntheorie des 
Ptolemaios ablehnt und mit einem verbesserten System homozentrischer Sphären 
' wieder zu Aristotelischen Gedanken zurückkehrt. Inhaltlich stimmt dabei Ibn- 
| Rusd mit seinem Zeitgenossen Al-Bitruji überein, der im Gegensatz zu jenem 
auch das Mathematische beherrscht. Beide gehen wohl auf mündliche Lehren 
| Ibn-Tufails zurück. Hervorzuheben ist, daß keine materielle Berührung mehr 
‘ zwischen den einzelnen Sphären, auf denen sich die Himmelskörper befinden, 
| angenommen wird, mit der die äußere Sphäre, das primum mobile, die andern 
' in Bewegung hält, sondern daß die Wirkung über die Zwischenräume hinweg erfolgt. 
| Und zwar geschieht dies aus einem metaphysischen ‚‚desiderium‘‘ des inneren 
Körpers heraus, dem äußeren (nach Geschwindigkeit oder Energie ?) angeglichen 
‘ zu werden (,,‚isti celi moventur in desiderio ad motum supremi, et per illud appe- 
tunt assimilari‘“). K. Vogel. 

Kennedy, E. S.: A fifteenth-century planetary computer: al Kashi’s „Tabagq 
‚ al-Manäteg“. II. Longitudes, distances and equations of the planets. Isis 43, 42—50 
, (1952). 

In Fortführung einer früheren Abhandlung, in der Verf. die Handhabung der 
„Platte der Zonen‘ al-Kası’s zur Bestimmung der wahren Längen von Sonne und 
Mond untersuchte (s. Verf., dies. Zbl. 37, 290), wird jetzt die Verwendung dieses 
astronomischen Instrumentes zur Lösung desselben Problems für Planeten behandelt. 
Verf. stellt eine fortlaufende Tradition von Proklos über al-Kası bis ins 16. Jahr- 
hundert fest. K. Vogel. 

Neugebauer, 0.: Tamil astronomy. — A study in the history of astronomy in 
India. Osiris. 10, 252—276 (1952). 

Im Jahre 1825 hat J. Warren ein umfangreiches Werk „Kala Sankalita‘““ über 
indische Zeitrechnung und Astronomie‘ veröffentlicht, das er auf Grund von Ein- 
geborenenmitteilungen in 11 Jahren zusammengetragen hatte. Ein kurzes Kapitel 
davon (15 von 500 S.), das sich mit der Vorausberechnung von Mondfinsternissen 
befaßt, wird vom Verf. erstmalig eingehend untersucht. Der Gewährsmann Warrens, 
ein Kalendermacher aus Pondicherry, war ohne jede Kenntnis astronomischer 
Theorien imstande, eine solche Finsternis mit Hilfe von mnemotechnisch gelernten 
Formeln, die früher wohl in Tabellen niedergelegt waren, aus dem Gedächtnis 
heraus und unter Durchführung von Einzelrechnungen nach Abakusart (mit auf 
dem Boden niedergelegten Steinchen oder Muscheln) mit großer Genauigkeit zu 
berechnen, wobei der Fehler für den Eintritt der Finsternis nur 4 Minuten beträgt. 
Verf. gelingt es, die einem von Warren mitgeteilten Zahlenbeispiel zugrunde 
liegende Theorie in fast allen Punkten aufzuklären. Noch erstaunlicher ist es, daß 
eine bis zur babylonischen Astronomie der Seleukidenzeit zurückgehende Tradition 
sich so offenbart. — Ref. möchte darauf aufmerksam machen, daß hier ein abakus- 
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artiges Rechnen in der Praxis des Alltags zum ersten Male für Indien belegt ist. 
Für die babylonische Mathematik steht ein solcher Beleg noch aus, obwohl die 
Bemerkung in babylonischen Texten ‚setze hin‘‘ zum Festhalten eines Zwischen - 
resultates (die sich auch in griechischen Texten findet) auf ein derartiges Verfahren 
hinzuweisen scheint. K. Vogel. 

Agostini, Amedeo: I baricentri e loro proprietä in Leonardo da Vinei. Boll. Un. 
mat. Ital., III: Ser. 7, 321—327 (1952). 

Wir wissen, daß sich Leonardo bei seinen Schwerpunktstudien auf Archi- 
medes (Auszüge bei Pappos), Albert von Sachsen und Heron stützt. Er 
unterscheidet 3 Arten von Schwerpunkten, von denen nur die erste (‚natürlicher 
Schwerpunkt‘) mit der heutigen Definition übereinstimmt. Verf. zählt die sämt- 
lichen von Leonardo im Cod. Arundel gegebenen Schwerpunktsätze unter Hin- 
weis auf die Fundstellen auf. J. E. Hofmann. 

Kibre, Pearl: Lewis of Caerleon, Doctor of Medicine, Astronomer and Mathe- 
matician (d. 1494?). Isis 43, 100—108 (1952). 

Coolidge, J. L.: The unsatisfactory story of curvature. Amer. math. Monthly 
59, 375—379 (1952). 

Verf. verweist auf Stellen bei Euklid (III, 16) und Proklos (Kommentar 
zu Euklid I, 9) und erwähnt einiges aus der Diskussion um den Kontingenzwinkel 
im Mittelalter (Öresme) und Frühbarock (Vieta, Kepler, Huygens). Dann 
geht er näher auf Newton (1673) ein. Leider ist ihm der Schlüssel des Ganzen, 
‚das Aristotelische Dogma (vgl. Hofmann, dies. Zbl. 28, 1) entgangen, ebenso das 
Nachwirken bei Descartes (1637) und die Beseitigung durch Huygens, Hudde 
und Neil (1658). So bleiben seine Ausführungen unbefriedigend. J. E. Hofmann. 

Coolidge, J. L.: The origin of polar coordinates. Amer. math. Monthly 59, 
78—85 (1952). 

Verf. gibt ergänzende Ausführungen zu C. B. Boyer (dies. Zbl. 32, 51) über 
das versteckte Auftreten von Polarkoordinaten seit Cavalieri (1635, Bologna, 
nicht Bonn!) bei Quadraturen und Tangentenfragen und erwähnt schließlich Eulers 
Einführung räumlicher Polarkoordinaten (1748) und ihre Weiterbildung. Seine 
Ausführungen sind lückenhaft (z.B. fehlt der Hinweis auf Fermat, 1636/37, 
(Euvres V, 1/20 u. Torricelli, 1647, Opere I,, 351/99) und auf die Spiralenab- 
handlungen Angelis (1660, 61, 67). J. E. Hofmann. 

Emeh, Arnold: Some points in the history of the catacaustica and a clarifying 
representation of the eurve. Scripta math. 18, 31—35 (1952). 

Verf. verweist einleitend auf das Auftreten der Katakaustik bei Pascal (all- 
gemeine experimentelle Erwähnung), Tschirnhaus (1690) und LaHire (1694); 
Desargues, Römer (um 1675) und Huygens (um 1675) bleiben unerwähnt. 
Anschließend zeigt Verf., wie man entweder vermittels der dialytischen Methode 
Sylvesters oder durch Mitverwenden geometrischer Überlegungen zur Kurvenglei- 
chung in rechtwinkligen Koordinaten kommt. J. E. Hofmann. 

Tenca, Luigi: Chi per primo studiö il paraboloide iperbolico? Boll. Un. mat. 
Ital., III. Ser. 7, 445—447 (1952). 

Tenca, Luigi: Osservazioni sulle lunule eircolari regolari e sull’enigma del 
Viviani. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 7, 328—334 (1952). 

Verf. vermutet (wahrscheinlich zu Recht), daß Viviani zu seinen quadrierbaren 
Restoberflächen der Halbkugel bei Herausbrechen von passenden Fenstern im 
Ringen um die Erklärung der Leibniz-Reihe gekommen ist. Leider scheint ihm 
unbekannt geblieben zu sein, daß das Hauptergebnis schon in Laloveras Zykloiden- 
werk (1660) zu finden ist, das den Freunden Torricellis, zu denen Viviani zählte, 
wegen seiner Beziehungen zum Zykloidenstreit (1659) sicherlich bekannt war. 

J. E. Hofmann. 
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Conte, Luigi: Vincenzo Viviani e la „figura di Torricelli“. Boll. Un. mat. Ital., 
III. Ser. 7, 334—340 (1952). 
| Verf. führt Vivianis Bemerkungen in der italienischen Bearbeitung des 5. Buchs 
| der Euklidischen Elemente (Florenz 1679, 8. 125/32) vor. Sie beziehen sich auf 
Flächensätze an rechtwinkligen Dreiecken, über deren Seiten nach außen gleich- 
seitige Dreiecke konstruiert sind, und gipfeln in der Bestimmung des Punktes gleicher 
Abstandsumme von den 3 Ecken. J. E. Hofmann. 

Pelseneer, Jean: A propos de la premiere 6dition des Prineipia de Newton. 
Acad. Roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 38, 219—220 (1952). 

Unter Hinweis auf das belgische Exemplar der Erstausgabe der Prineipia in 
Ucele, das aus dem Nachlaß des Schweizers J. Senebier (1742/1809) stammt und 
das Druckfehlerverzeichnis versehentlich doppelt enthält, bestätigt Verf. die Be- 
merkung von H.Macomber (dies. Zbl. 44, 244), daß es nur eine Ausgabe der 
Prineipia von 1687 gibt. J. E. Hofmann. 

Brasch, Frederick E.: A survey of the number of copies of Newton’s principia 
in the United States, Canada and Mexico. Scripta math. 18, 53—67 (1952). 

Nach kurzer Übersicht über Entstehung, Inhalt und Bedeutung der Prineipia 
und ihrer ersten Ausgaben (1687: 250 Stück, 1713: 750 Stück, 1726: 750 Stück) 
berichtet Verf. listenmäßig über 48 Exemplare der 1., 47 der 2. und 39 der 3. Aus- 
gabe nebst wertvollen Hinweisen auf die Provenienz (darunter zahlreiche Widmungs- 
stücke und solche mit Einträgen und Korrekturen Newtons und späterer prominenter 
Übersetzer und Bearbeiter). J. E. Hofmann. 

e Newton, Sir Isaac: Optics, Based on the 4!h ed. London, 1730. With a 
foreword by Albert Einstein, an introduction by Sir Edmund Wittaker, a preface 
by I. Bernard Cohen. New York: Dover Publications, Inc. 1952. CXIV, 406 p. 
$ 1,90 paper, $ 3,95 cloth. 

Es handelt sich um die Wiedergabe des Textes nach der Fassung letzter Hand 
unter Beigabe des Vorspruches von Einstein und der Einführung von Whittaker 
zur Ausgabe London 1931 (Bell & Sons). Das neu hinzugefügte Vorwort skizziert 
die Hauptphasen des Streites um die „Richtigkeit“ der Korpuskular- bzw. Wellen- 
theorie bis zur modernen Anerkennung der beiden Standpunkte als gleichwertig. 
Es enthält treffliehe Angaben zur Entwicklungsgeschichte des Werkes und Hin- 
weise auf moderne wissenschaftsgeschichtliche Literatur zur Farbenlehre. 

J. E. Hofmann. 

Hofmann, J. E.: Neues über die näherungsweise Kreisquadratur bei Huygens 
(1654). Math. naturw. Unterricht 4, 321—323 (1952). 

Die ‚„‚Entdeckungen über die Größe des Kreises‘ (de eirculo magnitudine inventa) 
des jungen Huygens (1654) bedeuteten in der Frage der Kreisberechnung einen 
wesentlichen Schritt über Archimedes hinaus. Die Beweisführung, die Huygens 
gibt, hält sich zwar streng an die Archimedische Methode, geht aber in der ur- 
sprünglichen Überlegung auf infinitesimalgeometrische Gedanken, nämlich die An- 
näherung des Kreissegments durch Parabelsegmente, zurück. Verf. zeigt, daß der 
entscheidende Gedanke wahrscheinlich durch Weiterbildung eines 60 Jahre früher 
von Viete gefundenen Satzes entstanden ist, in dem eine Näherung für das Kreis- 
segment vermittels des einbeschriebenen Segments einer Archimedischen Spirale 
gegeben wird. Er gibt die Vieteschen Überlegungen und Ergebnisse in moderner 
Form wieder, würdigt sie kritisch, bringt sie in historische Verbindung mit Vor- 
läufern und Nachfolgern und mit der Entwicklung der modernen Analysis durch 
Gregory, Newton und Leibniz und weist damit auf den Einfluß hin, den die 
besprochenen Arbeiten von Viete und Huygens auf diese Entwicklung gehabt 
haben. E. Löffler. 

Boyer, Carl B.: Descartes and the radius of the rainbow. Isis 43, 95—98 (1952). 


Conte, Luigi: Vincenzo Riceati e il caso irriducibile dell’equazione cubica. 
Periodico Mat., IV. Ser. 30, 125—128 (1952). 

Crespo Pereira, R.: Über das Problem von Pedrayes. Gac. mat., Madrid 4, 
164—174 (1952) [Spanisch]. 

Novljanskaja, M. G.: Zum dreißigsten Todestage des Akademiemitgliedes 
A. A. Markov. Uspechi mat. Nauk 7, Nr. 6 (52), 213—215 (1952) [Russisch]. 


Vretko, M.: Nachruf auf Dr. techn. Ivan Arnovljevie. 7. IH. 1869—7. XI. 1951. 
Srpska Akad. Nauka, Sbornik Radova, mat. Inst. 18, Nr. 2, 1—8 und deutsche 
Zusammenfassg. 9—12 (1952) [Serbisch]. 

Mit Schriftenverzeichnis. 

Severi, Francesco: Ricordo di Guido Castelnuovo. Archimede 4, 130—131 (1952). 

Sebastiio e Silva, Jos6: Guido Castelnuovo. Gaz. Mat., Lisboa 13, 1—3 
(1952) [Portugiesisch ]. 

Kucharski, W.: Über Hamels Bedeutung für die Mechanik. Z. angew. Math. 
Mech. 32, 293—297 (1952). 

Ljapunov, A. A.: Petr Sergeevi@ Novikov. (Zum 50. Geburtstage.) Uspechi 
mat. Nauk 7, Nr. 2 (48), 193—196 (1952) [Russisch]. 

Perron, Oskar: Alfred .Pringsheim. J.-Ber. Deutsch. Math.-Verein. 56, 1—6 
(1952). 


Grundlagenfragen. Philosophie. Logik. 


Rao, A. Narasinga: The role of mathematics in engineering. Math. Student 
20, 29—34 (1952). 

Ramakrishna, B. S.: Some aspects of engineering mathematics. Math. Student 
20, 35—37 (1952). 

Rao, N. S. Govinda: The role of mathematics in engineering. Math. Student 
20, 383—39 (1952). 

Gotlind, Erik: A note on an article by R. K. P. Singh and R. Shukla. Math. 
Student 19, 120—121 (1952). 


e Hasse, Helmut: Mathematik als Wissenschaft, Kunst und Macht. Wies- 
baden: Verlag für angewandte Wissenschaften 1952. 34 S. 

Diese sorgfältig aufgebaute Antrittsvorlesung des Verf. in Hamburg zerfällt 
in die drei Hauptteile: Mathematik als Wissenschaft, Kunst und Macht. Es wird 
gezeigt, wie die Mathematik objektive, für alle Zeit gültige Wahrheit liefert und 
darum eine Geisteswissenschaft ist, wie ihre Gesetze die Kunst beherrschen und 
wie sie selber Kunst ist, wenn man das Wort in seiner höchsten Bedeutung nimmt. 
Dies wird an einigen Beispielen näher erklärt, wobei Verf. vor leerem Formalismus 
warnt. Schließlich gewährt diese Wissenschaft auch das Gefühl der Macht, indem 
sie gestattet, komplizierte Strukturen mit einem Blick zu erfassen, so daß alle 
Gesetzmäßigkeiten deutlich vor Augen liegen. Mit einem Hinweis darauf, daß der 
heutige Schulunterricht den Mathematiker nicht voll befriedigen kann, schließt der 
Vortrag, der wohl geeignet ist, dem Gebildeten einen Einblick in die Mathematik 
zu gewähren, und der ihm die Augen über ein viel zu unbekanntes Gebiet des mensch- 
lichen Geistes öffnen kann. A. Speiser. 


Skolem, Th.: Uber die Natur des mathematischen Denkens. Gac. mat., Madrid 
4, 113—124 (1952) [Spanisch]. 

Die Arbeit, die aus einer Vorlesung erwachsen zu sein scheint, ist ein Beitrag zur Grund- 
lagendiskussion in der Mathematik, wobei Verf. weniger Wert darauf legt, die Gesichtspunkte 
darzustellen, die sich in den bekannten Werken von Mathematikern und Logikern finden, als 
vielmehr seine eigene Meinung zum Ausdruck zu bringen, ‚auch wenn sie ungewöhnlich scheinen 
mag“. Er versucht, die Grundbegriffe logisch und philosophisch zu durchleuchten, stellt die 
Anschauungen des Platonismus und des Intuitionisinus (den er lieber Konstruktivismus nennen 
möchte) einander gegenüber und zieht interessante Parallelen zu der Diskussion der Physiker 
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über Realismus und Positivismus, die er bzw. mit dem Platonismus und dem Intuitionismus 
in der Mathematik vergleicht. Die kritische Erörterung grundlegender Begriffe und Theorien, 
wie z. B. Auswahlaxiom der Mengenlehre, logische Paradoxien, zweites Cantorsches Prinzip der 
Erzeugung der Ordnungszahlen, formale Systeme, Aussagen- und Prädikatenkalkül, voll- 
ständige Induktion, rekurrierende Funktionen usw. kreist stets um die platonische und intu- 
itionistische Betrachtungsweise und führt zu der skeptischen Frage, ob nicht vielleicht ein dritter 
Standpunkt möglich wäre. Die geistige Grundhaltung des Verf. wird angedeutet durch den 
Hinweis auf den Ausspruch Currys, daß die Mathematik die Wissenschaft formaler Systeme sei, 
und durch das Verfahren, durch das er die mathematische Denkweise zu charakterisieren ver- 
sucht: „Wir müßten unsere Intuition analysieren und formale Systeme aufstellen ;sollten Wider- 
sprüche auftreten, müßten wir es mit Einschränkungen probieren. Sodann müßten wir versuchen, 
es soweit zu entwickeln, bis dasjenige System möglich wäre, in dem wir nur freie logische Variabeln 


verwenden würden“. E. Löffler. 
Cassina, U.: Ideografia e logica matematica. Periodico Mat., IV. Ser. 30, 65— 78 
952), 


Vaecarino, Giuseppe: La sillogistica. II. Archimede 4, 156—159 (1952). 

oe Kleene, S. C.: Introduction to metamathematies. (Bibliotheca Mathema- 
tica, Vol. 1.) Amsterdam: North-Holland Publishing Co.; Groningen: P. Noord- 
Boll N. \V..1952 2%, 550.D. 32,50 Gulden, &£3. 3.0. 


Daß eine „Einführung in die Metamathematik“ mit über 500 Seiten Umfang geschrieben 
werden konnte und ihr Erscheinen sicher als eine Bedürfnis empfunden werden wird, ist ein Be- 
weis dafür, welche Fülle von Untersuchungen hier im Laufe der Zeit entstanden ist. Das Buch 
gibt eine Einführung in die mathematische Logik,die Theorie der rekursiven Funktionen und die 
Beweistheorie. Besonders ausführlich behandelt wird das zweite Gebiet, das Hauptarbeitsgebiet 
des Verf., während von der Beweistheorie nur die Grundzüge gegeben werden. Das Buch stellt 
daher eine Ergänzung zu den „Grundlagen der Mathematik“‘ von Hilbert und Bernays dar 
(Berlin 1934, dies. Zbl. 9, 145), in denen der Nachdruck auf der Beweistheorie liegt. Im einzelnen 
wird nach einem einleitenden Abschnitt über grundlegende mengentheoretische und andere 
Begriffe und einer ersten Orientierung über die Grundlagenkrise die mathematische Logik als 
Aussagenkalkül und Prädikatenkalkül der ersten Stufe entwickelt, sowie ein formales System 
für die Zahlentheorie aufgestellt. Es folgt eine eingehende Untersuchung der verschiedenen 
Typen von rekursiven Funktionen, eine Darstellung der Gödelschen Arithmetisierung der Meta- 
mathematik und der Gödelsche Unvollständigkeitsbeweis für formale Systeme. Weiter wird der 
Begriff der allgemein-rekursiven (quasirekursiven) Funktion eingeführt und die Churchsche 
These behandelt, daß jede effektiv berechenbare Funktion allgemein-rekursiv ist. Zu diesem 
Zweck wird die Aquivalenz verschiedener Präzisierungen der Berechenbarkeit einer Funktion 
(allgemeine Rekursivität, A-Definierbarkeit, Berechenbarkeit mit Hilfe von Maschinen etc.) 
nach Herbrand-Gödel, Church, Kleene, Turing, Postu. a. festgestellt. Die Unlösbarkeit 
des Entscheidungsproblems als Ganzes wird aus der Churchschen These abgeleitet. Ausführungen 
über den Gödelschen Vollständigkeitssatz für den Prädikatenkalkül, den Prädikatenkalkül mit 
Identität, die Eliminierbarkeit des ‚‚derjenige, welcher‘, das Skolemsche Paradoxon, die Un- 
möglichkeit einer vollständigen Charakterisierung der Reihe der natürlichen Zahlen nach Skolem 
schließen sich an. Betreffs der Beweistheorie beschränkt sich der Verfasser auf eine Darstellung 
des Gentzenschen Sequenzenkalküls, des Gentzenschen Hauptsatzes, des hierauf fußenden 
Widerspruchsfreiheitsbeweises für ein zahlentheoretisches System mit eingeschränkter voll- 
ständiger Induktion und der Reduktion des klassischen Systems auf das intuitionistische, wäh- 
rend über weitergehende Ergebnisse kurz referiert wird. Es wird dann noch eine interessante 
Interpretation 'des intuitionistischen Systems gegeben, die in Beziehung zur Theorie der re- 
kursiven Funktionen steht. — Verf. hat mit großem Fleiß ein umfangreiches Material zusammen- 
getragen, das natürlich zu einem bedeutenden Teile aus dem Buche von Hilbert und Bernays 
stammt und das mit ausführlichen Literaturhinweisen versehen ist. Die Darstellung ist infolge 
Unterteilung in zahlreiche kleinere Abschnitte übersichtlich. Auf Einzelheiten kann hier nicht 
eingegangen werden. Zur Orientierung noch die Überschriften der 15 Kapitel: Mengenlehre. 
Grundlegende Begriffe. Eine Kritik der mathematischen Beweisführung. Ein formales System. 
Formale Deduktion. Aussagenkalkül. Prädikatenkalkül. Formale Zahlentheorie. Primitive 
rekursive Funktionen. Arithmetisierung der Metamathematik. Allgemein-rekursive Funktionen. 
Teilweise rekursive Funktionen. Berechenbare Funktionen. Prädikatenkalkül und Axiomen- 
systeme. Widerspruchsfreiheit, klassische und intuitionistische Systeme. W. Ackermann. 


Mostowski, Andrzej: On direet products of theories. J. symbolie Logie 17, 
1—31 (1952). 

Let R, Ry..., R„ be n relations and let F be the union of their fields. The formulae 
of the elementary theory T of these relations are the formulae of the first order functional 
calculus which contain no predicates other than R,,..., R„. This theory is said to be decidable 
if there is a method which enables one to decidein a finite number of steps whether an arbi- 
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trarily given closed formula of the theory is true or not. 'The author defines two kinds of power 
theories as follows. Let I be any nonvoid set, let F? be the set of functions which map J into F, 
let »,(1<j=<n) be the number of arguments of R, and let R;,(1<j<n) be defined by 
Bits.) = (a) (a €EID R;(fı (a). ‚fo; (a)), for all fu... fr;€#%. Then the elemen- 
tary theory of the relations R,',..., R„ is called the strong /-th power of T and denoted 
by 77. Now suppose I is an infinite set, let e be a fixed element of F7, let *F,? be the subset 
of F! consisting of those functions f such that f(a) = e(a) for all but a finite number of elements 
a of I, and let relations R,'’..., R,' bedefined in *F,! in the same way as Ry',..., R,' were 
defined in F?. Then the theory of the relations R,”,..., R,’ iscalled a weak J-th power of 7 
and is denoted by *7,7. The principal theorem of this paper is that if the theory 7 is decidable 
then so are T/ and *T ,? [provided, in the case of *T',/, that eis a constant function whose (unique) 
value e, is definable in 7]. The author gives several examples of power theories whose deci- 
dability follows from this theorem; they include the elementary theory of: the addition of poly- 
nomials with real coefficients, the multiplication of positive integers, the relation of divisibility 
of positive integers, the multiplication of non-zero rational numbers, the Boolean algebra of 
finite subsets of an arbitrary infinite set I. Proofs of decidability of most of these theories 
already exist; as the author says „It could have easily been guessed that no deep results can 
be expected from an application of a very general theorem. T'he fact however that so diverse 
proofs of decidability can be shown to spring all from the same source is perhaps not without 
some interest“‘. At first sightit may appear rather strange that this result should be true whatever 
the cardinal number of the set I. It turns out, however, that the theories 77, *T,’ are the same 
for all infinite sets I; in fact the author proves that for each formula @ of T’ or *T,? there exists 
a positive integer n, such that if pis true in 7, where I, is a set of cardinal number n,, then 
is true in T/ and *T ? for all I. In addition to the theorems on decidability the author gives 
a necessary condition for a relation to be definable in 7’ or *T7,! and from it deduces that if 
a function fEF? is definable in 7? then f has a constant value definable in T; if FEF,L is 
definable in *7',’ then f= e. He shows by a simple example that the converse of this is not true 
generally. Finally he proves that if 7, 7’, are two theories with the same field then the basic 
relations of 7’, (or *7',?) are definable in the theory T'3? (or he )if and only if the basic relations 
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of T, are definable in 7,. He deduces from this that multiplication of positive integers is not 
elementarily definable in terms of the relation of divisibility, thus solving a problem proposed 
by J. Robinson. — The methods used for obtaining the above theorems may be sketched very 
briefly as follows. If p is a formula of 7 with free variables x,,...,2,, andif fu»...,f„ are 
elements of F? let us denote by 9%, (f» --.,/„) for A=1,2,...) the statement that there are 
at least h arguments ain / for which @ (f,(a)... ., f„(a)) holds. Now let us calla formula numerical 
if it is of the form 9, (2 - . -, %,), orifitis built up from formulae Pr» Unser of this form by 


the use of the connectives of the propositional calculus. The principal result of the paper is 
that for each given formula @ of T7 it is possible to construct an equivalent numerical formula 
with the same free variables. "This is proved by induction on the length of p and makes use of 
Skolem’s result on the decidability of the elementary theory of inclusion for subsets of I. 
Since a numerical formula 9, without free variables is true if and only if pis truein T and the 
cardinal number of / is greater than or equal to A, it follows that there is a decision method 
for T? if there is a decision method for 7. J. 0. Shepherdson. 

Wright, G. H. von: On double quantification. Soc. Sci. Fennica, Commen- 
tationes phys.-math. 16, Nr. 3, 14 S. (1952). 

Verf. behandelt einen Spezialfall des Entscheidungsproblems, der nicht durch 
eine bestimmte Präfixklasse, sondern durch eine spezielle Gestalt der Formeln 
charakterisiert wird. Die Arbeit des Verfassers sollte zusammen mit seiner anderen 
„On the idea of logical truth (II)‘“ (dies. Zbl. 38, 5) gelesen werden. Die in 
Frage kommende Formelklasse kann so beschrieben werden: Jede Formel ist 
eine Aussagenverbindung von Formeln (E x) A,(x), jedes W,(x) eine Aussagen- 
verbindung von Formeln (Ey) ®,,(x, y), wobei die ®,,(x, y) quantorenfrei sind 
und nur zweistellige Prädikate enthalten. Für die Erfüllbarkeit derartiger 
Formeln werden notwendige und hinreichende Bedingungen aufgestellt. Die 
Lösung des Verf., die mit ihm durchaus eigenen Methoden geschieht, bringt 
übrigens keine Erweiterung der Klassen von gelösten Fällen des Entscheidungs- 
problems. Wie leicht einzusehen, läßt sich nämlich jede vom Verf. behandelte 
Formel derart auf eine pränexe Normalform bringen, daß das Präfix eine Form 
(2) (y)(E2,)*--(Ez,) hat. Für derartige Präfixe wurde das Entscheidungsproblem 
bekanntlich von K. Gödel, L. Kalmar und K. Schütte (1932/34) gelöst. 

W. Ackermann. 
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Church, Alonzo and W. V. Quine: Some theorems on definability and decida- 
bility. J. symbolie Logie 17, 179—187 (1952). 

The basic theorem of this note is Theorem I: For every dyadic relation R of natural numbers 
there is a symmetrie dyadic relation FH of natural numbers such that R is definable in terms 
of H plus just truth-functions and quantification over natural numbers. The relation HZ which 
the authors prove to satisfy this condition is the relation which holds between x, y whenever one 
of the following ten conditionsholds: I)e= y=0, ?2)a&yz1, d)y=6x, (A)y=-x-+1W1, 
5)y=x+2, ()xrml, y>4 and (x —1) bears Rto %(y—A), (8)',...,(6)‘, where 
(3), . . ., (6)’ differ from (3),..., (6) only in having x, y interchanged, and where „=“ means 
„congruent modulo 6“. The proof consists in showing successively that the relations x = y, 
20, 1,2,3,4,5, y=2+1, y=x2+4 y=x+6 can be defined in terms of H by 
quantification and truth functions; R is then definable by Razy<> (Az) (U w) (H u) (H v) 
=62; w=2+1; u=6y; v=uw+4; Hwov). — Theorem I enables the authors to 
strengthen Kalmar’s theorem on the reduction of the decision problem to the case of a single, 
binary, predicate to theorem II: There is an effective method whereby, given any formula y 
of quantification theory, a formula y of quantification theory can be found which meets the 
following conditions: x contains just one predicate letter, and that letter is dyadic; and y is 
valid if and only if x comes out true under all symmetric interpretations of its predicate letter 
in all non-empty universes. Combined with Church’s result on the unsolvability of the decision 
problem this gives theorem III: There can be no decision procedure for the quantification 
theory of a dyadic predicate letter ‚A‘ even when no distinction is made between „H xy“ 
and „AH y x‘ (nor in general between „A«xPß“ and „Hß«‘). From theorems II and III one 
easily obtains the corollary: "There is an effective method whereby the problem of validity of 
an arbitrary formula of quantification theory (or pure functional calculus of first order) can be 
reduced: to that of validity of a conditional having ‚‚(z)(y)(HzyD>Hyx)“ as antecedent 
and containing no predicate letter but „A“. And hence the special case of the decision problem 
which concerns the validity of such conditionals is unsolvable. Another consequence is theorem IV: 
There can be no decision procedure for the theory which consists of elementary set theory plus 
an unquantifiable monadic second-level predicate letter. ‚Or, in the terminology of Church, 
there is no solution of the decision problem for the monadic functional calculus of third order“. 
Using results of Mrs. Robinson (this Zbl. 34, 8) together with theorem I one obtains theorem V: 
Elementary number theory can be expressed in terms of just quantification and the truth func- 
tions and a single symmetric dyadic predicate. This gives, in a certain sense the simplest possible 
primitive for elementary number theory since the authors prove in theorem VI that no finite 


or infinite set of monadic predicates can suffice for elementary number theory. 
J.C. Shepherdson. 


Craig, William and W. V. Quine: On reduction to a symmetrie relation. J. 
symbolie Logic 17, 188 (1952). 

This brief note contains a proof of the following extension of theorem I of the 
above paper: If R,, R,..., ad. inf. are any classes or relations (of any degree), 
of natural numbers, they can all be defined in terms of a single symmetrie dyadie 
relation of natural numbers together with the truth functions and quantification 
over natural numbers. J.Ü. Shepherdson. 


e Mostowski, Andrzej: Sentences undecidable in formalized arithmetic. An 
exposition of the theory of Kurt Gödel. (Studies in logie and the foundations of 
mathematies.) Amsterdam: North-Holland Publishing Company 1952. VIII, 117 p. 
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Verf. gibt eine klare und detaillierte Darstellung der bekanntesten Beweise für die Existenz 
unentscheidbarer Sätze in der Zahlentheoris (Zth.), sowie für verschiedene daran anknüpfende 
Korollare. Die Monographie ist ziemlich elementar gehalten; vorausgesetzt wird eine gewisse 
Kenntnis des Prädikatenkalküls und der elementaren Zth. Eine gewisse Vielfalt an Bezeich- 
nungen und Abkürzungen ist, da in der Natur der Sache gelegen, wohl nicht vermeidbar, aber 
für eine zweite Aufl. wäre ein diesbezügliches Verzeichnis wünschenswert. — Die Einleitung 
feine Übersetzung eines Teiles einer Arbeit des Verf., Kwartalnik Filozoficzny 16, 223—277 
(1946)] gibt eine allgemeine Skizze des Beweisganges und der Präzisierung der benötigten Be- 
griffe. — In Kap.I werden Hilfsmittel für den Beweisgang bereitgestellt: Abbildung von 
Paaren, Tripeln und endlichen Sequenzen nat. Zahlen auf die Reihe der nat. Zahlen, Boole- 
sche Operationen für Relationen (Reln.), Minimumoperator (min. bzw. u), Funktionen (Fktn.) 
induktive Definitionen (Dfn.) und ihre Transformation in explizite Dfn. — Kap. II bringt dann 
die Darstellung des betrachteten formalen Systems 8 der Arithmetik (Prädikatenkalkül mit 
Gleichheit (rr), Addition, Multiplikation und u-Operator). Gleichzeitig wird die Syntax von 
S mitentwickelt. Ein entsprechendes später ausführlich formuliertes Axiom sichert die Existenz 
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einer ein-eindeutigen Abbildung der Ausdrücke aus 8 auf eine Teilmenge der natürlichen Zahlen. 
Es werden den Zeichen (1, Variable und Operatoren) von $ (mit Hilfe der Tripelabbildung) 
zth. Fktn. zugeordnet, vermöge welcher die Nummer jedes gegebenen Ausdrucks berechnet 
werden kann. Dann wird zunächst induktiv (später explizit) die Klasse der Terme % (functional 
forms) und die Klasse der Matrixformen Mf (matrix-forms) definiert und zwar unter Verwendung 
von simultan mitdefinierten Hilfsfktn., die das Vor- oder Nichtvorkommen von Ausdrücken 
in anderen, die Art und Weise des Auftretens von gebundenen Variablen (z. B. als Sog. „Un- 
bekannte“ in Gleichungen oder unter dem u-Operator) und die Operation der Substitution 
ausdrücken. Mf V FT heißt dann die Klasse der Ausdrücke; mittels leicht formulierbarer Eigen- 
schaften (also zth. Sätze) der (über die) eingeführten Hilfsfktn. lassen sich dann die Klasse der Zahl- 
ausdrücke, der Formeln M (matrices) (die, wenn sie gebundene Variable enthalten, dann ge- 
bunden durch den u-Operator), der Sätze © und der Zahlen definieren. (Die n-te Zahl werde 
mit D, bezeichnet.) Auf Grund der bisherigen Dfn. sind auch die nun formulierten Axiome 
von $ (Aussagen- und Prädikatenkalkül, Gleichheits- und arithmetische Axiome) leicht in 
zth. Bedingungen zu übersetzen. Anschließend wird der Begriff des formalen Beweises (mit 
Hilfe .der Axiome, des modus ponens und der Substitution) für eine Klasse X von Formeln 
eingeführt. Die Klasse aller aus # beweisbaren Formeln heiße dann T,. Enthält N nur die 
Axiome von S, dann tritt an Stelle von T,, die Klasse aller in 8 beweisbaren Formeln T. Ab- 
schließend werden noch die Begriffe „NR ist abgeschlossen“ (abg.), d.h. R= Ty,, „‚widerspruchs- 
frei‘ (wf.), „vollständig“ (vollst.) und „‚o-wf.““definiert.—InKap. III werden eine Reihe von Theore- 
men in ‚$ bewiesen, die z. T. Hilfsmittel für das weitere sind und andernteils die Reichweite 
von S (rekursive Zth.) zeigen. — Kap. IV behandelt, gestützt auf Tarskis Arbeiten [dies. Zbl. 
13, 289 und Fundamenta Math. 17, 210—239 (1930)], die Semantik von S. Nachdem eine 
Zuordnung der unendlichen fast nur aus 1 bestehenden Folgen nat. Zahlen auf eine Teilmenge 
der nat. Zahlen gewählt ist, werden die Begriffe „Wert eines Terms‘ und ‚Erfüllung einer 
Matrixform“ induktiv (und danach explizit) definiert (natürlich nicht innerhalb von 8). Danach 
wird eine Klasse Tr als Klasse aller Matrixformen, die durch jede Zahl erfüllt werden (wobei 
eine solche Zahl nach obiger Zuordnung eine Sequenz nat. Zahlen repräsentiert). definiert und 
gezeigt, daß in ihr alle beweisbaren Formeln (TC Tr) enthalten sind und daß Tr A M vollst. 
und »-wf., also auch T w-wf. ist. (Für diese Beweise werden natürlich hier die semantischen 
Begriffe wesentlich verwendet.) — Im folgenden Kap. V (auf das der Verf. das Hauptgewicht 
lest) wird der Begriff der Definierbarkeit (Def.) von Fktn. und Reln. mit deren Rekursivität 
(Rek.) in Zusammenhang gebracht. Sei N eine wf. und abg. Klasse von Formeln, dann heißt 
eine Fkt. F mit k Argumenten ®X-def., wenn es einen Zahlenausdruck @ (d.h. einen Ausdruck, 
der bei fester Wahl für die in ihm vorkommenden freien Variablen eine Zahl bestimmt) mit 
genau k freien Variablen gibt, so daß für beliebige Zahlen n,, n,, ...,n, der Satz YD,» D,, DE 

EIERBRONNS in % vorkommt, und ähnlich für Reln. Ist R=T bzw. R = Tr, dann wird 
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„N-def.“ durch „rek.“ bzw. einfach durch ‚‚def.‘“ ersetzt. — Da Tin jeder wf. und abg. Klasse 
Rt von Formeln enthalten ist, sind alle rek. Fktn. (Reln.) A-def. Auf Grund der Dfn. aus Kap. II 
und der Hilfssätze aus Kap. III ergibt sich nun leicht die Rek. der Ausgangsfktn. und Reln. 
(Gleichheit, Addition etc.). Ferner erhalten die Booleschen Operationen für Reln., die Identi- 
fikation und Substitution von Variablen und die beschränkten Quantoren die R-Def. von Fktn. 
bzw. Reln. Für die unbeschränkten Quantoren und den u-Operator (z. B. angewandt auf die 
j-te Variable) bleibt das nur richtig, wenn die diesen Operatoren unterworfene (z. B. k-stellige) 
N-def. Rel. R der Bedingung (n,) (n,) +» - (n,1) (N) + (R,) (U n,) R(n,, N, . - -,n,) genügt. 
(Ist R = Te, dann ist die Klasse der def. Fkt. und Reln. ohne obengenannte Einschränkung gegen 
die letztgenannten Operationen abgeschlossen.) Verf. zeigt auch, daß jede def. Rel. R auch 
N-def. ist, wenn N der Bedingung genügt, daß aus der R-def. einer Rel. R aus R die R-def. 
der Fkt. min, R für jedes j folgt. Schließlich ergibt sich noch, daß die zth. Fktn., die die syn- 
taktischen Begriffe repräsentieren, alle R-def. sind. Speziell sei erwähnt, daß, wenn Rt eine def. 
Klasse von Formeln ist, die Klasse der aus N beweisbaren Formeln auch def. aber nicht not- 
wendig rek. ist. — Nach diesen Vorbereitungen gelingt es Verf. in Kap. VI (mit dem Diagonal- 
verfahren) rasch zu zeigen, daß für eine wf. abg. Klasse von Formeln R, die Klasse SAR 
nicht Nt-def. ist. Als Korollare ergeben sich, daß Tr A ©, und Tr nicht def. und TA © und 
IT nicht rek. sind. Daran schließen sich drei Beweise für die Existenz unentscheidbarer Sätze, 
der erste einer mündlichen Mitteilung von Tarski (vgl. auch dies. Zbl. 13, 289, p. 370-874 
der Arbeit), der zweite Gödel (‚Introduction to mathematical logie‘‘ Ann. Math. Studies, 
No. 13, Princeton 1944) und der dritte Rosser (dies. Zbl. 15, 338) folgend. Den verschiedenen 
Voraussetzungen entsprechen dann die drei folgenden Theoreme: (1) Keine def. abg. Teilklasse 
von Tr A M ist vollst. (2) Keine rek. aufzählbare (aufz.), abg. und wf. Klasse von Formeln 
ist vollst. (3) Keine def. abg. und &-wf. Klasse ist vollst. Die Beziehungen der genannten Vor- 
aussetzungen untereinander (d. h. Implikationen oder Unabhängigkeiten) zeigt der Verf. durch 
die Existenz von 1. und 2, zweier Klassen R, bzw. R,, die def., abg., o-wf. bzw. in Tr enthalten, 
aber beide nicht rek. aufz. sind, 3. einer Klasse N, die rek. aufz., wf., abg., aber nicht »-wf. 
ist, und 4. und 5. zweier Klassen N, bzw. R,, die abg., wf. und rek. aufz. bzw. &-wf., aber 
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beide nicht in Tr enthalten sind. Da nach Lindenbaum-Tarski [Monatsh. Math. 37, 361—404 
(1930)] und Nowak (dies. Zbl. 39, 245) def., wf. und vollst. Klassen von Formeln existieren, 
sind die Theoreme (2) und (3) im gewissen. Sinne nicht verschärfbar. — In einem Appendix 
skizziert Verf. schließlich noch den Gödelschen Beweis dafür, daß die Wf£-heit von S in S nicht 
beweisbar ist. Dann wird ein System S, angegeben, das aus 8 durch Hinzunahme neuer Vari- 
ablentypen für Mengen, der Elementbeziehuag und Axiomenschemata für All- und Seinsoperator 
sowie einem Extensionalitäts- und Komprehensionsschema für Mengen hervorgeht. In S, läßt 
sich eine Wahrheitsdefinition für $ geben, die früher gefundenen unentscheidbaren Sätze werden 
entscheidbar und die Beweise von Sätzen in S werden, gemäß-einem Satz von Gödel (dies. 
Zbl. 14, 241), der hier in leicht abgeschwächter Form bawiesen wird, in S, kürzer. Bekannter- 
weise gibt es aber auch in S, unentscheidbare Sätze aus S, und die Frage ob, und wenn, nach 
welcher Iteration des obigen Erweiterungsprozesses (die ins Transfinite fortgesetzt werden 
kann, z. B. in anderer Weise bei Rosser, dies. Zbl. 17, 242) alle Sätze von S entscheidbar 
werden, bleibt offen. Gert H. Müller. 

Kalmär, Läszlö: Another proof of the Markov-Post theorem. Acta math. 

Acad. Sci. Hungar. 3, 1—25 und russische Zusammenfassg. 26—27 (1952). 

The theorem referred to states the existence of an associative system with undecidable 
word problem. The new proof has the advantage that it requires no knowledge of Church’s 
4-caleulus or Post’s reduction theory for combinatorialsystems. Itis based on Kleene’s result that 
there exists arecursive function R(x, y) such that the class (H y) (R(x, y) = 0) is not recursive.— 
The basic idea of the proof is more or less as follows: Let Z be the system of recursion equations 
defining R(x, y) written in Lukasiewiez’s notation (i.e. without brackets or commas, so that 
e.2.8(x2, P(x,y)) is written as SxPxy), and let Z’ consist of E plus the equations Uxy= 
VUxFyRay, VUxFy0=0, VUxFyFz=UxFy. Here U, V stand for two new func- 
tions and F is the successor function, F#x—= x +1. It iseasily seenthatfor each non negative 
integer k the equation R(k,y) =0 has a solution if and only if the equation UF*O0 = 0 (F* 
stands for F---F) is derivable from the equations Z’ by the usual operations allowed in the 


k-times 
definition of recursive functions i.e. (i) substituting 0 or Fx for a variable x throughout an 
equation (in this way, of course, FO, FF0,FFF(,... can all be substituted for «) (ii) substi- 


tuting tfor win anequation when the equation = u hasalready been obtained. These operations 
are similar to those admissible in the associative system defined by the equations Z’. There 
are two main points of difference: firstly that in the associative system there appear equations 
such as 2#=xF which are meaningless in the Lukasiewicz notation, secondly the substitution 
rule (i) above has no analogue in the associative system. The first point causes no diffieulty since 
it turns out that the admission of such meaningless equations and the rule that one can multiply 
an equation © = u by any letter « on either the left or right (so as to obtain at=«u or 
tx =ux) does not alter the class of meaningful equations which are derivable. To deal with 
the second point the author introduces, for each integer variable x, two new letters x,, x, and 
a single new symbol a together with the defining equations: (1) ye=0x%, ze =Fxxı 
(2) 9a =&2, 2% =0&%,, for the following letters x: —0, any variable other than x, any 
functor. (3) ua =e, xzıa = e, where e is the null word. The substitution of 0 or Fx for zin 
an equation Ü= u can now be accomplished by multiplying both sides by x,(or x.) on the 
left, taking the x, (or ©.) through all the letters except x by (2) converting the x’s into 0 or fx 
by (1), taking the x, (or x.) through the remaining letters by (2) and then getting rid of it by 
multiplying both sides on the right by a and using (3). In this way an associative system S is 
obtained with alphabet {0, x, 2, 24 % Yo U: - WW Wa, F,..., R,U,V} and defining 
equations Z’ plus (1), (2), (3), such that there is no algorithm for deeiding which of the 
equations 0.002 09.081002 205 URE00 0, URN ZN er ehold.F Hience#S2has 
an undecidable word problem. The author notes that by slightly modifying the proof he can 
obtain alternative proofs of two other theorems of Markov, viz. that there is an associative 
system with solvable word problem but unsolvable left divisibility problem and that there is 
an associative system with solvable word problem, solvable right divisibility problem but un- 
solvable left divisibility problem. J.C. Shepherdson. 

Hasenjaeger, G.: Über »-Unvollstaudigkeit in der Peano-Arithmetik. J. 
symbolie Logie 17, 81—97 (1952). 

The author proves the w-inconsistency of two categorical forms of the „Peano-arithmetic“, 
— systems of arithmeticof the naturalnumbersformalised within the first order predicate calculus 
and having as non-logical constants only symbols for 0, for the successor relation and for the 
equality relation. The first of these systems, P, has the axioms Pl. a=a, P2.0 =a', 
P3. a =&0, PA. a=b’>a=b, P5. [F(0)& (a) (Fed > F(x’))] >F(a). The author 
proves that this system is categorical and has the property that, if 4 (c) denotes the formula 
(«)(e=c—x'=c'), then H(0), H(0')..., are all derivable yet (c) H (c) is not derivable. 
He shows, however, that (c) H (c) is derivable in the second order functional calculus. Analogous 
results are proved for the formula (2) (« =c’—x= c) with respect to the second system Q: 
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Ql. a=a, Q2. a=b->(F(a)—F(b)), 093. a=&0> (42) (= a), Q4. : F (a) — (4 x) 
(F (x) & (y) (Fi) > y' = «)).— For the proofs of categoricity and non derivability the author 
considers various kinds of models for the systems; The statement that P is categorical means 
that any model which satisfies P1—P4, and P5 for all predicates F, is isomorphie to the system 
of natural numbers. The non-derivability of (c) H (c) is proved by taking a model for P1—P5 
which has elements «, v such that u= v but uw’ = v’; this model does not satisfy P5 for all 
predicates F but it satisfies P5 for all predicates of a certain class a (consisting of those which 
are true (false) for all except a finite number of individuals). It is a model in the sense that it 
satisfies all the formulae without free predicate variables which are derivable from P1—P5 
by means of the first order predicate caleulus. (This is the crux of the proof.) Since it does not 
satisfy (c) H (c) it follows that this is not derivable. J. C. Shepherdson. 


Bar-Hillel, Y.: Bolzano’s propesitional logie. Arch. math. Logik Grundlagen - 
forsch. 1, 65—98 (1952). 


Thema: $155 der Bolzanoschen Wissenschaftslehre (WL) mit den erforderlichen Prämissen 
und den von B. selbst ausgezeichneten Konsequenzen. Es sei dem Ref. erlaubt zu sagen, daß 
er die Bedeutung desin $155 präzisierten und durchdiskutierten Bolzanoschen Ableitbarkeits- 
begriffs in einer Studie von 1937 als erster hervorgehoben und ihn zugleich mit dem von A. Tar- 
ski auf dem Pariser Kongreß von 1935 [Actual. sci. industr. 390, 1—8 (1936)] ohne eine Kenntnis 
Bolzanos entwickelten semantischen Folgerungsbegriff identifiziert hat. Voraussetzungen: 
(1) Die von B. als erstem explizit in die Logik eingeführten Aussageformen (AFen) mit den drei 
Möglichkeiten der Allgemeingültigkeit, der Unerfüllbarheit (Allgemeinungültigkeit) und der 
Erfüllbarkeit (nicht allgemeinungültig); (2) Der von B. in seiner Sprache für die Präzisierung 
dieser drei Möglichkeiten eingeführte Begriff der Belegung. Eine beliebige Menge M von AFen 
heiße allgemeingültig, wenn jede Belegung jedes x€ M verifiziert. Sie heiße allgemeinun- 
gültig, wenn keine Belegung, erfüllbar, wenn wenigstens eine Belegung dies leistet. Eine veri- 
fizierende Belegung von M heiße ein Modell von M. x sei eine AF, die mit M wenigstens eine 
freie Variable gemein hat. Dann ist xim B.schen Sinne ableitbar aus M genau dann, wenn 
jedes Modell von M ein Modell von zist. Ist N eine beliebige Menge von AFen, so soll N ab- 
leitbar heißen aus M, wenn jedes z€ N ableitbar ist aus M. (Stützpunkt $164, 2: „Wenn 
wir behaupten, daß M, N,O.... ableitbar sind aus A, B,C,..., und dies zwar hinsichtlich auf 


die Vorstellungen :,j,....‘“ so meinen wir folgendes: ‚Jeder Inbegriff von Vorstellungen, der 
an der Stelle der :,7,... in den Sätzen A, B,0,...,M,N,O,... die Sätze A, B,0,... ins- 
gesamt wahr macht, hat die Beschaffenheit, auch die Sätze M,N,O,... insgesamt wahr 


zu machen“. Kursivdruck vom Ref.). Die Bedeutung des B.schen Ableitbarkeitbegriffs 
liegt darin, daß er mit dem mathematischen Folgerungsbegriff zusammenfällt. Er ist die erste 
Präzisierung dieses Begriffs. Im Anschluß hieran habe ich B. s Bedeutung für die mathematische 
Logik so präzisiert: B. hat als erster gezeigt, was ein schöpferischer Mathematiker für die mathe- 
matische Logik zu leisten vermag, ohne auf formalisierte Sprachen und die ihrer Beherrschung 
dienenden Kalküle in irgendeinem Sinne Bezug zu nehmen. Es scheint mir auch jetzt noch, 
daß dies das Genaueste ist, was zu B. als Vorläufer der mathematischen Logik gesagt werden 
kann, und es gelingt mir nicht einzusehen, inwiefern sich hierin die Tendenz zeigen soll, ‚to praise 
Bolzano beyond his certainly great merits‘“. — Aber der scharfsinnige Verf. der vorliegenden 
Studie hält mir zwei Einwände entgegen, die beide schwerwiegend sein sollen: (1) B. führt die 
Ableitbarkeit in $ 155 ein als einen Sonderfall der Verträglichkeit, wobei zwei Mengen von AFen 
mit wenigstens einer gemeinsamen freien Variablen miteinander verträglich heißen sollen, 
wenn es wenigstens eine Belegung gibt, die beide Mengen verifiziert. Dies trifft zu. Dann aber 
ist der B.sche Ableitbarkeitsbegriff, wie sofort zu erkennen, nicht mehr reflexiv, im Gegensatz 
zu dem, was ich behauptet habe (und mit der unten folgenden Begründung auch jetzt noch zu 
behaupten für angemessen halte); denn jede unerfüllbare AF ist mit sich selber unverträglich, 
kann dann also nicht mehr aus sich selber ableitbar sein. (2) Die Objekte der B.schen Ableit- 
barkeitsbeziehung sind nicht die AFen, die als sprachliche Gebilde vorausgesetzt werden müssen, 
damit von einer Semantik gesprochen werden kann, sondern ihre Designate: die B.schen 
„Sätze an sich‘. — Beide Einwände sind formal korrekt; es scheint mir jedoch auch jetzt noch, 
daß beide als nicht-wesentlich anzusehen sind. Zu (1) hat der Verf. den Stützpunkt aus $ 164 
selbst bemerkt. An dieser wesentlichen Stelle ist mit keinem Wort mehr die Rede von dem ver- 
wirrenden Verträglichkeitspostulat. Und es ist noch sehr deutlich erkennbar, wie dieses Postulat 
in $ 155 eingedrungen ist, nämlich über die Frage, ob es nicht neben den Mengen M, N von AFen, 
für die wenigstens ein gemeinsames Modell existiert, auch solche gibt, für welche jedes 
Modell von M ein Modell von N ist. Ich möchte auch jetzt, mit dem Stützpunkt in $ 164, nicht 
daran zweifeln, daß B. das Verträglichkeitspostulat auf der Stelle zurückgezogen haben würde, 
wenn man ihn aufmerksam gemacht hätte auf die von ihm offenbar nicht bemerkte und erst 
recht nicht gewollte Aporie. Zu (2) ist zu sagen, daß der B.sche Ableitbarkeitsbegriff in der 
B.schen Formulierung zwar in der Tat nicht abhängig sein soll von einer vorgegebenen Sprache, 
folglich auch nicht von einer auf eine solche Sprache bezogenen Semantik; denn der Argument- 
bereich der B.schen Ableitbarkeitsrelation soll sich aus Mengenpaaren von „Sätzen an sich“ 
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zusammensetzen. Es gelingt mir jedoch nicht einzusehen, inwiefern die Ersetzung dieser Sätze 
an sich durch ihre sprachlichen Repräsentanten eine wesentliche Umstellung bedeuten soll. 
Es gelingt mir um so weniger, als die von mir durch Kursivdruck hervorgehobene eindeutig 
semantische Funktion des Wahrmachens in den B.schen Ableitbarkeitsbegriff grundlegend ein- 
geht. — Die vorliegende Studie zerfällt in zwei Teile: I. eine sehr sorgfältige, jedoch für mein 
Gefühl durch ein Übermaß von Kunstwörtern in anzueignenden Abkürzungen unverhältnis- 
mäßig belastete Analysis der um $ 155 gruppierten Paragraphen der WL., II. eine Spiegelung an 
Carnaps Semantik. Der vom Verf. sehr hoch bewertete Ertrag dieser Spiegelung wird erst be- 
urteilt werden können, wenn er effektiv vorliegt. Die eingeschalteten Proben scheinen mir 
Subtilitäten zu sein, die vor viel wichtigeren Fragestellungen verschwinden, die zu B.s Ableitbar- 
keitsbegriff formuliert und entschieden werden können. H. Scholz. 
Skolem, Th.: On the proofs of independence of the axioms of the classical 


sentential caleulus. Norske Vid. Selsk. Forhdl. 24, Nr. 6, 20—25 (1952). 


HilbertandAckermann formalised (Grundzüge der theoretischen Logik, 3"@ed. Berlin 
1949, this Zbl. 34, 290) the propositional calculus with alternation and negation as primitives 


by means of the axioms 1. XvXvX, 2.Xv(Xv Y), 3.Xv Yv(YvX), 4. XvYv(X x ZvXv(ZvY)) 
together with a substitution rule and the rule of modus ponens. They showed, by using inter- 
pretation tables, that no axiom of the above system can be deduced, by the above rules, from 


the remaining axioms, even if the formula 5. XvX is added as a further axiom. — The table 
used by Hilbert and Ackermann to prove that 2 cannot be deduced from 1, 3, 4, Bis 4-valued 


and the author gives an alternative proof using the 3-valued table in which 0=1,1=0, 


2=2, XvY=min(X,Y) and the designated values are 0,2. He also shows that if we ignore 
5 we obtain a simpler proof by putting Xv Y = (XY)? (mod 3) instead of XvY=min (X, Y). 
The author then simplifies similarly the proof of the independence of 3, using Table Tin which 
0 is the only designated value. — The author’s proof of the independence of 4 uses a 4-element 
table, as does the proof of Hilbert and Ackermann, but the author’s proof, using Table II with 0 
as the only designated value, is simpler. Hilbert and Ackermann’s proof of the independence 


of 1 is not altered. — The author points out that since the disjunction tables used 
Table I Table II Table III 
2 > 22 W 
An I X XvY 0m Far XvY OS DIER 
0 VENEN il 0 0000 il 0 000 1 
1 Dr al 2 „l Ua u Bi! 0 1 bee 0 
2 002 0 2 020 0 2 Ol 0 
X 3 072053 0 X 
X 


in the proofs of theindependence of axioms 1 and 2 are commutative, each of the axioms 1* and 2* 
of the Götlind Rasiowa system (this Zbl. 30, 193, 40, 146) 1*. XvXvX, 2* Xv(XvY), 


3*, Xv Yv(ZvXv(YvZ)) can be proved independent of the remaining axioms and 5 by the above 
methods. He then shows, using Table III with 0 as the only designated value, that 3* cannot 
be deduced from 1*, 2* and 5. Erratum: P.22, 1.11, for „a=2a-+1 (mod.3)“ read 
„a=2a-+1 (mod. 3)“. ! A. Rose. 


Wang, Hao: Truth definitions and consisteney proofs. Trans. Amer. math. 


Soc. 73, 243—275 (1952). 

Die Ausführungen schließen sich an frühere des Verf. (dies. Zbl. 37, 296; 43, 9) an. Es 
handelt sich um Untersuchungen darüber, wie weit eine Wahrheitsdefinition und ein Wider- 
spruchsfreiheitsbeweis für ein logisches System in einem gewissen anderen formalisiert werden 
kann. Die grundsätzliche Möglichkeit einer derartigen Formalisierung ist ja durch die Gödel- 
sche Methode der Arithmetisierung gegeben, so daß das System, in dem die Formalisierung 
erfolgen soll, die Arithmetik enthalten muß. Eine genauere Betrachtung der Zusammenhänge 
führt zu einer neuen Beleuchtung der Unmöglichkeit einer vollständigen Charakterisierung der 
natürlichen Zahlen, auf die vor allem Skolem hingewiesen hatte. Die Entwicklung der Zahlen- 
theorie in einem mengentheoretischen System ist stets relativ zu diesem System. Das Induk- 
tionsprinzip wird ableitbar, aber ob wir die Induktion auf eine bestimmte Aussage des Systems 
anwenden können, hängt von der Stärke der mengentheoretischen Axiome und der Art der Defi- 
nition der arithmetischen Begriffe ab. Verf. gibt das folgende Beispiel. R sei ein mengentheore- 
tisches System, dessen Stärke etwa ein Prädikatenkalkül der 3. Stufe ohne imprädikative 
Definitionen auf der höchsten Stufe und mit einer Zahlentheorie auf der ersten Stufe entspricht. 
R' verhalte sich zu R, wie ein voller Prädikatenkalkül der zweiten Stufe (mit imprädikativen 
Definitionen) zu einem solchen der ersten Stufe. Wenn R’ widerspruchsfrei ist und in R’ die 
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natürlichen Zahlen in gleicher Weise wie in R definiert werden, so kann das Prinzip der voll- 
ständigen Induktion in voller Allgemeinheit nicht aus den Axiomen von R’ abgeleitet werden. 
Obwohl man in R’ eine Wahrheitsdefinition für R geben und beweisen kann, daß alle Sätze von R 
wahr sind, kann die Widerspruchsfreiheit von R nichtin R’ bewiesen werden. W. Ackermann. 


Stenius, Erik: Das Interpretationsproblem der formalisierten Zahlentheorie 
und ihre formale Widerspruchsfreiheit. Acta Acad. Aboensis, Math. Phys. 18, 
Nr. 3; 102:8.. (1952): 


Verf. stellt sich die Aufgabe, eine finite Interpretation für die formalisierte Zahlentheorie 
zu geben. Das gleiche Problem wurde, in anderer Weise, kürzlich von G. Kreisel (dies. Zbl. 
44,3) behandelt. Da es nicht möglich ist, die Gedankengänge des Verf. hier vollständig wieder- 
zugeben und für die Einzelheiten auf die Arbeit selbst verwiesen werden muß, soll nur das Grund- 
sätzliche dargestellt werden. Verf. legt seinen Ausführungen das System Z (Hilbert-Bernays, 
Grundlagen der Mathematik, Bd. 1, Berlin 1934, S. 371; dies. Zbl. 9, 145) der forma- 
lisierten Zahlentheorie zugrunde. Er will für die Formeln des Formelbereiches von Z finite 
Interpretationsregeln definieren, so daß jede in Z ableitbare Formel als ‚wahr‘, die formale 
Negation einer „wahren“ Formel als ‚falsch‘ und keine Formel sowohl als wahr wie als falsch 
interpretiert wird. Der Begriff „finit‘‘ wird dabei etwa so wie in der Hilbertschen Beweistheorie 
verstanden. Die nächstliegende Interpretation: „Wahr ist eine Formel, wenn sie in Z beweisbar 
ist; falsch ist sie, wenn sie in Z nicht beweisbar ist‘‘ liegt aber nicht im Sinne des Verf., da er 
unter einer finiten Interpretation nicht nur eine Zuordnung von „wahr“ und „falsch“ zu den 
Formeln, sondern auch eine finite Deutung der einzelnen Operatoren versteht. — Die Schwierig- 
keit einer finiten Deutung der Operatoren liegt bei dem Existenzzeichen, bei dem die Brouwer- 
sche Deutung für Z nicht ausreicht. Der einfachste Ansatz zu einer Neuinterpretation der 
Existenz wäre, von der deductio ad absurdum auszugehen. Daß es eine Zahl gibt, welche die 
Eigenschaft F besitzt, würde heißen, daß die Annahme, alle Zahlen haben nicht die Eigenschaft F, 
widerspruchsvoll ist. Eine solche Definition würde den folgenden Einwänden unterliegen: Der 
finite Sinn der Aussage, daß die Annahme, alle Zahlen haben nicht die Eigenschaft F, wider- 
spruchsvoll ist, ist nicht klar. Ferner ist die Definition in dieser Form zirkelhaft, wenn die Regel 
zur Begründung der Existenzformeln selbst bei der Ableitung des Widerspruchs verwendet 
werden soll. — Diese Schwierigkeiten werden nun vom Verf., bei Festhaltung des Grundge- 
dankens, in folgender Weise überwunden. Die Interpretation der Formeln wird nicht auf einmal 
für den ganzen Formelbereich von Z gegeben, sondern induktiv nach der Ordnung der Formeln, 
wobei unter der Ordnung einer Formel der höchste vorkommende Grad der Ineinanderschach- 
telung der Quantoren zu verstehen ist. Für die Formeln der Ordnung (0, die keine Quantoren 
enthalten, hat man die Interpretation nach ihrem arithmetischen Sinn. Eine konstante Formel 
der Ordnung n + 1 von der Form (E x) U(x) heißt wahr, wenn sich ein Widerspruch ergibt, 


falls A(a) zu den wahren Formeln der Ordnung n hinzugefügt wird, und zwar ein Widerspruch 
mit Hilfe der Ableitungsregeln von Z, die durch die Regel der unendlichen Induktion vermehrt 
sind. (x) A(x) der Ordnung n + 1 heißt wahr, wenn A(a) wahr der Ordnung n ist. Diese Defi- 
nition wird entsprechend auf kompliziertere Formeln der Ordnung n + 1 erweitert. Formeln 
mit freien Variablen heißen wahr, falls jede daraus durch Substitution entstehende Formel 


wahr ist. ‚Falsch‘ wird so definiert, daß immer X falsch ist, falls A wahr ist. Von dieser Inter- 
pretation kann gezeigt werden, daß sie die anfangs erwähnten Eigenschaften besitzt. Sie ist 
adäquat in bezug auf das System Z,, das aus Z durch Hinzufügung der Regel der unendlichen 
Induktion entsteht, d.h. eine Formel heißt wahr oder falsch, falls sie selbst, bzw. ihre Negation 
in Z, ableitbar ist. — Eine ähnliche Interpretation wird für den reinen Prädikatenkalkül ge- 
geben, und gewisse dem sog. e-Theorem von Hilbert und Bernays verwandte Ableitbarkeits- 
theoreme über den Prädikatenkalkül bewiesen. Da Verf. für seine Interpretation zeigen muß, 
daß nicht eine Formel gleichzeitig den Wert ‚wahr‘ und ‚falsch‘ erhält, so ist ein Widerspruchs- 
freiheitsbeweis in den Ausführungen enthalten. Da die neueren Widerspruchsfreiheitsbeweise 
für die Zahlentheorie von P. Lorenzen und K. Schütte auch die Regel der unendlichen In- 
duktion verwenden, ergeben sich hier Beziehungen. Es läßt sich auch bei der vorliegenden In- 
terpretation nicht zeigen, daß jede konstante Formel des Formelbereiches von Z entweder den 
Wert wahr oder den Wert falsch erhält; vermutlich ist eine solche Feststellung überhaupt nicht 
möglich, obwohl damit nicht notwendig ein Entscheidungsverfahren gegeben zu sein brauchte. 
W. Ackermann. 

Myhill, John: A derivation of number theory from ancestral theory. J. sym- 
bolie Logie 17, 192—197 (1952). 

The author shows that the theory of natural numbers can be developed in a system con- 
taining, beyond the quantificational level, only the ancestral and ordered pair. Martin [J. 
symbolie Logic 8, 1—23 (1943); 14, 27—32 (1949); and this Zbl. 41,147] had previously proved 
a corresponding result for the ancestral and the relation of class inclusion. — The formulae of 
the author’s system comprise quantificational schemata and anything which can be obtained 
therefrom by substituting ordered pairs [e.g. (2; Y), (x; y); (2; (y; ))] for free individual 
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variables, or ancestral abstracts (e.g. *xyFxy etc.) for predicate variables. The ancestral 
abstract *xyF xy, or *F, as it is usually abbreviated, stands for the ancestral relation of F [and 
is more usually denoted by *(&% Fxy)], so that *F xy is true if and onlyif &=y, or Fay, 
or there exists z such that Fxy and Fzy, or.... The system is based on a first order predicate 
' calculus together with the following axioms for the ancestral and ordered pair. Al. *Fxa. 
A2.(Fxy&*Fyz)I*Faz. A3. O(F,G)DO(F,*G). OP1. (2;y) = (2;w) I) (e =z&y=w). 
OP 2. — (2 = (x; x)). Here „O(F,@)‘ is an abbreviation for „F is closed under the relation @“, 
i.e. (2) (y) (Fr &Gyaz)DFy). Identity turns out to be definable in terms of the ancestral, 
0 is defined as (£; (£; t)) (where tis an arbitrary element), the successor of x is defined, following 
Chwistek, as (x; x), and the class of natural numbers is defined as the ancestral class of 0 with 
respect to the successor relation. The remainder of the treatment proceeds on similar lines to 
that of Quinein „MathematicalLogic‘“, addition and multiplication being defined with the 
use of powers of relations, which are definable by means of the ancestral. J.C. Shepherdson. 


Peremans, W.: Some theorems on free algebras and on direet products of algebras. 
Simon Stevin 29, 51—59 (1952). 


The author considers the existence and uniqueness of free algebras in classes of algebras 
defined by open sentences. If V is a set of finitary operations, then a V-axiom-system Q 
is a set of meaningful expressions obtained by combining certain identities in the operations V, 
using the usual logical connectives. Thus Q is a set of open sentences [cf. J.C.C. McKinsey, 
J. symbolic Logic 8, 61—76 (1943)]. Universal quantifiers are implied, while existential quanti- 
fiers can be taken account of by constant operators. @ defines the class of Q-V-algebras and an 
algebra A of this class is free on a set S of generators of A, ifevery mapping of S into an arbi- 
trary Q-V-algebra B can be extended to a homomorphism of A into B. — Then a free Q-V-algebra 
is determined up to isomorphism by the cardinal of its generating set (theorem 1). Theorem 2 
states essentially that if free Q-V-algebras exist on any number of generators, then the axioms 
of @ can be reduced to the form L,\V ---\ L„, where the /, are identities or negations of 
identities and a negation definitely occursif m > 1. A V-axiom-system Qis called consistent, 
if there are Q-V-algebras with more than one element. Then (theorem 3): If a consistent V- 
axiom-system Q contains only axioms of the form L,\V »--\ L„ (m > 1), in which at most 
one of the ZL, is an identity and the other ZL, are negations of identities, then free Q-V-algebras 
exist on any number of generators. A condition similar to this is shown to be necessary and 
sufficient for the direct product of Q-V-algebras to be again a Q-V-algebra. (This is proved im- 
plieitly already in McKinsey’s paper l.c.) — As an illustration the author proves the existence 
of free groups and the non-existence of free fields. P._M. Cohn. 


Kalicki, J.: On the axioms of Grau’s ternary algebra. Proc. Leeds philos. 


lit. Soc., sei. Secet. 6, 12—13 (1952). 

It is proved that Grau’s set of axioms for ternary Boolean algebra (this Zbl. 
31, 256) is not independent. One axiom can be omitted. The remained axioms 
are independent. R. Sikorski. 

e Rosser, J. Barkley and Atwell R. Turquette: Many-valued logies. (Studies 
in logie and the foundations of mathematics). Amsterdam: North-Holland Pu- 


blishing Company 1952. 124 p. f 12,00. 

In the introductory chapter of this work the authors discuss the reasons for considering 
the development of many-valued logics to be worth while. "The greater part of this chapter 
consists of a dialogue between two imaginary contemporary logicians who are referred to as 
Mr. Turquer and Mr. Rossette. Mr. Turquer believes that two-valued logic embodies the ab- 
solute truth, while Mr. Rossette believes it to be only a man-made instrument which may be 
abandoned if the desire or need arises. — In the second chapter the notions of a many-valued 
truth-table and functional completeness are introduced and definitions of logical functions in 
terms of the primitives of Lukasiewicz [Soc. Sci. Lett, Varscoie, C.r. C1. III 23, 30—50 
(1930)] are fully discussed. The authors also show that if their generalised tertium function is 
added to Lukasiewicz’s primitives his systems become functionally complete. Very little mention 
is made of the work of Post [Amer. J. Math. 43, 163—185 (1921)]. — The rest of the book is 
an account of the authors’ original work on the formalisation of many-valued propositional 
caleuli and first order predicate caleuli. Some of the results have previously been published 
(this Zbl. 35, 5, 36, 7, 42, 244) while others are published here for the first time. — In the third 
chapter the authors formalise m-valued propositional caleuli subject to conditions rather weaker 
than those of their second paper. They first replace the axioms scheme B2 of that paper by 
the following axiom schemes: (A2) (P>(Q> R))>(@>(P>R), (A4) (J,(P) > 
(I, (P) > Q)) > (J.(P)—0Q). They then show that the resulting formalisation is deduetively 
complete provided that the axiom schemes take designated truth-values exclusively and that if 
the truth-value of P is designated and the truth-value of @ is undesignated then the truth- 
value of P—Q is undesignated. They then, following a suggestion of A. F. Bausch, replace 
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the original axiom schemes B2, B3 by (B) (P>Q) > ((P> (> R))—(P—R)) and prove 
similar results. In this case the conditions imposed on the implication function are intermediate 
between the two previous conditions. — In the fourth chapter the foundations of the theory 
of m-valued first order predicate caleuli are developed and in the fifth chapter these calculi are 
formalised. The formalisations are shown to be deductively complete and it is also shown that 
every assertion of the caleulus is acceptable according to the truth-value stipulation. The for- 
malisation is the same as that of the authors’ first paper, except that the axiom schemes which 
contain only symbols of the propositional calculus are altered in the same way as at the begin- 
ning of the third chapter. The „standard“ conditions of the authors’ papers are also weakened 
in a manner similar to that of the beginning of the third chapter. — In the sixth chapter the 
previous results are applied to formalise m-valued predicate caleuli of the first order based on 
the primitives of Lukasiewiez together with a particular generalisation of the two-valued uni- 
versal quantifier. — In the last chapter a number of unsolved problems are stated. The book 
concludes with a copious bibliography. 4A. Rose. 

Götlind, Erik: Some Sheffer functions in n-valued logie. Portugaliae Math. 
11, 141—149 (1952). 

The author shows that a certain class of second degree functions are Sheffer 
functions. Such a funetion may be denoted by p/g and its truth-value is determined 
as follows. Let the truth-values of p, q, p/q be A,, A, F(A,, A,) respectively, where 
A, Ay. ., A, is a permutation of the truth-values 1, 2,...,n. It is shown that 
p/g is a Sheffer function provided that the following conditions are satisfied, A,.z, 
being regarded as A,wherel<i; <r: (1) (,n)=1; 2) b+#1-+a; (d) r#$n,n; 
()1ı<r<n; (5) F(A,A)= Ay ÜFl+n; (6) FIA„A)= Ay, HN: 
(7) F(4, A,) == Arte (Ü =F U E)5 (8) F(A, A,) 2 A,ras (9) 2(43 Pe) =— Aus 
(10) There exists ö such that one of the following four equations holds: 

EA A,) = Apr An A,) = Ay: 
F(A, A,_1-040-7) = Ayır F(A, Ay_12o452r) = A 


A. Rose. 


Algebra und Zahlentheorie. 


e Aiken, D. J. and K. B. Henderson: Algebra, its big ideas and basic skills. 
Book II. New York: MeGraw-Hill Book Company 1952. XII, 397 p. $ 2,72. 

e Phillips, Lewis W.: Elementary mathematics. London: MacDonald and Co. 
(Publishers), Ltd., 1952. 339 p. 12s. 6d. net. 

Gupta, Hansraj: A note on sums of powers. Math. Student 19, 117 (1952). 

Moessner, Alfred: Eine Bemerkung über die Potenzen der natürlichen Zahlen. 
S.-Ber. math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1951, 29 (1952). 

Dans la suite ind6finie des entiers naturels, on supprime chaque k'®m® terme 
(les entiers k, 2k,...); on forme la suite des sommes partielles de la s6rie 
1+2+3-+::-- restante; dans cette suite on supprime chaque (k — 1)i@me terme; 
on forme ä nouveau la suite des sommes partielles de la serie restante, et ainsi de 
suite. La k'me suite obtenue de cette maniere. est la suite des ki®me puissances 
1%, 2%, 3%)... — Ce th&oreme remarquable attend sa d&monstration. S. Bays. 

Perron, Oskar: Beweis des Moessnerschen Satzes. S.-Ber. math.-naturw. Kl. 
Bayer. Akad. Wiss. München 1951, 31—34 (1952). 

L’A. demontre le theor&me de Moessner (ref. ci-dessus), en particulier par un 
passage dednän-t]|l. S. Bays. 
ae Leonard: Note on a paper of Shanks. Amer. math. Monthly 59, 239— 241 

Ils’agit de la formule suivante &tablie par Shanks \ f jr EN: 2a AR ) s 

5 = i 
=: A}, etant des entiers positifs, d&termines par la formule AR recurrence A}, = 
k,ik—i—s+2. L’A. ajoute plusieurs remarques concernant cette formule. Il gene- 
ralise en particulier les formules pour A,, se rapportant au cas i—1, de Euler d$ja: 


4 k+1 
A est —r)k 
„= 3-1r(, Je=ns 21, 
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et de Worpitzky: Aus = (k +2 —5)A,s.ı+84A;,, Son resultat qui parait 
le plus interessant est le suivant: Soit f(x) un polynöme arbitraire de degr6 < m; 


au zx+s—]1 R ys e : 
ona f(x) = (— 1)” = ol & ) ou les coefficients C, sont determines par 
s= 


0,= El" Ve). ne. 


r= u 


Kombinatorik: 

Gareia Pradillo, Julio: Permutationen von n Elementen und i Inversionen. 
Gac. mat., Madrid 4, 125—130 (1952) [Spanisch]. 

Etant donn6e une permutation des el&ments 1,2,3,...,n, onsait [Gergonne, 
Ann. de Math. IV. Ser., 148 (1813)] que deux el&ments, consecutifs ou non, de cette 
permutation presentent une inversion si le plus grand est &crit & gauche du plus 
petit. L’A. redecouvre et publie pour la premiere fois dans la litterature espagnole 
l’equation aux differences qui permet de calculer le nombre P(n, i) des permutations 
ayant i inversions; relation deja obtenue par Muir [Proc. Edinburgh math. Soc. 
22, 454, Nr. 17 (1899)] dont l’A. ne semble pas avoir connu les r&sultats. P(n, i) = 
P(n—1,:) + Pini—1)—- P(n—-Li—n); P(nk)=0 si k est negatif. Table 
de P (n, i) jusqu’ä n,i = 10. Misede P (n,i) sousla forme: 22 = A ') Pii+t,\i—1); 
(= 0,1,2,,..,i) d’apres l’expression connue des differences finies. Fonction 
generatrice de P(n, i) (Muir, Ibid. 456, Nr. 20). Verifications numeriques. Page 128, 
lignes 16 et 18 lire x au lieu de x; ligne 21, lire A au lieu de 2 dans le coefficient 


binomial. Page 130, derniere ligne, les coefficients doivent &etre: —5, —165, — 356, 
+516 au lieu de —23, —172, —354, +540. A. Sade. 


Bush, K. A.: A generalization of a theorem due to MacNeish. Ann. math. 
Statisties 23, 233—295 (1952). 

Neuer und einfacherer Beweis einer Boseschen Verallgemeinerung von MacNeishs 
Satz, daß man r — 1 orthogonale lateinische Quadrate der Seite s konstruieren kann, 
wenn r den kleinsten Faktor in der kanonischen Darstellung von s als Produkt 
teilerfremder Primzahlpotenzen bedeutet. R. Sprague. 


Nerton, Donald A.: Groups of orthogonal row-latin squares. Pacific J. Math. 
2, 335—341 (1952). 

Verf. bezeichnet als pseudo-lateinisch (lat.) ein Quadrat mit n? Feldern, in 
dem von n paarweis verschiedenen Elementen jedes n-mal auftritt, und als zeilen- 
lat. bzw. spalten-lat. ein Quadrat (Q.), das in jeder Zeile bzw. Spalte alle n Elemente 
aufweist. Es wird eine Verknüpfung definiert, vermöge welcher die zeilen-lat. Q. 
eine Gruppe bilden, und gezeigt, daß die Existenz von Klassen paarweis orthogonaler 
lat. Q. von dem entsprechenden Problem für zeilen-lat. Q. abhängt. Einige Klassen 
von orthogonalen zeilen-lat. Q., die bei der Verknüpfung entstehen, werden unter- 
sucht. R. Sprague. 

Bush, K. A.: Orthogonal arrays of index unity. Ann. math. Statistics 23, 
426—434 (1952). E 

L’A. appelle tableau orthogonal (N, k, s, t), d’indice A une matrice rectangulaire, 
A, de k lignes et de N colonnes ou blocs, dont chaque el&ment est l’un des entiers 


0,1,2,3,..,85— 1(s>1) et telle que, dans chacune des er) sousmatrices forme&es 


par t lignes de A, les N colonnes soient constituees par les s! arrangements avec 

repetition des s entiers t & t, chaque arrangement apparaissant ) fois. Le papier est 

consacre aux tableaux d’indicee 1. Dans ce cas N=s!. Si f(N, s,t) designe la 

plus grande hauteur k, compatible avec les valeurs N, s, t, il est montre& que 1°) si 

s<t f{N,st) <St+1; 2°) si s est impair quelconque ett=3, f(N,s,3) = 
2 


a 


Zentralblatt für Mathematik. 47. 
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s+1;3°%)si s>t etspair, f<s+t—-1; 2)Si s>t> 3etsimpair, f(N, st) S 
s-+t—2; 5°) si pest premier impair et s= p", f(N,s,3)=s+1; Dass =,2n 
IN, s,3)=s+2. 7) Sis<tet s=p", f(N,s,t) =t+ 1. Ces resultats sont 
un perfectionnement des limites connues. Construction d’une matrice orthogonale 
(N,s +1, ss, t) quand s, sup6rieur & t, est premier ou puissance d’un nombre premier, 
au moyen de polynomes dont les coefficients parcourent le champ de Galois GF(s). 
Indications sur l’emploi des tableaux orthogonaux. A. Sade. 

Touchard, Jacques: Sur un problöme de configurations et sur les fractions 
continues. Canadian J. Math. 4, 2—25 (1952). 

In this paper the author continues his study of a problem considered previously (this Zbl. 
38, 8). Let there be 2n abscissas, 1,2,...,2n, marked from left to right along a horizontal 
axis. These points are joined, two bytwo,byn convexarcs such that each abseissa is the begin- 
ning or the end of a single arc, with the beginning at the left and the end at the right. One thus 
obtains 9) =1'3:'5:*-(2n—1) configurations and one asks the number of those which 
have p double points. It is defined that two arcs O, and C, belong to the same system if one 
covers the other or if one cuts the other or if a third arc Ü', covers O, and (', or cuts both of 
them or cuts one of them and covers the other. When a system $S, is covered by an are of the 
system 8, and each are of S, is not cut by any arc,of $,, 8, and 8, form a system 8 of which 
S, is a sub-system. A system is said to be proper if it does not contain a sub-system. The prob- 
lem in question was previously approached by the notion of proper systems, but the difficulty in 
the formation of proper systems prevented further work. There is another method which consists 
in the representation of a figure having p double points by x”. The ensemble of the configurations 
of n arcs is thus represented by a polynomial 7‘, (x), in which the coefficient of «? is the number 
of those which have p double points. In the same manner, the configurations of n arcs, forming 
a unique system, are represented by a polynomial S,(x) and those which form a proper system 
by a polynomial P,(x). The determination of 8,(x) is obtained by a generalization of the prop- 
erties of the arithmetic triangle of Delannoy. Just as the numbers of Delannoy can be gener- 
ated by a continued fraction, so the function generated by the polynomials S,(x) is a continued 
fraction F(x,z) which is here studied. The polynomials 7',(z) and P„(x) are determined, as 
well as certain numerical values and the relations between the polynomials P,(x) and S,(x). 
Also the connection is shown between the method of the preceding article and that employed 
here. E. Frank. 


Lineare Algebra. Polynome: 


e Krull, Wolfgang: Elementare und klassische Algebra vom modernen Stand- 
punkt. 2. erweiterte Aufl. (Sammlung Göschen Band 930.) Berlin: Walter de 
Gruyter & Co., 1952. 136 S. DM 2,40. hin 

e Aitken, A. C.: Determinants and matrices. 7th ed. (University Mathe- 
matical Texts). — Edinburgh and London: Oliver and Boyd, Ltd., 1952. VII, 
144 p. 6s. net. 

Rham, G. de: Sur un thöor&me de Stieltjes relatif A certaines matrices. Acad. 
Serbe Sci., Publ. Inst. math. 4, 133—134 (1952). 

Demonstration geom6trique du theoreme suivant: Soit (g,,), (1 <Si, j<n), 
une matrice A coefficients reels, reguliere, dont les termes non diagonaux sont < 0, 
et n’ayant pas de valeur propre qui soit un nombre reel < 0. Alors les coefficients 
de la matrice inverse sont tous > 0. Le theoreme de Stieltjes auquel le titre fait, 
allusion est le cas particulier ou 9, = 9,,-. A. Borel. 

Rutledge, W. A.: Quaternions and Hadamard matrices. Proc. Amer. math. 
Soc. 8, 625—630 (1952). 

An n-matrix H with elements chosen from the quaternions 4 (-1+i-+ 
j = k) is called an Hadamard matrix when HH* = nI,, H* being the conjugate 
transpose of H. A Jacobson-Teichmüller normal form of such a quaternion Hada- 
mard matrix is derived in case n is a product of distinet primes. T. Nakayama. 

Fröchet, Maurice: Les solutions non commutables de l’&quation matricielle. 
eX.e=e*tY. Rend. Cire. mat. Palermo, II. Ser. 1, 11—27 (1952). 

Aus der Kommutativität zweier Matrizen X, Y folgt bekanntlich die Gleichung 
eX+F —eX eY für exponentielle Funktionen. Die Umkehrung gilt aber im allgemeinen 
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nicht. In dieser Arbeit wird bewiesen: Für zwei nicht vertauschbare Matrizen X, Y 
des Grades 2 gilt dann und nur dann die obige exponentielle Gleichung, wenn die 
hier auftretenden drei Matrizen eX+Y, eX, e’ alle von den Formen v”’ I, v’ I, v I mit 
Pi pi.sind. K. Shoda. 
Roth, William E.: The equatiins AX— YB=C and AX— XB=Cin 
matrices. Proc. Amer. math. Soc. 3, 392—396 (1952). 
Let a field F be given. 1. Let A, B, C be given rectangular matrices. If the 


equation AX— YB=C is solvable (for X, Y), then unimodular matrices P, Q 


exist so that 
I AO 
?(o »)e=(0 on} 

and conversely. 2. If the equation AX— XB=( is solvable, then the same 
conclusion holds, and moreover, PQ is the identity matrix; and conversely. 3. No.1 
holds over F[x] as well as over F. J. L. Brenner. 

Bulgakov, B. V.: Die Teilbarkeit von rechteckigen Matrizen. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 85, 21—23 (1952) [Russisch]. 

The problem considered in the paper is the following: Given two matrices 
b=bPd, c=cmı) to find a matrix 2 = x») such that xb=c. Let r be 
the rank of b. It is known that there exist two permutational matrices u = u®»P), 


v= v®0 such that = PN is non-singular and ubv = 1% Aal nenn, 
= Ir,a=n), We write zur!= (0, &),cv= (y, £), then we have («, £) Mi en Va 


Consequently, we obtain &=yl and 2=(y—-En)P,&)u. The explicite 
solution of the left hand equation is also given. The cases c being identity and zero 
matrix are also considered particularly. L.-K. Hua. 

Lepage, Th.: Sur une classe de polynömes irredueibles. Acad. Roy. Belgique, 
Bull. Cl. Sei., V. Ser. 38, 412—425 (1952). 

Ausgehend von einer symmetrischen Determinante Z = |z,,| mit $n(n +1) 
unabhängigen Elementen z,, wird zuerst bewiesen, daß jedes Polynom L(Z) der 2,,, 
das sich linear durch Unterdeterminanten von Z ausdrücken läßt, absolut-irreduzibel 
ist. Die Gesamtheit dieser Polynome L(Z) wird auf einen Vektorraum der Dimension 


( ei ( BR ) abgebildet, wonach Rang und Geschlecht definiert werden können. 


N Me 
R. W. Weitzenböck. 


Bruijn, N. G. de and D. van Dantzig: Inequalities concerning determinants 
and 'systems of linear equations. Indagationes math. 14, 315—321 (1952) = Ne- 
derl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 55, 315—321 (1952). 


In der Arbeit wird als die ‚Länge‘ des Vektors x mit den Komponenten x, die Zahl 
|z|| = FE |®| benutzt. Ist ferner P = (p,,) eine rechteckige Matrix, deren Kolonnenvektoren 
v 


mit p, bezeichnet werden mögen, so wird als die entsprechende „Schranke“ der Matrix P die Zahl 
le az a2 = Pl 


benutzt. Es sei P, eine reguläre quadratische Matrix der Ordnung n (n > 2) und @ ihre adjun- 
gierte Matrix mit den Kolonnenvektoren g,; dann wird bewiesen: Gilt 


als (su<w,<..<w). 


1 1 
OS (m + u) m Ellis u un (+ +) 


u 


so folgt 


2| 
und diese Schranken sind die „besten“ Wird andererseits — <£|a,IIs1vor- 


ausgesetzt, so folgt 


ZElgi<ı Iels() <e 


n—1 
Die Beweise dieser Tatsachen werden in eleganter Weise mit Hilfe einer geeigneten Abschwächung 
Pics 
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des Konvexitätsbegriffes geführt. — Die weiteren Ergebnisse liefern die Übertragung der Sätze 
über lineare Gleichungssysteme auf “angenähert gültige‘ Gleichungen. Hierzu wird der Rang- 
begriff geeignet erweitert. Ist A>0, e>0, so wird r als der (A, e)-Rang einer Matrix S be- 
zeichnet, wenn wenigstens eine der Determinanten r-ter Ordnung aus dieser Matrix absolut > A 
und alle Determinanten der Ordnung r +1 absolut < e sind, mit geeigneten Festsetzungen, 
um r=( undr=n zu ermöglichen. — Ist nun P eine rechteckige Matrix mit m Zeilen und 
y ein m-dimensionaler Kolonnenvektor, so sei die aus P durch Anfügung der y-Kolonne ent- 
stehende Matrix mit U bezeichnet. Dann lautet das wichtigste Ergebnis: Istfür A>0 rder 
(A,e)-Rang sowohl von Pals auch von U, so existiert ein Vektor x derart, daß 


IP&-ylIs mn Arte |ells ullPlrllyll/A (u = Min (2, m). 
Während dieser Satz die Übertragung des klassischen Satzes über die Lösbarkeit eines Systems 
linearer Gleichungen ist, wird im Rest der Arbeit eine Reihe von weiteren Sätzen der Theorie 
der linearen inhomogenen und homogenen Gleichungen in geeigneter Weise auf den Fall von 
Ungleichungen übertragen. | A. Ostrowski. 
Stojakovid, Mirko: Determinanten rechteckıger Matrizen. Bull. Soc. Math. 
Phys. Serbie 4, Heft 1—2, 9—21 und deutsche Zusammenfassg. 21—23 (1952) 
[Serbisch]. 


Es sei a eine Matrix mit r Zeilen, s Spalten und m = min (r, s). Für jede natürliche Zahl 
n< m definiert dann Verf. einen Ausdruck det,a. Unter Verwendung des gewöhnlichen Deter- 
minantenbegriffs läßt sich det,a auch als Summe der Determinanten aller n-reihigen Matrizen 
darstellen, welche durch Weglassen von Zeilen oder Spalten aus a gebildet werden können. Für 
n = m ergibt sich die ‚„„Determinante“ det a. Die letztere besitzt die elementaren Determinanten- 
eigenschaften für r < s bezüglich der Zeilen und für r> s bezüglich der Spalten. Auch der 
Laplacesche Entwicklungssatz kann übertragen werden. — Die Zeilen (bzw. Spalten) von a 
sind dann und nur dann linear abhängig, wenn die „Norm“ N(a) = (detaa’‘)'” für r<s 
bzw. = (deta’a)!!” für r>s verschwindet [für quadratische Matrizen ist N(a) = |deta|]. 
Ferner wird u. a. bewiesen: det, a, 0, = det, a, det„a, für n>s =m=r,< s, Schließ- 
lich wird gezeigt, daß die Inversion einer rechteckigen Matrix nach den gleichen Regeln voll- 
zogen werden kann, wie die einer quadratischen. — In etwas anderer Weise hat, was Verf. nicht 
erwähnt, C.E. Cullis (Matrices and determinoids I., Cambridge 1913, S. 12 und 114) den Be- 
griff der Determinante auf rechteckige Matrizen ausgedehnt (determinoids). Der Unterschied 
besteht darin, daß die Determinanten, als deren Summe det a erscheint, bei Cullis noch mit 
bestimmtem Vorzeichen versehen sind. | E. Schönhardt. 

Bonsall, F. F. and Morris Marden: Zeros of self-inversive polynomials. Proc. 


Amer. math. Soc. 3, 471—475 (1952). 

Ein Polynom wird selbstinvers genannt, wenn es bei der Transformation 
w = 1/2 nicht verändert wird. Diese Inversion führt die Nullstellen eines selbst- 
inversen Polynoms ineinander über. Das Polynom g(@)=b,+b,2 +: + b,, 2” 
ist: selbstinvers,. wenn sb. =ıub, 2. (k=0, E73 m). und a — SE sindBaDie 
Polynome g() und G@)=mb„+(m—1)b„ı2+::'+ b,2”-1 haben. im 
Kreise |2| <1 dieselbe Anzahl der Nullstellen. Dies folgt aus einem Satz von Cohn 
und aus dem Lemma: Ist g(2) selbstinvers, so ist jede Nullstelle von g’(z) auf dem 
Kreis |z2| = 1 eine mehrfache Nullstelle von g(2). — Hat ein reelles Polynom f(w) 
m-ten Grades genau p Nullstellen in der Halbebene 3 (w) > 0 und ist © ein Punkt, 
der nicht auf der reellen Achse liegt, und f(ö) #0, so hat das Polynom F(w) = 
(w— &)f(w) —mf(w) p Nullstellen in der Halbebene Slw)S(&) >0. Die 
Arbeit enthält einen Satz über die Jensenschen Kreise. Verff. beabsichtigen, 
ihre Untersuchungen weiter zu führen und später zu veröffentlichen. 

Gy. S2.-Nagy. 

Walsh, J. L.: Note on the location of zeros of extremal polynomials in the 
non-Euclidean plane. Acad. Serbe Sei., Publ. Inst. math. 4, 157—160 (1952). 

Ein NE-Polynom (nichteuklidisches Polynom) n-ten Grades hat die Form 


n 
2—& 
AN 1A| zu 1 l&;! —]. 


Dieses Polynom hat in der nichteuklidischen (hyperbolischen) Ebene 2| <1 
n Nullstellen, und sein absoluter Betrag auf dem Kreis l2| = 1 ist gleich der Einheit. 
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Für eine geschlossene Menge # des Bereichs |2| <r (<1) gibt es mindestens ein 
NE-Polynom n-ten Grades, ein NE-Extremalpolynom auf E, dessen absoluter 
Betrag in keinem Punkt von E kleiner als ein anderes NE-Polynom n-ten Grades ist. 
Die Nullstellen dieses NE-Extremalpolynoms liegen in der nichteuklidischen kon- 
vexen Hülle von E. Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung eines Satzes von Fejer 
[Math. Ann. 85, 41—48 (1922)] über komplexe Polynome. Gy. Sz. Nagy. 

Tomie, Bosko: Quelques formules symboliques pour les polynomes de Ber- 
noulli. Soc. Sei. natur. Croatica, Period. math.-phys. astron., II. Ser. 7, 88—91 
und französ. Zusammenfassg. 91 (1952) [Kroatisch]. 


Gruppentheorie: 


Evans, Trevor: Embedding theorems for multiplicative systems and projective 
geometries. Proc. Amer. math. Soc. 3, 614—620 (1952). 

Let A be a class of algebras (such as groups, loops, or projeetive planes) and 
denote by m(A) the least cardinal m such that every countable algebra of A can be 
embedded in an algebra of A with m generators ;if free algebras in A have a meaning, 
denote by n(A) the least cardinal rı such that the free algebra on n generators con- 
tains a free subalgebra on a countable infinity of generators. Then it is shown that 
if n(A) exists, then n(A) <m(A). Generalizing the known result that m(A) = 2 
for the class of all groups, the author shows also that m(A) = 1 when A is the elass 
of all loops, or all quasigroups, or all groupoids, or all groupoids with unique divi- 
sion on one side; that m(A) = 2 for the class of all semigroups; that m(A) = 4 
for the class of all projective planes. As an incidental result those subsemigroups E 
of a free two-generator semigroup F are characterised which have the property 
that every homomorphism of E onto a semigroup S can be extended to a homo- 
morphism of F onto a semigroup TJS: they are free and such that ze E and 
uwxcvEE implies veE andveE. B.H. Neumann. 

Teissier, Marianne: Sur l’algebre d’un demi-groupe fini simple. C. r. Acad. 
Sci., Paris 234, 2413—2414 (1952). 

Soit S un demi-groupe fini simple, ec. & d. n’ayant pas d’autre ideal bilatere que 
lui-m&me. Suschkewitsch a montr& [Math. Ann. 99, 30—50 (1928)] que S est la 
reunion U G, d’id&eaux & gauche minimaux, chaque @, etant la r&union 

a A 

U G,, de groupes @,, tous isomorphes entre eux. L’A. construit l’algebre X de 
k=1,2,...t 
S sur un corps K de caracteristique nulle. Dans cette premiere note, elle &tudie 
la sous-algebre W, engendree sur K par les el&ments de @, ; elle determine le radical 
R, de X, et montre que WU, = R, +, est somme direete de R, et d’une algebre 
semi-simple C. On a de plus la relation W, R, = 0, qui entraine R?=0. 

L. Lesieur. 

Teissier, Marianne: Sur l’algebre d’un demi-groupe fini simple. II. Cas general. 
C. r. Acad. Sei., Paris 234, 2511—2513 (1952). 

Dans cette deuxieme note l’A. applique les r&sultats obtenus ci-dessus: = X, + 
Y,+ +4, = R, +05; U, R, = 0, pour montrer que, sile radical R de A 
n’est pas nul, on a: YWRA= 0, et par suite R?= 0. Elle d&montre ensuite que 
la condition R-+0 est toujours verifiee si S n’est pas un groupe. Dans le cas 
particulier oü S n’a qu’un ideal ä gauche, ses repr&sentations irröduetibles sont celles 
de l’un queleonque des groupes isomorphes @,,,. L. Lesieur. 

Popova, Helene: Logarithmötiques des quasi-groupes finis. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 234, 1936—1937 (1952). 

On peut retenir de cette publication les notions suivantes: Q &tant un quasi- 
groupe fini, on appelle logarithmetique de @ l’ensemble Ly des applications 
x — x“ de Q dans lui-m&me, a &tant une puissance associative ou non. Cet ensemble 
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est muni d’une structure multiplicative par la loi associative x — x — (x)? 
et d’une structure additive par la lei x — xt = x“. x”. — Un quasi-groupe Q 
d’ordre n est plein s’il n’a pas de sous-quasi-groupe d’ordre k telque 1<k<n. 
L’A. donne differents r6sultats sur la logarithmeötique additive et sur les quasi- 
groupes pleins, en particulier sur leur ordre. L’absence de d&monstrations et de 
references bibliographiques, ainsi qu’un manque de Dre DR dans les definitions et 
les notations, rendent la lecture difficile. : L. Lesieur. 

Thurston, H. A.: Noncommuting quasigroup congruences. Proc. Amer. math. 
Soc. 3, 363—366 (1952). 

Mittels eines Verfahrens von G. E. Bates und F. Kiokemeister (dies. Zbl. 
34,298) wird die freie (gleichungsmäßig definierte) Quasigruppe mit vier Erzeugenden 
gebildet. Für diese werden zwei nichtvertauschbare Kongruenzrelationen ange- 
geben. G. Pickert. 

Casas, Pablo: Einführung in die Gruppentheorie. I. II. Revista Mat. element. 
1, 3—11, 34—39 (1952) [Spanisch]. 

Lines Escardö, E. und R. Mallol Balmana: Über I-Gruppen. Revista mat. 
Hisp.-Amer., IV. Ser. 12, 129—136 (1952) [Spanisch ]. 

Mallol Balmana, R.: Bemerkung. Revista mat. Hisp.-Amer., IV. Ser. 12, 

137 (1952) [Spanisch]. 

Es werden verschiedene Axiomsysteme für /-Gruppen aufgestellt und ihre 
Aquivalenz nachgewiesen. Die Arbeit und die ihr angehängte Note hängen eng zu- 
sammen mit Untersuchungen von T.Michiura (dies. Zbl. 36, 293 und 38, 159) 
sowie einen im erstgenannten Referate gemachten Vorschlage. F. W. Levi. 

Krull, Wolfgang: Halbgeordnete Gruppen und asymptotische Größenordnung. 
Arch. der Math. 3, 1—7 (1952). 3 

Verf. führt den Begriff einer doppelt halbgeordneten Abelschen Gruppe ein, 
um eine Klassifizierung der reellen Funktionen einer Variablen nach ihrer asym- 
ptotischen Größenordnung zu gewinnen. — Bezeichne & eine (multiplikativ ge- 
schriebene) Abelsche Gruppe mit dem Einselement e, die bezüglich einer Relation > 
in gewöhnlichem Sinne halbgeordnet ist, und sei U eine beliebige Untergruppe von ©. 
Der Komplex aller Restklassen (modulo U), die sowohl Elemente =e als auch Ele- 
mente < e enthalten, bildet eine Gruppe in ®/U; die ihr entsprechende Untergruppe 
in & wird mit U* bezeichnet. Für diese U* gilt die Beziehung (1*)* = UI*. In der 
Quotientengruppe ®/U* können zwei Ordnungsrelationen > und > eingeführt 
werden mit den Festsetzungen (a bezeichnet die a enthaltende Restklasse): « > b 
dann und nur dann, wenn die Klasse a 571 ausschließlich Elemente >e enthält, 


und a >b genau dann, wenn es in der Klasse @ bl! sowohl Elemente > e als auch 
mit e unvergleichbare Elemente, aber keine Elemente <e gibt. Die Grundeigen- 
schaften dieser Relationen lassen sich leicht feststellen; eine Gruppe (hier: &/U*), 
versehen mit solchen Ordnungsrelationen > und >, wird eine doppelt halbgeordnete 
Gruppe genannt. Die Ergebnisse werden auf die multiplikative Gruppe & aller — 
für alle genügend großen x definierten — positiven Funktionen f(x) angewandt, 
wobei man zwei Funktionen f(x) und 9(x) schon dann als nicht verschieden ansieht, 
wenn f(x) = g(x) für alle hinreichend großen x gilt, und in & f(x) > g(x) setzt, 
falls f(2) =g(x) für alle hinreichend großen x. Die Klassifizierung, die man mittels 
gewisser Komplexe in der Quotientengruppe erhält, ist als eine Verallgemeinerung 
der in der Analysis seit Landau allgemein benutzten Symbole o und O anzusehen. 
L. Fuchs. 

Ohnishi, Masao: Linear order on a group. Osaka math. J. 4, 17—18 (1952). 

Verf. gibt einen Beweis für das Kriterium der strengen Ordenbarkeit einer 
(nieht-kommutativen) Gruppe (vgl. P. Lorenzen, dies. Zbl. 35, 293), wobei noch 
herangezogen wird, daß für eine strenge Ordnung < die Elemente a mit a <1 eine 
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„prime“ invariante Unterhalbgruppe g (ohne 1) bilden, d.h.: zygeg—xe g 


‚vel y€g. Druckfehler: In (II) ist der Buchstabe g zu streichen. P. Lorenzen. 


Dynkin, E. B.: Die maximalen Untergruppen der klassischen Gruppen. (Auto- 
referat der Doktordissertation.) Uspechi mat. Nauk 7, Nr. 6 (52), 226—229 (1952). 


Karpelevit, F. I.: Die Untergruppen der reellen Lieschen Gruppen. Uspechi 
mat. Nauk ?7, Nr. 5 (51), 203—204 (1952) [Russisch]. 


Kuhn, H. W.:. Subgroup theorems for groups presented by generators and 


relations. Ann. of Math., II. Ser. 56, 22—46 (1952). 

The structure of the subgroups of (1) free groups, (2) free products of groups, (3) free products 
of groups with amalgamations has been determined algebraically by Schreier-Reidemeister(1) 
Kurosch and Takahasi (2), and the reviewer (3). Two essentially different methods were 
used: Schreier, Reidemeister, and Takahasi use coset representatives modulo the sub- 
group to construct generators of the subgroup, while Kurosch and the rev. build up a set of 
generators inductively inside the subgroup. The first method has the advantage of giving, in 
addition to the structure theorem, in case (1) the number of free generators of the subgroup 
in terms of that of the whole group and the index of the subgroup (Schreier), and in case (2) 
the number of generators of the free group which occurs as factor in the free decomposition of the 
subgroup AH, this time in terms of the number of factors of the given free product @ = ]] G,, 


the index of the subgroup H in G, and the number of classes of @ with respect to the double 
module (H,G,) for every « (Takahasi). The author employs the first method in generalized 
form: instead of using one system of coset representatives, he works with several such systems 
on which simultaneous restrictive conditions are imposed as needed. He thus proves anew 
Schreier’s and Takahasi’s theorems relating to (1) and (2) respectively; the method permits 
to deduce the latter from the former by representing the free product @= ]] @, as homo- 


* 
morphic map of a free group F = ]] F,, and obtaining coset representatives for @ modulo 
x 


as maps of systems of representatives of F w.r.t. the counter image H of Hin F. Suitable 
restrietions on the systems of coset representatives thus obtained for @ modulo H then make it 
possible to deduce similarly a new proof for a special case of the subgroup theorem relating to (3), 
viz. for the case of a free product with one amalgamated subgroup, where moreover the amal- 
gamated subgroup is normal iin the whole group —i. e. the only case, where every subgroup H 
is itself a free product with one amalgamated subgroup K. In this representation of H, there 
oceurs in particular one factor which, modulo X, is a free group. The author here obtains a 
formula for the number of the free generators modulo K of this factor, which is strietly analogous 
to Takahasi’s formula in case (2). The author states that his method can also be made to deal 
with the case that the amalgamated subgroup is not normal. As an application the author 
extends F. Levi’s theorem on the structure of the commutator group of a free product of two 
factors [J. Indian math. Soc., n. Ser. 4, 136—144 (1940)] to that of an arbitrary free product. The 
paper concludes with a topological interpretation of his choice of generators as compared with 
the topological proof of (2) by R. Baer and F. Levi (cf. this Zbl. 15, 6). Hanna Neumann. 


Plotkin, B. I.: Zur Theorie der auflösbaren Gruppen ohne Torsion. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 84, 665—668 (1952) [Russisch]. 


The author calls a group @ o-soluble, if it possesses a well-ordered series of normal sub- 

groups leading from 1 to @ 
TEN AA Er CI, 

inwhichforeach« A,,,/A,isan Abelian group whose factor-group with respect to its periodic part 
is of finite rank; the transfinite number y is then called the length of the series. If a group @ 
possesses a finite rational series, i.e. a finite normal series whose factor-groups are Abelian 
torsion-free groups of rank 1, he calls the group o-finite. The concepts of a locally,o-soluble and 
a locally o-finite group coincide. — The theorems which the author announces (with sketches 
of proofs) combine results and methods of A. I. Mal’cev (this Zbl. 48, 23) with those of P. G. 
Kontoroviö on R-groups (this Zbl. 40, 6). We recall the definitions: A torsion-free group is 
called an R-group if for any pair x, y, of its elements it follows from a” = y" that 2 = y. 
An R*-group is a groupin which all factor-groups with respect to normal isolated subgroups 
are R-groups. An R**-group is one whose subgroups are all R*-groups [see the following 
review]. A group @ is said to possess the property N if forany pair A, B of its subgroups 
in which A is a maximal isolated subgroup of B it follows that A is normal in B. Theorem 1: 
A torsion-free o-soluble R*-group with property N possesses an ascending central. series, 
and conversely a torsion-free group with ascending central series is a g-soluble R*-group 
with property N. Theorem 2: A torsion-free group is a locally o-soluble R**-group with 
property N, if and only if it is locally nilpotent. Theorem 3: A o-soluble R*-group is the 
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extension ofits maximal normalsubgroup with ascending central series by means of a torsion-free 
Abelian Group. Theorem 4. A locally o-soluble R**-group is the extension of its maximal lo- 
cally nilpotent normal subgroup by means of a torsion-free Abelian group. Theorem 5: A locally 
o-soluble R**-group which satisfies the maximal or minimal condition for isolated subgroups 
is o-finite. Theorem 6: A locally o-soluble R**-group in which all Abelian subgroups of the 
commutator-group have finite rank is the extension of a o-finite group by means of an Abelian 
torsion-free group. Theorem 7. Every convex subgroup of a locally o-finite ordered group is 
normal. K.A. Hirsch. 

Plotkin, B. I.: Zur Theorie der nichtkommutativen Gruppen ohne Torsion. 
Mat. Sbornik, n. Ser. 30 (72), 197—212 (1952) [Russisch]. 

Definitions. (i) Agroup@ isan R-group if for any two elements x, y € @ it follows from 
x" — y" that x = y (Kontorovid, this Zbl. 40, 6). An R-group is torsion-free. (ii) A subgroup 
H of Gisisolatedin@, if x” € H implies x € H. (iii) The isolator /(H) of H in @ is the inter- 
section of allsubgroups of Gin which H isisolated. Fundamental properties of isolated subgroups 
and isolators have been studied by Kontorovi& [loc. cit.]. The present paper establishes new 
links between isolated subgroups and isolators in R-groups on the one hand and in locally nil- 
potent torsion-free groups on the other hand (for the latter see Mal’zev, this Zbl. 34, 17). 
Mal’zev’s results have been derived by topological methods; the present discussion is algebraie. 
The author introduces the finer concepts: (iv) An R*-group is an R-group in which every 
factor group with respect to a normal isolated subgroup is an R-group. [Free non-cyclic groups 
are R-groups, but not R*-groups.] (v) An R**-groupisan R*-groupin which every subgroup is 
also an R*-group. Locally nilpotent torsion free groups are R**-groups. But the matrices of 
the form (° # 
potent torsion-free. (vi) A set of subgroups L = {H,} of a group @ forms a local system 
for G if the subgroups cover @ and the intersection of any two contains another subgroup of 
the system. An example is the set of all finitely generated subgroups of @ [see Kuro$ and Cer- 
nikov, Uspechi mat. Nauk 2, Nr. 3 (19), 183—59 (1947)]. The properties R* and R** give rise to 
local theorems: A group @ which possesses a local system of R*- (or R**-)groupsisitself an R*- 
(or R**)-group. Let now 8 denote the centraliser, Z the centre of a subgroup. If@isan R- 
group and H any subgroup, then 3(H) = $(I(H)), and as a corrollary I(Z(H)) < Z(I(H)). 
Equality holds if 4 has periodic index in its isolator, i. e. if some power of each element /(H) 
lies in H. The same equality holds for all terms of the hypercentral series, /(Z,(H)) = Z,(I(H)) 
if every subgroup has periodic index in its isolator. In particular: If 7 has an ascending central 
series, then /(H) has one as well, and the classes of H and I/(H) are the same. Further theorems 
deal with rational seriesin R*- and R**-groups [a group is rational, if it is Abelian, torsion-free, 
and of rank 1. A rational series is a soluble series with rational factor-groups] and finally with 
R-groups which have the property that for any two subgroups A and BA is normalin B, if 
itis a maximal isolated subgroup of B. These latter groups naturally turn out to be very closely 
related to nilpotent groups. K. A. Hirsch. 

Misina, A. P.: Über die Isomorphie von vollständigen direkten Summen Abel- 
scher Gruppen ohne Torsion vom Range 1. Mat. Sbornik, n. Ser. 31 (73), 118—127 
(1952) [Russisch]. 

If two isomorphic groups are (restricted) direct sums of torsion-free groups of 
rank 1, then their components are isomorphic in pairs (Baer, this Zbl. 16, 203). 
Whether the same assertion remains true when the restrieted direct sum is replaced by 
the complete direet sum [for the definition see e.g. Grayev, Mat. Sbornik 17 (59), 
85—104 (1945)] is an open problem, because it is not even known whether for distinet 
infinite cardinals m and nit can oceur that 2 — 2, A.G.Kuros has raised the 
more restrieted problem: Given are two isomorphic groups @ and H which are 
complete direct sums of torsion-free Abelian groups of rank 1. We collect for any 
given type s all those components which have type s and form their complete direct 
sums, say G, and H,. Is it true that @, = H,? — In the present paper the author 
proves this assertion under a certain (somewhat complicated) set-theoretical re- 
strietion on the types of the components. She also shows that when the number 
of distinct types of components is not more than countable the restrietion is im- 
material. K. A. Hirsch. 

Gluskov, V. M.: Über einige Fragen der Theorie der nilpotenten und lokal 
nilpotenten Gruppen ohne Torsion. Mat. Sbornik, n. Ser. 30 (2), 79—104 (1952) 
[Russisch ]. 


h The paper contains a large number of results on the structure of locally nilpotent groups 
without torsion under various restrictions such as maximal or minimal condition for subgroups 


) with x, y, z rational, x, y positive form an R**-group which is not locally nil- 
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or normal subgroups or serving subgroups [Servanz-Untergruppen] or normal serving subgroups. 
[The conditions on descending chains have to be rather weak: itis known that locally nilpotent 
groups with minimal condition for normal subgroups cannot contain elements of infinite order!] 
One of the main results of the paper is ($ 3) that locally nilpotent torsion-free groups with any 
one of the following additional conditions (i) minimal condition for serving subgroups, (ii) maxi- 
mal condition for serving subgroups, (iii) maximal condition for normal serving subgroups are 
completely equivalent to nilpotent groups of finite special rank (Mal’zev, this Zbl. 37, 150 and 
Mjagkova, this Zbl. 34, 303). However the class of groups with (iv) minimal condition for 
normal serving subgroups which the author calls M,-groups turns out to be considerably wider. 
Every M,-group possesses ascending central series [ZA-groups] where moreover the factors of 
the upper central series all have finite special rank [ZAF-groups]. It can easily be deduced from 
the results of Much ammedzan (this Zbl. 42, 18) that p-groups which are ZAF and „special“ 
p-groups are equivalent. Now since special p-groups are extensions of Abelian p-groups by means 
of finite groups one could naturally be led to assume that torsion-free ZAF-groups or perhaps 
M,-groups, are extensions of Abelian groups by means of groups of finite special rank. However, 
the author gives a counter-example ($ 7) and two criteria for the truth of the assumption ($ 8). 
The proofs are based on some general results on locally nilpotent torsion-free groups ($$ 1, 2) and 
on extensions of ZA-groups by means of ZA-groups and, in particular, of Abelian groups by 
means of groups of finite special rank ($$ 4, 5). Illustrations and applications are provided by 
infinite triangular matrices ($ 6, 9). These are of considerable interest. The counter-example of 
$ 7, in particular, is based on the construction of matrix representations of M,-groups with 
upper central series of lengths k, o+k, &-2+k while it follows from results of Sesekin 
(this Zbl. 34, 303) that a ZAF-group without torsion cannot have an upper central series of 
lensth ©, ®- 2,..., @-m. K. A. Hirsch. 

Cohn, P. M.: Generalization of a theorem of Magnus. Proc. London math. 
Soc., III. Ser. 2, 297—310 (1952). 

Magnus (this Zbl. 16, 294) studies the factor groups F,„/F,+, of successive terms of the 
lower centralseries # = F,, F,,...ofafree group F by means of modules of homogeneous forms 
in a free Lie-ring. The author extends the method and results to an arbitrary group @. If Ris 
the.group ring of G, then the ideal A of R generated by all s— 1, where sEG, is called the 


Magnus-ring of G. It is characterized to within isomorphism by@,andevenby R. Put AU) = A 
and, inductively, let Al pe generated by the Lie products [a,b] =ab—ba wherea€A, 
be Al", denote by A” the associative power of A defined by A! = A, A"! — A 4” (that is 
the ring generated by all products ab, a€ A, bE A"). Then the main result of the paper is the 
isomorphism G,/C, = EN Ka where @=G,@,,... is the lower central series of @. 
It follows that the factors of the lower central series are determined, to within isomorphism, 
by the Magnus-ring A, and hence also by the group ring R of @. — Several incidental and pre- 
liminary results on the interrelations of Lie-rings and associative rings are derived. In particu- 
lar an embedding theorem of G. Birkhoff (this Zbl. 16, 244) and Witt (this Zbl. 16, 244) for 
Lie-rings is extended by showing that a Lie-ring can be embedded in an associative ring if its 
additive group is a (restrieted) direct sum of cyclic groups. — The author informs me that 
M. Michel Lazard has drawn his attention to a gap in the proof of his main result (above). He 
has not been able to fill the gap in general, but states that the theorem is valid at least for 
groups of prime exponent. B.H. Neumann. 

Green, J. A.: On groups with odd prime-power exponent. J. London math. 
Soc. 27, 476—485 (1952). 

It is shown that to every odd prime power q >5 there exists a finite group of 
exponent q, generated by two of its elements and of nilpotent class 24 — 2. Let 
gq = p*, where p is an odd prime. In the group @ of formal power series in non- 
commutative variables x, y with coefficients in the prime field of characteristic p and 
with constant term 1, let F be the subgroup generated by 1+x,1+ y, let F, be 
the n-th group of its lower central series, and let @* be the fully invariant subgroup of 
G generated by all qg-th powers. Then the group H=F/FNF,,,6' is shown, 
by a very intricate argument, to have the required properties. B.H. Neumann. 

Azleckij, S. P.: Über den Sylowrang und die Länge der Haupt- und Kompo- 
sitionsreihen einer endlichen Gruppe. Mat. Sbornik, n. Ser. 31 (73), 359—366 (1952) 
[Russisch ]. 

Sia @ un gruppo finito di ordine pf' - 22° px" (dove le p, sono numeri primi distinti e 
k > 2). Si chiami classe disottogruppi di Sylow, e siindichi con il simbolo <P,), l’insieme dei 
sottogruppi di Sylow di ordine px; si chiami sistema di classi di Sylow un insieme di classi di 


Sylow che genera G, sistemi minimi di classi di Sylow quelli tra tali sistemi per il quale il numero 
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delle classi raggiunge il valore minimo, rango di Sylow di @ il numero delle olassi di un sistema 
minimo (8. P.Azleckij, questo Zbl. 42, 23). Nella prima parte della presente nota A. 
dimostra i seguenti teoremi: 1) Il rango di Sylow di un gruppo non supera la lunghezza di una 
sua serie principale e, di conseguenza, di una sua serie di composizione; 2) Ogni gruppo G, nel 
quale il rango di Sylow & uguale alla lunghezza della sua serie di composizione, & il prodotto di- 
retto di due gruppi semplici; 3) Un gruppo risolubile, il rango di Sylow del quale sia uguale alla 
lunghezza di una serie principale, & un gruppo speciale; 4) L’unico gruppo risolubile, nel quale 
il rango diSylow coincide con la lunghezza di una serie di composizione, & il gruppo abeliano 
diordine p, Pa: p, (dove le p, sono numeri primi distinti). — Nella seconda parte l’A. applica 
i teoremi trovati alla classificazione (dal punto di vista della loro generazione per mezzo di Si- 
steni di celassi di Sylow) dei gruppi finiti per i quali la lunghezza di una serie di composizione € 
uguale a due. L’A. mostra che si presentano otto tipi come possibili; in sei casi egli da esempi 
di gruppi finiti effettivamente esistenti del tipo richiesto, negli altri due invece la questione 
dell’esistenza rimane aperta (e si riconduce a questioni non ancora risolte di esistenza relative 
a gruppi semplici). Lombardo- Radice. 


Gunichin, S. A.: Über die Untergruppen einer endlichen Gruppe. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 86, 27—30 (1952) [Russisch]. 


T'he author continues his study of /7-properties of finite groups. He announces a further 
series of ten theorems, without proofs. The definitions and notations are those of his previous 
papers (see e. g. this Zbl. 39, 17). Theorem 1. In order that a group @ be //-separable it is neces- 
sary and sufficient that there exists in G a //-permutable series in which each index contains 
among its distinct prime divisors at most one prime number of //. Theorem 2. If a group @ of 
order g — a b, where b is the largest //-Sylow divisor of g, possesses a //-permutable series of the 
kind described under (1), then @ has at least one soluble subgroup B of order b and all subgroups 
of order b are congujäte in@. Theorem 3. If a group G has a //-permutable series whose indices 
are only divisible by prime numbers of // and each by not more than two, then G is a soluble 
group. Theorem 4. Let the group G of order g= a,b, g, contain a normal subgroup of order g, 
and let @/G, have at least one subgroup of order b,. Let // be the set of all distinet prime divisors 
of b,, and let b’ be a divisor of g, = «’ b’ such that b’ is divisible by the largest /7-Sylow divisor 
of g,. Then if G, contains a subgroup B’ of order b’ and if all subgroups of @ which are conjugate 
to B’in @ are already conjugate in G,, then @ has at least one subgroup of order b=b,b’. As 
special case one obtains (apart from many previous theorems of the author) the well-known 
theorem of Schur by choosing a, =1, (b,,9,) = 1. This theorem gives sufficient conditions, 
the following gives necessary conditions for the existence of specified subgroups. Theorem 5. If 
for each representation of the order g of a group G in form of a product of two co-prime factors 
g= mn, wherenisa//-Sylow divisor of the order g of G, there exist subgroups of order m and n 
in G, then @ is a //-separable group. This theorem generalizes Ph. Hall’s well-known converse 
to his extension of Sylow’s theorem in the case of soluble groups. The example of the simple 
group of order 60 then leads the author to Theorem 6. There exist sets // for which the class 
of groups which staisfy the conditions of theorem 5 is precisely the class of //-separable groups. — 
The remaining theorems deal with maximal subgroups of //-soluble groups. Theorem 7. If @ 
is a //-soluble group, thenthe index of any maximal subgroup of @ is either a power of some 
prime number of /7 or not divisible by any prime number of //. And if the orderg = ab, where 
b is the largest //-Sylow divisor of g, then for 5 > 1 there exist maximal subgroups of the first 
kind, and for «> 1 maximal subgroups of the second kind. Theorem 8. If @ is //-soluble, 
then for each prime number p which lies in // and divides the order of @ there exist maximal 
subgroups of @ whose index is a power of p. Theorem 9. If the group @ oforder g—= ab, where 
b>1is the largest //-Sylow divisor of g, is /7-soluble, then all its maximal subgroups whose 
orders are divisible by a and which „belong‘‘ to one and the same normal subgroup N of @ (the 
terminology is that of Ore, this Zbl. 21, 211) are conjugate. Theorem 10. If @ is a group and 
M, and M, are maximal subgroups which belong to distinet normal subgroups N, and N, 0f @, 
and if G, M, and M, satisfy the conditions of theorem 9, then M, and M, are permutable. The 
last three theorems generalize results obtained by Ore (loc. cit.) K. A. Hirsch. 


Clowes, J. S.: On groups of odd order. J. London math. Soc. 27, 507—510 
(1952). 

The author proves the following theorem: Let G be a group of odd order and 
p a prime dividing the order of G@. Then the number of p-Sylow subgroups which 
contain a given subgroup H of p-power order is odd. The proof is by a three-fold 
induction. In the case of soluble groups the well-known results of P. Hall [J. London 
math. Soc. 3, 98—105 (1928)] lead to the more general theorem:: In a soluble group G 
ofodd order m n with (m, n) = 1 the number of subgroups of order m which contain 
a given subgroup H whose order divides m is odd. In both theorems it is not even 
required that @ be of odd order: it is sufficient that the index of H in @ be odd. 
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The rev. had recently (this Zbl. 38, 164) used a special case of the theorem without 
proof. K. A. Hirsch. 


Hall jr., Marshall: A combinatorial problem on Abelian groups. Proc. Amer. 
math. Soc. 3, 584—587 (1952). 

Soit A un groupe abelien fini d’ordre n, dont l’operation est l’addition. Dans 
ce cas si a;; c;, ı—=1,2,...,n, est une permutation des n &el&ments du groupe, 
les differences c,—a,= b, sont n el&ments du groupe, en general non distincts, 
tels ue 2b, =2c,— 2a,= 0, puisque la somme des c, et la somme des a, sont 
chacune la somme de tous les el&ements de A. Le probleme pos& et resolu dans 


x 


cette note consiste & montrer que inversement, chaque fois que nous prenons n 
elements b, de A, &videmment non distincets en general, tels que 2b, = 0, il existe 
toujours une permutation ja, c,| des el&ments de A dans laquelle c,— a, = b,, 
= 1,2,...,n, avec une numerotation des b, convenablement choisie. S. Bays. 


Gaschütz, Wolfgang: Zur Erweiterungstheorie der endlichen Gruppen. J. reine 
angew. Math. 190, 93—107 (1952). 

In dieser Arbeit betrachtet Verf. die Erweiterungen @ einer Abelschen Gruppe A 
und leitet einige Zerfallskriterien her. Dabei verwendet er auch den von P. Hall 
eingeführten Begriff der Zerspaltung. Eine Erweiterung G von A heißt zerspalten 


über A, wenn es eine Untergruppe G@ von @ gibt derart, daß @ = AG, ANG+#A. 
Handelt es sich um die Zerfalls- und Zerspaltungskriterien, so kann man sich auf 
die Erweiterungen Abelscher p-Gruppen A beschränken. (Erster Reduktionssatz.) 
Die weitere Reduktion folgt daraus, daß man ein sog. reduziertes Faktorensystem 
von @ über A konstruieren kann, wenn es eine Untergruppe U mit (G:U, A:l) =1 
gibt. (Zweiter Reduktionssatz.) Zusammen mit dem ersten Reduktionssatz kann 
man sich bei der Untersuchung der Zerfalls- und Zerspaltungskriterien auf p-Sylow- 
gruppen beschränken. Mit Hilfe dieses Gedankenganges erhält der Verf. in der Tat 
gewisse Zerfalls- und Zerspaltungskriterien. K. Shoda. 


Gaschütz, Wolfgang: Über den Fundamentalsatz von Maschke zur Darstellungs- 
theorie der endlichen Gruppen. Math. Z. 56, 376—387 (1952). 


Ein eigentlicher g-2-Modul a in bezug auf eine endliche Gruppe g und einen Operatoren- 
bereich 2 wird M-Modul (Maschkescher Modul) genannt, wenn er sich aus jedem ihn als Teil- 
oder Restklassenmodul enthaltenden g-2-Modul b als direkter g-2-Summand abspalten läßt. 
Satz1: a ist genau dann M-Modul, wenn es einen Q-Endomorphismus x von a gibt mit 

5 gag!=1. Dieser Satz enthält als Spezialfall den Satz von Maschke über die volle 


ın 
Reduzibilität der Darstellungen von g über einem Körper K, dessen Charakteristik die Gruppen- 
ordnung @ nicht teilt; man hat dazunur 2=K unda=G"! inK zu setzen. Der Beweis von 
Satz 1 ist eine Ausgestaltung des Schurschen Beweises für den Satz von Maschke, jedenfalls 
'was das Hinreichen der genannten Bedingung für einen M-Modul betrifft (vgl. I. Schur, S.-Ber. 
Preuß. Akad. Wiss., math.-naturw. Kl. 1905, 406—432). Zum Beweis ihrer Notwendigkeit 
wird a eingebettet in den zugehörigen regulären g-2-Modul ag über a, d.i. der „Gruppenring‘ 
von g über a. In ag gibt es einen Q-Endomorphismus ß mit ZgAg!T—1, und daraus wird 
das Entsprechende auch für a selbst gefolgert unter Benutzung der Tatsache, daß a als M-Modul 
direkter g-2-Summand von ag ist. Verf. verfeinert die Untersuchung noch, indem er die Be- 
griffe der „unteren Abspaltbarkeit“ (aläßt sich als Teilmodul aus jedem umfassenderen Modul 
direkt abspalten) und der „oberen Abspaltbarkeit‘‘ (a läßt sich als Faktormodul aus jedem 
umfassenderen Modul direkt abspalten) zunächst voneinander trennt und demgemäß den Be- 
weis für „‚untere‘‘ und „obere“ M-Moduln getrennt führt; erst auf Grund des Satzes 1 erweisen 
sich beide Begriffe als identisch. — Die Bedeutung von Satz 1 ist vor allem darin zu sehen, daß 
er bei der Ausreduktion von Darstellungen über Körpern, deren Charakteristik die Gruppen- 
ordnung teilt, nützlich sein kann. Als Beispiel dafür wählt Verf. die nichtkommutative Gruppe 
der Ordnung 6: Deren wesentlich einzige, absolute irreduzible, ganzrationale Darstellung vom 
Grade 2- liefert bei Reduktion der Darstellungskoeffizienten modulo 2 eine „M-Darstellung‘‘, 
d.h. der zugehörige Darstellungsmodul ist dann M-Modul im obigen Sinne; bei Reduktion 
modulo 3 ist das jedoch nicht mehr der Fall. Ref. bemerkt, daß sogar der folgende viel allgemeinere 
Satz von R. Brauer aus Satz 1 (mit Hilfe des Schurschen Lemmas) hergeleitet werden kann: 
Eine absolut-irreduzible ganzalgebraische Darstellung einer beliebigen endlichen Gruppe g 
liefert bei Reduktion modulo einem. Primdivisor p genau dann eine M-Darstellung, wenn ihr 
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Grad durch die höchste in der Gruppenordnung @ aufgehende Potenz der zu p gehörigen Prim- 
zahl teilbar ist. (Vgl. R. Brauer, dies. Zbl. 27, 152; insbes. $ 11, Theorem 1 und $ 19, Theorem 5.) 
Verf. beweist mit Hilfe von Satz 1 ferner: Ist Q ein Körper, und ist D eine transitive mono- 
miale Darstellung von g über 2, d.h. wird Dim Sinne der Darstellungstheorie induziert durch 
eine Darstellung ersten Grades einer Untergruppe u von g, dann ist D genau dann M-Darstellung, 
wenn die Charakteristik von 2 kein Teiler der Ordnung von u ist. Nicht behandelt wird die 
Frage, wann die Induzierte einer Darstellung beliebigen, nicht notwendig ersten Grades von u 
eine M-Darstellung von g ist. — Schließlich stellt Verf. noch einen Zusammenhang her zwischen 
M-Moduln und Artinschen Zerfällungsgruppen, indem er beweist: Ein Maschkescher g-Modul a 
ist Zerfällungsgruppe für jedes Faktorensystem von gin a. Dieser Satz enthält als Spezialfall 
den Schurschen Satz, daß jedes Faktorensystem zu g in einer endlichen Gruppe a zerfällt, 
wenn die Ordnungen von g und a teilerfremd sind. P. Roquette. 
Berman, S. D.: Zur Darstellungstheorie der endlichen Gruppen. Doklady 


Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 86, 885—888 (1952) [Russisch]. 

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit der Aufgabe, die Anzahl der nicht 
äquivalenten in einem Körper K irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe @ 
zu bestimmen. Von K wird dabei vorausgesetzt, daß seine Charakteristik weder in 
der Ordnung von G noch in den Graden der absolut irreduziblen Darstellungen auf- 
geht. Es bezeichne n das kleinste gemeinsame Vielfache der Elementordnungen 
in @ und e eine primitive r-te Einheitswurzel. Die Anwendung eines Automorphismus 
p der Galoisgruppe J'von K(e)/K auf eliefert p(e) = e®® mit einemvon g abhängigen 
Exponenten v» = v(p). Zwei Elemente a und b aus @ werden Ä-konjugiert genannt, 
wenn b ähnlich einer Potenz a’ ist, wobei v gleich einem v(p) mit irgend einem gel’ 
ist. Man erhält so eine Einteilung von @ in Klassen K-konjugierter Elemente. Es 
wird bewiesen, daß die Anzahl dieser Klassen gleich der Anzahl der nicht äquivalenten 
in Kirreduziblen Darstellungen von @ ist. R. Kochendörffer. 


Osima, Masaru: On the representations of groups of finite order. Math. J. 
Okayama Univ. 1, 33—61 (1952). 

If R and S are the right and left regular representations of a finite group ©, 
G,x @,— S(G,) R’(G}!) forms a representation of & x ®. Its character y is 
given by y(G; X @) = n, öw, where G,, G, are in the conjugate classes C,, C, 
and n, is the number of elements in (',. Its ‚ordinary‘ decomposition is 2,2,(G,) X 
Z;(G,), where Z, are ordinary irreducible representations of &, while its ‚‚modular“‘ 
constituents are given by 2 c,, F,(@G,) x Fr (Gy), where F,„and c,, are the modular 
irreducible representations and Cartan invariants of &. These and further properties 
of the representation S(G,) R’(G,') are skilfully used to give a new treatment to 
fundamental theorems in representation theory of finite groups, including Frobenius- 
Schur orthogonality of characters, Brauer-Nesbitt theorem on decomposition num- 
bers and Cartan invariants [Univ. Toronto studies no. 4 (1937)], Frobenius’ theorem 
of induced characters, its modular analogy (cf. Rev., this Zbl. 20, 341) and the author’s 
theorem on Kronecker products of representations [Proc. Imp. Acad. Tokyo 17, 
411—413 (1941)]. „Blocks“ are introduced not only with respect to Brauer’s modular 
theory but also with respect to subgroups. Representations by collineations are 
considered too. T. Nakayama. 

Osima, Masaru: On some character relations of symmetrie groups. Math. 
J. Okayama Univ. 1, 63—68 (1952). 

Firstly, with a rational prime p, the number of p-regular classes in a symmetric 
group is expressed in terms of the numbers of certain partitions and p-kernels [in 
the sense of rev., Japanese J. Math. 17, 89—108 (1940)]. Then character relations 
for such p-regular classes are determined by means of the orthogonality and the 
recursion formula of Murnaghan and the Rev. (loc. eit.); of Chung (this Zbl. 44, 
258). T. Nakayama. 

Whitehead, J. H. €C.: On normalizators of transformation groups. J. London 
math. Soc. 27, 374—379 (1952). 

Verf. zeigt: Sei T die Gruppe der (1,1)-Abbildungen des reellen projektiven 
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P„(n =1) und @ die Gruppe der Projektivitäten des P,, dann ist der Normalisator 

von @ in T mit @ identisch. — Ähnliche Eigenschaften haben eine elliptische 

Gruppe im P, und die orthogonale Drehungsgruppe der reellen Sphäre S, fürn >1. 
W. Klingenberg. 

Rasevskij, P. K.: Über die Geometrie der homogenen Räume. Trudy Sem. 
vektor. tensor. Analizu 9, 49—74 (1952) [Russisch]. 

Wirkt in der Mannigfaltigkeit X, eine transitive Liesche Gruppe @, mit der 
festgehaltenen Untergruppe H,„, und kann man im Infinitesimalring einen zu H,, 
komplementären Unterraum #, (r +n = m) finden, der gegenüber H,, invariant 
ist, so läßt sich in X, ein affiner Zusammenhang einführen, der gegenüber G, in- 
variant ist und dessen Parallelismus den Torsions- und den Krümmungstensor in 
sich überführt. Die geodätischen Kurven des affinen Zusammenhangs entsprechen 
einparametrigen Untergruppen von E,. In gewissen Fällen (Halbeinfachheit) kann 
man weitergehende Aussagen machen. H. Freudenthal. 

Klee jr., V.L.: Invariant metrics in groups. (Solution of a problem of Banach.) 
Proc. Amer. math. Soc. 3, 484—487 (1952). 

L’A. resout un probleme pose par Banach en demontrant la proposition suivante: 
soit @ un groupe abelien metrisable, o (x, y) une distance invariante sur @ definissant la 
topologie de G; si, pour une autre distance definissant la m&me topologie, @ est un 
espace metrique complet, alors G@ est complet pour la distance o. L’idee de la d&mon- 


stration consiste ä considerer le complete G de 6 pour 0; I’hypothese entraine que @ 
est une intersection partout dense d’une infinite denombrable d’ensembles ouvertes 


dans G@; le compl&mentaire de @ dans @ est done maigre; mais s’il n’6tait pas vide, 


il contiendrait une classe mod. @, donc @ serait maigre, et aussi G, contrairement au th. 
de Baire. Le resultat (et sa demonstration) s’etend aux groupes non abeliens munis 
d’une distance o(x%, y) invariante ä droite et a gauche, mais non, comme le remarque 
PA. en utilisant un exemple du rapporteur, aux groupes non abeliens metrisables 
quelconques. J. Dieudonne. 


Verbände. Ringe. Körper: 


Sorkin, Ju. I.: Freie Vereinigungen von Verbänden. Mat. Sbornik, n. Ser. 
30 (72), 677—694 (1952) [Russisch]. 

This paper deals with free unions of lattices as defined by Dilworth [Trans. Amer. mat. 
Soc. 57, 123—154 (1945)]. In Chapter I general properties of such free unions are proved. The 
author starts by giving Dilworth’s definition of the free union ]/]/*sS, ofthelattices 8, («x E m). 

sem 
He then proves theorem 2: If for each x€ m there exists a lattice homomorphie mapping 9% 
of S, into the lattice M, then there exists a lattice homomorphic mapping of ]/*S, into M 
& 


wem 
which, for each «x € m, coincides with @, on 8%. Theorem 3, which is the principal tool in the 
later parts of the paper states that the same is true for isotonic mappings, i. e. for mappings ® 
such that «a > bimplies (a) > o(b). He notes that it is easily proved that the mapping @ of 
II* S, into M defined in the proof of theorem 3 is a join (meet) homomorphism if each 


sem 
9, is a join (meet) homomorphism. Theorems 4, 5 are concerned with the associativity of free 


unions and state that er ER ee I* S,,g, and that f m= 5 m; where 
wem \Bena vem,Beng 4 Ben 
the m;'s are disjoint, then /]*S, = u II" ®,) (where A B means that A, B are 
sem Ben vemß 


isomorphic). Chapter II deals with free unions of chains. Ifeach chain consists of a single element 
thefree union becomes a free lattice; these have been studied byWhitman [Ann. of Math., II. Ser. 
43, 104—115 (1942)]. The author observes that most of Whitman’s theorems can be generalised 
to the case of a free union of chains but he restricts himself to the following results which are 
needed in Chapter III: Theorem 6. If, for each «€ m, S, isachain,and$= ]/]/*S$,, then 


wem 
A> Bin Sif and only if (a) there exists « such that A, BES,and A> Bin or r (b 
the following conditions holds: 1. A= A, U A, and A, > B or 4,2B, (2) A 


) one of 
=A,Nn A, 
and A>2B and 4,>B,() B=B,uB, and Re and A be (4) B= =, OuBs 


30 


and A>B, or A> B,. This reduces the problem of deciding whether A> B to a similar 
problem for words of lesser rank ; hence it is possible to decide in a finite number of steps whether 
two arbitrarily given words A, B of 8 satisfy A> B or not, (provided, of course, that the words 
A, B are „given“ in such a way that it is possible to decompose them into their elements, and 
provided that there is a general method for deciding whether two given elements a, b of one of 
the S,’s satisfy a < b or not). The author suggests that in the general case, (i.e. when the &, 
are not allchains) such an algorithm might not exist. — He shows that the conelusion of theorem 6 
is false if the S, are not all chains (In the proof of this, on p. 687, for S’N 8’ read 8’ v 8”). 
Theorem 6 has the corollary: IT S= []]*sS, whereeach $,isa chain, and if, foreach «€ m, 
sem 
S, is a sub-chain of 8, then the set of elements of S generated by the elements of the chains $% 
is the free union of these chains. A set M of generators of $ is called irredundant if no proper 
subset M’ of Mis a set of generators of 8. Theorem 7 states: ITS = ]]* 8. where each $, 


sem 
is a chain, then the set U $, is the sole irredundant set of generators of $S. This has the corol- 
xem 
laries: 1) A lattice with n generators cannot be the free union of more than n lattices. 2) If 
ei . i ur ee : : ; 
S= Ms S, where each S,is a chain, and $ = Alb 5 then each Sg is a free union of 8,’s. 
Theorem 8 gives an expression for the group of automorphisms of a free union of chains and 
theorem 9 states that if S—= []* 8, where each 8, is a chain then the set of words equal to a 


given word A of S hasan SR of minimal rank which is unique to within the re-arrangements 
permitted by the commutative and associative laws. Chapter III is concerned with the proof 
that there are only three finite lattices which are expressible as free unions of lattices. If (m, n) 
denotes the free union of a chain of m elements with one of n elements then these three lattices 
aren (Iel).(l)al23): J. ©. Shepherdson. 

Dubreil-Jacotin, Marie-Louise: Theoremes de decomposition dans certains 
treillis et demi-groupes reticules sans condition de chaine. C. r. Acad. Sci., Paris 
234, 2415—2416 (1952). 

On connait certains theoremes de decomposition dans les treillis, generalisant 
les th&oremes classiques de la theorie des id&aux d’un anneau. Ils font intervenir, 
soit la condition de chaine ascendante (M. Ward et R.P. Dilworth, ce Zbl. 21, 
108), soit la condition de chaine descendante (L. Lesieur, C.r. Acad. Sci., Paris 
234, 2250— 2252 (1952)]. L’A. annonce ici, sans demonstrations, certains th&or&mes de 
d&composition obtenus sans condition de chaine. Ils portent sur les el&ments x 
totalement n-irreductibles, c.ä d. tels que l’ensemble des 2 >x forme une 
chaine; ’A. donne des conditions suffisantes pour que tout &el&ment soit d’une 
maniere unique intersection d’un nombre fini d’elöments totalement N-irreductibles. 
Dans un treillis multiplicatif, elle obtient egalement une application & la d&composi- 
tion en intersection finie d’elements primaires, avec unicite, moyennant une con- 
dition suppl&mentaire. Toutes ces conditions ne peuvent &tre reproduites ici. 

L. Lesieur. 

Schützenberger, . Marcel Paul: Construction du treillis modulaire engendrö 
par deux &l&öments et une chaine finie diserete. ©. r. Acad. Sci., Paris 235, 926— 928 
(1952). 

Verf. hat in einer früheren Arbeit [C.r. Acad. Sci., Paris 221, 218—220 (1945)] 
ein stärkstes Gesetz ll angegeben, das stärker als das Modulgesetz und schwächer 
als das distributive Gesetz ist, und bewiesen, daß jeder U-Verband subdirekte 
Vereinigung von modularen nicht-distributiven Verbänden aus 5 Elementen mit einem 
distributiven Verband ist. Hier wird gezeigt, daß der aus einer Kette und zwei 
Elementen erzeugte freie modulare Verband ein U-Verband ist. Es wird nur das 
Prinzip des Beweises dargestellt. H.Gericke. 

Fuchs, L.: On subdireet unions. I. Acta math. Acad. Sci. Hungar. 3, 103—119 
und russische Zusammenfassg. 120 (1952). 

Sind A, B algebraische Strukturen der gleichen Art, so wird eine Unterstruktur 
G der aus den Paaren (a,b) (a€ A, beB) bestehenden direkten Vereinigung von 
A, B als subdirekte Vereinigung von A und B bezeichnet, wenn zu jedem a€ A 
ein be B und zu jedem bEB ein a€EA mit (a,b)EG existiert. Eine solche 
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wird z. B. durch die Menge der (a,b) mit f(a) = g(b) gegeben, wenn f, g Homo- 
morphismen von A bzw. B auf dieselbe algebraische Struktur sind. Falls A und B 
bezüglich einer ihrer Verknüpfungen Gruppen sind, so werden alle subdirekten 
Vereinigungen von A und B, welche ebenfalls bezüglich dieser Verknüpfung Gruppen 
sind, durch dieses Konstruktionsverfahren gegeben. (Leichte Abänderung des 
Beweises zeigt, daß statt ‚Gruppe‘ auch „Loop“ gesetzt werden darf.) Mit Hilfe 
dieses Ergebnisses werden verschiedene Isomorphiebeziehungen hergeleitet. Gruppen- 
theoretische Beispiele werden angegeben. Eines von diesen zeigt, daß es nichtiso- 
morphe subdirekte Vereinigungen von A und B gibt, die eine mittels der Homo- 
morphismen fj, 9,, die andere mittels f,, g, gebildet, bei denen f, denselben Kern 
wie f, und g, denselben Kern wie g, hat. Für beliebige algebraische Strukturen 
wird eine hinreichende Bedingung für Isomorphie subdirekter Vereinigungen her- 


geleitet. G. Pickert. 
Eichler, Martin: Note zur Theorie der Kristallgitter. Math. Ann. 125, 51—55 
(1952). 


In einem n-dimensionalen Vektorraum R über dem rationalen Zahlkörper sei 
ein skalares Produkt definiert. Die endlichen Moduln vom Rang m über der Ordnung 
aller ganzen Zahlen heißen Kristallgitter oder kurz Gitter. In dieser Arbeit werden 
die direkten Summenzerlegungen des Gitters untersucht, deren Summanden auf- 
einander senkrecht stehen. Man beweist, daß ein Gitter nur eine einzige direkte 
Zerlegung in nicht weiter zerlegbare direkte Summanden besitzt. Dasselbe gilt auch 
noch, wenn der Grundkörper ein endlicher algebraischer Zahlkörper mit einem 
involutorischen Automorphismus ist. Dabei muß aber die Definition des skalaren 
Produktes etwas modifiziert werden. K. Shoda. 

Kleinfeld, Erwin: An extension of the theorem on alternative division rings. 
Proc. Amer. math. Soc. 3, 348—351 (1952). 

Im Anschluß und in enger Verbindung mit einer früheren Arbeit (Bruck und 
Verf., dies. Zbl. 44, 22) zeigt Verf., daß ein einfacher alternativer Ring ohne nil- 
potente Elemente und mit von 2 verschiedener Charaktersistik entweder assoziativ 
oder eine Cayley-Dicksonsche Divisionsalgebra über seinem Zentrum ist. Der Ring 
heißt dabei einfach, wenn er keine eigentlichen zweiseitigen Ideale besitzt. E. Trost. 

Johnson, R. E.: On ordered domains of integrity. Proc. Amer. math. Soc. 
3, 414—416 (1952). 

Ein nullteilerfreier und assoziativer Ring R heißt angeordnet, wenn die Menge 
R* aller von Null verschiedenen Elemente aus R eine additive und gleichzeitig 
multiplikative Halbgruppe P mit R= PU (—1)P enthält. Wenn R kein EKins- 
element enthält, so existiert der kleinste R enthaltende Integritätsbereich J (J be- 
sitzt also das Einselement). Ferner wird R dann und nur dann angeordnet, wenn 
J angeordnet wird. Ein Element a =+ 0 aus einem Integritätsbereich J heißt gerade, 
wenn es Elemente On 0, aus.) gibt, so daß a als ein Produkt aus den 2n 
Elementen a,Q,..,4,4p49:..,q, in einer gewissen Reihenfolge darstellbar 
ist. Wir bezeichnen mit S die von allen geraden Elementen aus .J erzeugte additive 
Halbgruppe. Dann gilt folgender Satz: Der Integritätsbereich J kann dann und 
nur dann angeordnet werden, wenn S kein Nullelement enthält. M. Moriya. 

Szele, T.: On ordered skew fields. Proc. Amer. math. Soc. 3, 410—413 (1952). 

Ein (nicht notwendig kommutativer) Körper K heißt angeordnet, wenn die multiplikative 
Gruppe K* aller von Null verschiedenen Elemente aus K eine Untergruppe vom Index 2 be- 
sitzt, welche ihrerseits in bezug auf die Addition eine Halbgruppe bildet. Diese Definition ist, 
wie leicht zu bestätigen, äquivalent mit der üblichen Definition. Verf. beweist zunächst folgenden 
Satz: Ein Körper K kann dann und nur dann angeordnet werden, wenn — 1 niemals als eine 
endliche Summe der Produkte aus endlich vielen Quadratelementen aus K darstellbar ist. Zum 
Beweis des Satzes braucht man nur zu zeigen, daß die Bedingung hinreichend ist, weil die Be- 
dingung offenbar notwendig ist. Es sei 8 die Gesamtheit aller endlichen Summen der Produkte 


aus endlich vielen Quadratelementen aus K*. Dann kann man ohne Schwierigkeit beweisen, 
daß $S eine multiplikative Gruppe und außerdem eine additive Halbgruppe bildet. Nach dem 
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Zornschen Lemma existiert eine maximale $ enthaltende multiplikative Untergruppe P aus K, 
welche ihrerseits eine additive Halbgruppe bildet. Dabei gilt: K=PU(-1)P; d.h. der 
Index von Pin K* ist gleich 2. Ferner beweist Verf. folgenden Satz, dessen Beweis ebenso wie 
für den obigen Satz durchgeführt werden kann: L sei eine Erweiterung eines angeordneten 
Körpers K. Dann kann die Anordnung von X dann und nur dann auf L fortgesetzt werden, 
wenn — 1 niemals als eine Summe vonendlich vielen Elementen von der Form p, u]? Pa ug? * * * Pr Ur” 
darstellbar ist, wodiep,(@ = 1,2,...,k) Elemente aus K mit 9, > 0 unddie „eü=1,2,...,k) 
Elemente aus L sind. M. Moriya. 
Clarke, F. Marion: Note on quasi-regularity and the Perlis-Jacobson radical. 


Portugaliae Math. 11, 89—94 (1952). 

Es werden drei Bedingungen P1, P2, P3 angegeben, die es erlauben, in einem Ring R die 
Theorie des Radikals im Sinne von Perlis, Baer und Jacobson zu entwickeln. P1: Ist y 
ein quasi-reguläres Element aus einem rechts quasi-regulären Rechtsideal von R und sind x bzw. z 
links bzw. rechts quasi-inverse Elemente von y, so sei («y)2=.x(y2). P2: Die links und 
rechts quasi-inversen Elemente eines quasi-regulären Elementes y aus einem rechts quasi-regulären 
Rechtsideal von R seien gleich und eindeutig bestimmt. P3: Die Charakteristik von R sei 
ungleich 2. R!*) bezeichne den Ring, der aus R entsteht, wenn man darin die Multiplikation r s 


durch r-s= m °7 ersetzt. Jedes quasi-reguläre Element aus R'* besitze in kK* und R 
das gleiche eindeutig bestimmte rechts quasi-inverse Element. — Bei Baer und Jacobson 


wird gezeigt, daß P2 aus P1 folgt. Hier wird die Aquivalenz beider Bedingungen bewiesen und 
gezeigt, daß diese aus P3 folgen. Behauptet wird, daß alle drei Bedingungen äquivalent sind, 
falls die Charakteristik von R ungleich 2 ist. Ref. sieht dies aber nur ein, wenn man P3 nur für 
die Elemente y fordert, die in einem rechts quasi-regulären Rechtsideal enthalten sind. — Läßt 
man in allen drei Bedingungen die Forderung fallen, daß yin einem rechts quasi-regulären Rechts- 
ideal enthalten ist, so gelten entsprechende Aquivalenzaussagen. — Z. B. genügt dann jeder 
Alternativring der Bedingung P1, doch ist die Umkehrung hiervon nicht richtig, wie an einem 
Beispiel gezeigt wird. — Auf Seite 91, Zeile 23 muß es (2 y)2= x(yz) lauten. F. Kasch. 


Curtis, Charles W.: On additive ideal theory in general rings. Amer. J. Math. 
74, 687—700 (1952). 


Es sei R ein assoziativer Ring mit Einselement. Der Idealquotient AB-1 (B-1A) von zwei 
(zweiseitigen) Idealen A und Bin R wird als die Vereinigung aller Ideale C in R mit der Eigen- 
schaft OBCA(BCCA) definiert. Ist AB71=A, so heißt B (rechts) prim zu A. Ferner 
heißt ein Ideal A (rechts-) primal, wennsich die Vereinigung P aller zu A nichtprimen Ideale 
‚auch nichtprim zu A erweist. P heißt das adjungierte Ideal des Primalideals A; dieses ist immer 
ein Primideal. Verf. beweist, daß jedes Idealin R eine Durchschnittsdarstellung durch primale 
Ideale zuläßt. Im folgenden sei der Teilerkettensatz für die Ideale von R vorausgesetzt. Dann 
‚gibt es für jedes Ideal eine endliche Darstellung als Durchschnitt von Primalidealen, wobei man 
annehmen darf: keine der Komponenten kann weggelassen oder durch einen echten Teiler ersetzt 
werden und kein adjungiertes Primideal der Komponenten teilt ein anderes. In diesem Falle 
sind die Anzahl der Primalkomponenten, sowie die adjungierten Primideale durch das Ideal 
eindeutig bestimmt. (Für den kommutativen Fall vgl. Ref. dies. Zbl. 41, 165.) Ein Primideal P 
heißt maximales Primideal eines beliebigen Ideals A + R, wenn AP”!-=+ A, jedoch für jeden 
echten Teiler @ von P die Relation QA-!= A gilt. Wenn man ferner die Vereinigung S aller 
Ideale C in R, für welche A(ÜU + B)> +4 für jedes B mit der Eigenschaft AB-!+ 4 be- 
steht, das adjungierte Ideal von A nennt, so gilt: S ist der Durchschnitt der maximalen Prim- 
ideale von A. Ein Primideal P wird als ein assoziiertes Primideal von A bezeichnet, wenn 
AP!=+ A und für /(P)= A Pr = AP (die Existenz einer solchen ganzen Zahl q wird 
durch den Teilerkettensatz gesichert) das Enthaltensein J(P)AC P gilt. Verf. zeigt, daß 
sich ein Primideal P genau dann als ein maximales Primideal von A erweist, wenn es ein maxi- 
males Ideal in der Menge aller assoziierten Primideale von A ist. Die Darstellung durch Primär- 
ideale wird kurz betrachtet. Der zweite Teil der Arbeit enthält interessante illustrierende Bei- 
spiele. L. Fuchs. 

Rosenberg, Alex: Subrings of simple rings with minimal ideals. Trans. Amer. 
math. Soc. 73, 115—138 (1952). 

Soit A un anneau simple possedant des id6aux minimaux. L’A. cherche d’abord ä& quelle 
condition un sous-anneau simple B de A possede des ide&aux minimaux; il montre qu’il en est 
ainsi si D est suppose etre un anneau de Zorn, c’est-ä-dire tel que tout ideal & gauche de B 
non forme d’elements tous nilpotents, contient au moins un idempotent. Soit B un tel sous- 
anneau; alors, ou bien B satisfait a la condition minimale pour les ideaux & gauche, ou bien le 
commutant A(B) de B dans A est identique & l’annulateur (& gauche et & droite) de B dans A. 
La structure de A(B) dans le premier cas ne peut ötre determinde que moyennant des hypotheses 
plus restrietives sur A et B. Dans le second cas, la representation de A comme anneau $(E, E’) 
de transformations lineaires de rang fini d’un espace vectoriel Z, continues pour la topologie 
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faible o(E, E’) (E’ sous-espace partout dense du dual algebrique #* de E) permet de voir que 
A(B) admet un radical Rtelque R?= (0, et que A(B)/R est un anneau simple ayant des ideaux 
minimaux. Dans cette etude intervient le sous-espace B - E et le sous-espace T(B) de E form& 
des elements de E annules par B; on a T(B) N (B:E)= (, mais E n’est pas necessairement 
somme directe des sous-espaces T(B) et B- E, phenomene qui est & l’origine de l’existence possible 
d’un radical R + O.dans A(B); les sous-espaces B - E’ et T(tB) (!B anneau des transposees des 
elements de B) interviennent aussi dans l’&tude de A(B). L’A. donne ensuite des conditions 
moyennant lesquelles un isomorphisme d’un sous-anneau simple B de A sur un sous-anneau 
simple © de A peut &tre &tendu & un automorphisme de A. Il etudie aussi les ideaux (& gauche) 
maximaux de A, et, par une adaptation d’un raisonnement de Mackey et Kaplansky, deter- 
mine, dans le cas ou # et E’ ont des bases denombrables, les conditions pour que deux tels ideaux 
de A soient transformes l’un de l’autre par un automorphisme de 4. J. Dieudonne. 


Nakayama, Tadasi: Automorphisms of simple, complete primitive, and directly 
indecomposable rings. Ann. of Math., II. Ser. 55, 538—551 (1952). 

Soit A un anneau simple satisfaisant & la condition minimale, et soit S un 
sous-anneau simple de A, galoisien dans A, c’est-&-dire (v.leRapp., ce Zbl.41,163) que, 
pour un ideal & droite minimal tr de A, l’anneau des S-endomorphismes de r soit 
engendr& (sur le corps K des A-endomorphismes de r) par des K-endomorphismes 
semi-lin&aires. Soit B un sous-anneau simple de A, contenant S; l’A. montre que r 
est completement reductible en tant que K B-module (KB sous-anneau de l’anneau 
des endomorphismes du groupe additif r, engendr& par la r&union de X et de B). 
Cela lui permet d’ameliorer un resultat du rapporteur (loc. eit.): si B’ est un second 
sous-anneau simple de A contenant S, et s’il existe un isomorphisme de B sur B', 
laissant invariants les &l&ments de S, alors cet isomorphisme peut &tre prolong6 en 
un automorphisme de A lorsqu’on sait que les commutants V ,(B), V4ı(B’) de Bet 
B’ dans A sont tous deux simples (ou seulement ind&composables en tant qu’anneaux). 
Il montre que ce r6sultat peut s’etendre aux sous-anneaux galoisiens distingues d’un 
anneau primitif complet, moyennant une condition de finitude additionnelle. Il 
prouve aussi que l’on peut supposer seulement sur S que l’anneau des S-endomor- 
phismes de r contienne un sous-anneau partout dense engendre (sur ÄX) par des 
K-endomorphismes semi-lindaires. Enfin, il &tend aussi sa theorie au cas ol A est 
seulement suppos& ind&composable (et satisfaisant & la condition minimale), et 
S un sous-anneau de A form& des &l&ments invariants par un groupe d’automor- 
phismes „exterieurs“ de A (’A., ce Zbl. 38, 24). J. Dieudonne. 

Northeott, D. G.: A note on the intersection theorem for ideals. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 48, 366—367 (1952). 

R &tant un anneau noetherien commutatif avec el&ment unite 1, U +& R etant 


oo f h 
un ideal de R, l’A. d&montre tres simplement que ze NW =N si .et seulement 
i=1 


si existe eV tel que x = xa. C’est une generalisation du theoreme de Krull-. 
Chevalley, qui sert d’ailleurs dans la d&monstration, suivant lequel W=0 si 
et seulement si aucun diviseur de zero n’est congru & 1 modulo YX. Comme conse&- 
quence, l’A. etablit que N est toujours une composante isolee de l’ideal (0). 
L. Lesieur. 
Szekeres, G.: A canonical basis for the ideals of a polynomial domain. Amer. 
math. Monthly 59, 379—386 (1952). 


Deux pages sont consacrees & un rappel trop detaill& de notions classiques: anneau & fac- 
torisation unique, theor&me de Gauss, anneau & ideaux principaux, transfert du theoreme de 
la base finie & l’anneau R[x] des polynomes & une variable x, & coefficients dans un anneau 
d’integrite (commutatif et avec el&ment unite). En realite, le resultat obtenu par IBAN dans 
les 4 pages suivantes ne concerne qu’un seul cas: celui ou R est l’anneau des entiers relatifs. 
Dans ce cas, tout ideal M dans R[x], tel ue RN M=0, possede une base canonique 


ee m Satisfaisant aux conditions suivantes: 


k—1 N 2 
9o—II2**"Ims WIel%) = Fir (X) + e 544:(2); a >09, O<Sdu <g; (O<ksm;0Ssi<k). 
5 i= 


Les nombres m, 9x dx, et par suite la base {g,(x)}, sont univoquement determines par M. Chaque 
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9.(x) est un polynome minimal de M, c.&.d. que son premier coefficient est positif minimum 
parmi les polynomes de degr& k appartenant a M. Inversement, l’ideal M ayant pour base les 
polynomes g,(x) definis par les relations pr&cedentes & partir des entiers arbitraires m, 9% Öxs> 
possöde pr&cisement pour base canonique les polynomes g,(x). Lorsque RAM=0, lideal 
M est le produit d’un ideal prineipal par un ideal du type precedent. L’A. obtient comme appli- 
cation le nombre des ideaux de degre m contenant une constante c donnee. Il termine en re- 
marquant que sa methode ne donne rien pour le cas important d’un anneau de polynomes & 
plusieurs variables. [Il conviendrait pour ce cas de consulter G. Hermann [Math. Ann. 95, 
736— 788 (1926)] et, pour le cas d’un ideal premier, W. Gröbner, „Moderne algebraische Geome- 
trie“, Wien u. Innsbruck 1949, $3, 133, ce Zbl. 33, 127]. L. Lesieur. 

Snejdmjuller, V. I.: Algebren unendlichen Ranges mit Minimalbedingung für 
die Teilalgebren. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 86, 665—668 (1952) [Russisch]. 

In einer Algebra A über dem Körper P bedeutet die Minimalbedingung für 
Teilalgebren, daß jede Kette AD A,2 A,D - - - von Teilalgebren über P nach end- 
lich vielen Gliedern abbricht. Ist A vollständig primär und keine Divisionsalgebra, 
so muß der Rang von A endlich sein. Als Hauptsatz ergibt sich: Jede Algebra mit 
Minimalbedingung für Teilalgebren ist direkte Summe einer endlichen Anzahl 
direkt unzerlegbarer Algebren, deren jede entweder eine Divisionsalgebra unend- 
lichen Ranges ist oder endlichen Rang besitzt. Diese Zerlegung ist, was die Summan- 
den unendlichen Ranges anbetrifft, bis auf Isomorphie eindeutig. — Unter einer 
lokal-endlichen Algebra verstehe man eine solche, in der jede endliche Menge ihrer 
Elemente eine Teilalgebra endlichen Ranges erzeugt. Jede lokal-endliche Divi- 
sionsalgebra mit Minimalbedingung für Teilalgebren besitzt endlichen Rang über 
ihrem Zentrum. R. Kochendörffer. 

Higman, Graham: Ordering by divisibility in abstract algebras. Proc. London 
math. Soc., III. Ser. 2, 326—336 (1952). 


An ordered algebra is an algebraic system for whose elements a relation < of quasi-order 
(i.e. a binary reflexive transitive relation) is defined, such that the operations of the algebra 
are isotone in every variable. IE a <sb and b<a implies a= b, the quasi-order is called an 
order; if moreover always a<b or b<.a, the order is a linear order; if the result of every 
operation is greater than or equal to each of the factors, the quasi-order is called a ‚‚divisibility 
order“. A quasi-ordered set is said to have the ‚‚finite basis property‘ (abbreviated to f. b.p.), 
if every subset which contains with x also ally> x consists of a finite subset and all elements 
greater than or equal to some element of this subset. — The main result of the paper is the 
theorem that under some natural and weak restrictions on the set of operations of the algebra 
every divisibility order on the algebra has the f. b.p. This conclusion holds in particular if the 
algebra is generated by a set of elements with the f. b. p,. and there only are a finite number of 
operations. The proof requires a study of the finite basis property which is of independent 
interest. A linearly ordered set with f. b. p. is well-ordered. A number of equivalent formu- 
lations are given for the f. b. p., and a principle of induction is derived which generalizes trans- 
finite induction. The f. b. p. carries over to subsets, homomorphic images, and cardinal products 
(of finitely many factors). — A number of diverse applications of the main theorem include 
several combinatorial results of Erdös and Rado (unpublished); a generalization of known re- 
sults on the existence of power series division rings over ordered algebraic systems (cf. H. Hahn, 
S.-Ber. Akad. Wiss. Wien, math.-naturw. Kl. 116, 601—655 (1907); A. I. Malcev, this Zbl. 34, 
309; B.H. Neumann, this Zbl. 35, 304; D. Zelinsky, this Zbl. 32, 390) and a theorem estab- 
lishing the ascending chain condition for certain large systems of fullyinvariant subgroups of 
free groups. B. H. Neumann. 

Schenkman, Eugene: Infinite Lie algebras. Duke math. J. 19, 529—535 
(1952). 

The author extends his tower theorem [Amer. J. math. 73, 453—474 (1951)] to the case 
of infinite dimensional Lie algebras satisfying the following conditions: 1) The join N of all 
nilpotent ideals of L (i. e. the nil radical of Z) is nilpotent and such that L/N is finite dimensional. 
2‘) L is uniformly locally finite, i. e. the dimension of any subalgebra generated by n elements 
has a bound depending only on n. — Denote by D(Z) the algebra of derivations of L and define 


the tower of derivations of Z inductively by D,= L, Dan = D(D,). Further put L® = N LE, 


then the generalised tower theorem (theorem 7, p. 534) states: If L satisfies 1) and 2') Endhas 
zero centre, and Z is the centre of L®, then D,/Z is isomorphie to a subalgebra of D(L®). This. 
is proved by extending some of the author’s results on subinvariant Lie algebras to the infinite 
dimensional case, in particular (th. 5): If A is member of a finite normal series of L, then A® 
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is an ideal of L and (th. 7, p. 533) if further A (but not necessarily Z) satisfies 1), 2’) and has 
zero centraliser in L, then the centraliser of A® is contained in A®. — As in loc. cit. the tower 
theorem has the corollary (th. 8): Let L satisfy 1), 2’) and have zero centre and suppose L is 
isomorphic to an ideal X of the holomorph of L®, where KD_L®. If Z denotes the centre of L® 
then D(L)/Z> D(L®), and hence D(L) has only inner derivations. In the enunciation of theorem 8 
read L® for the last Lin line 2 and the first Z in line 4. — The theorems of Engel, Lie and Levi 
are also extended to Lie algebras satisfying 1); for Lies’s theorem L also has to satisfy 2’) while 
for Levi’stheorem L has to be locally finite. Further itis proved that a locally finite Lie algebra L 
satisfying 1) is nilpotent if every proper subalgebra can be embedded in a maximal proper sub- 
algebra and in addition either a) every maximal proper subalgebra of L is an ideal or b) the 
intersection of all proper maximal subalgebras of L contains L2, the derived algebra of L. (Cf. the 
characterization of nilpotent groups by K. A. Hirsch, this Zbl. 33, 149). Paul M. Cohn. 

Murakami, Shingo: On the automorphisms of a real semi-simple Lie algebra. 
J. math. Soc. Japan 4, 103—133 (1952). 


Let & be a real semi-simple Lie algebra and & the complex algebra obtained by extending 


the groundfield. Choose a Cartan subalgebra 1%) of & and denote by 9 the space over the real 
numbers generated by the roots. A rotation of 9 is defined as an orthogonal transformation 
of 9 which permutes the roots among themselves. It is an inner rotation ifit can be generated 
by reflections in the hyperplanes orthogonal to the roots. Let G be the group of automorphisms 
of & and K a maximal compact subgroup of G, and denote by G°, K% the connected components 
of the identity in @ and K respectively. Then the main result states that G/@® is isomorphic 
to T/&, where T and © are the groups of rotations of $ induced by those automorphisms of K, 
K° respectively which leave 9 invariant. While the previous investigators of the structure of 
G/G® [E. Cartan; cf. F. Gantmacher, this Zbl. 22, 12, 315] had either limited them- 
selves to the complex case or used methods foreign to algebra, the present approach is purely 
algebraic. The author makes the reduction to compact groups (E. Cartan) by a method following 
Mostow (this Zbl. 37, 14) and gives the following characterization of T and ©: The real form 
of & which corresponds to a compact Lie group is denoted by ©, and is called the unitary re- 
strietion of &. Then an involutary automorphism S of &, can be chosen which leaves N) in- 
variant and inducesin 9 a rotation o leaving invariant the set of vectorsin Ö which are positive 
with respecttoagivenfundamental basisofroots(Gantmacher..c.). The roots now fallinto three 
systems. %,: roots & which are left fixed by o and such that e, (the vector of & belonging to 
the root &) is an eigenvector of $ belonging to the eigenvalue 1, &,: roots 8 which are left fixed 
by o and such that e,is an eigenvector of 8 belonging to the eigenvalue —1, and 2,: roots & 
which are not left fixed by 0. Write &* for o(£&) and denote the fundamental bilinear form by (,). 
Then T is the group of rotations z which commute with oe and such that oe (2,) = 2,i=1,2,3; 
and © is the group generated by the following inner rotations: 
c where B=&+8&* and (&8&*) +0 
B 
Ox (& €2,) Oz» 0% where (&, E*) =) (€ € 25). 


Here 0, denotes the reflection in the hyperplane orthogonal to y. The roots = E + &* such 


that (&,&*) +0 are in &,. By way of application the group @/@° is determined for the real 
Lie algebras whose complex form is of type 4,. Paul M. Cohn. 


Seidenberg, A.: Some basic theorems in differential algebra (charaeteristie 


p; arbitrary). Trans. Amer. math. Soc. 73, 174—190 (1952). 

Verf. gibt eine kurze, in sich geschlossene Darstellung einiger Hauptsätze der Differential- 
algebra für Körper der Charakteristik 0 und schlägt unter Verwendung von Beispielen vor, 
wie man die benutzten Begriffe zweckmäßig modifizieren sollte, um bei Primzahlcharakteristik 
zu entsprechenden Aussagen zu kommen. — Es seien F ein D-(Differential-)Körper; U, 
U],..., U„ D-Unbestimmte über F; u, u,...,%,, Elemente eines D-Oberkörpers von F}; 
Fiu,...u,} bzw. <Fu,,...,u,»> der kleinste D-Ring bzw. D-Körper, der F und die u, ent- 
hält. Alle vorkommenden Ideale werden stillschweigend als D-Ideale vorausgesetzt. — Char. 0: 
u heiße D-algebraisch über F, wenn es Nullstelle eines nichttrivialen Polynoms aus F {U} ist. 
Ist u D-algebraisch über F, so ist F<w) endlich über F; andernfalls hat F<u) unendlichen Trans- 
zendenzgrad über F. Der Satz vom primitiven Element (I) ist auch im D-Falle gültig, 
sobald F nichtkonstante Elemente enthält; denn unter dieser Bedingung gilt der wie im alge- 
braischen Falle zum Beweise benutzte Satz von den nichtverschwindenden Polynomen 
(IT), wonach es zu jedem Polynom f{U} aus F{U}ein ueF mit f{u} == 0 gibt. Zur Erleichte- 
rung des Überganges zu Char. p + 0 formuliert Verf. folgende Fassungen des Hilbertschen 
Nullstellensatzes: Schwache Form (III): Jedes perfekte Ideal des Polynomringes 
F{U,,..., U,} ist Durchschnitt von Primidealen. Starke Form (IV): Zu jedem r-dimensio- 
nalen Primideal P in F{U,,..., U,}, das ein Element «€ F{U,,..., U„} nicht enthält, läßt 
sich ein (r — 1)-dimensionales Primoberideal von P finden, das & nicht enthält. Schließlich er- 
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geben sich für F{U,,..., U,} die beiden Endlichkeitssätze (V): Es gilt der Teilerketten- 
Satz für Primideale, (VI) jedes perfekte Idealist Durchschnitt endlich vieler Primideale, aus denen 
sofort der Teilerkettensatz für perfekte Ideale folgt. — Char.p #0: u heiße D-algebraisch 
über F, wenn F<u) eine endliche Erweiterung von F ist. (I) gilt, wenn F keine endliche lineare 
Basis über seinem Konstantenkörper hat. Denn dann und nur dann ist (II) erfüllt. Ein Prim- 
ideal Pin S=F{U,,..., U,} heiße zulässig, wenn der Quotientenkörper von 8/P separabel 
über F ist. Es zeigt sich die Gültigkeit von (V) und (VI) für zulässige perfekte Ideale. Eine 
Diskussion von D-Separabilitätsfragen führt zum Satz von MacLane (VII): Ist F<u,, . . ., u, 
separabel über # vom D-Transzendenzgrad t, so ist bei geeigneter Umnumerierung der «, 
F<ü),...,u,> separabel über F<u,,...,u». Während (III) wörtlich übernommen werden 
kann, bleibt (IV) nur für zulässige Primideale erhalten. Das folgt aus (IV) unter Benutzung 
von (VII), jedoch gibt Verf. noch einen zweiten, besonders kurzen Beweis. A. Jaeger. 
Jaeger, Arno: Gewöhnliche Differentialgleichungen in Körpern von Prim- 


zahlcharakteristik. Monatsh. Math. 56, 181—219 (1952). 

Aufbauend auf der von Hasse, F.K. Schmidt und Deuring begründeten Differentiations- 
theorie für Körper einer Charakteristik p + (0 (dies. Zbl. 13, 341; 17, 101) entwickelt Verf. 
eine Theorie der Differentialgleichungen über solchen Körpern, die sich von der klassischen 
Theorie in wesentlichen Punkten unterscheidet. So ist die Auflösung einer Differentialgleichung 
der Formalordnung n mit p!<n<p! gleichwertig mit dem Aufsuchen aller Lösungen eines 
gewissen Systems von p* algebraischen Gleichungen in p* Unbestimmten. Die Koeffizienten 
dieses Gleichungssystems sind dabei konstant von Ordnungen > t. Weitere Aussagen werden 
über Parameteranzahl, Existenz der allgemeinen Lösung usw. gemacht. Es folgt die Behand- 
lung der Differentialgleichungen D* y= w und der linearen Differentialgleichungen. Ab- 
weichend vom klassischen Fall können jetzt jedoch in der allgemeinen Lösung einer linearen 
Differentialgleichung, die nicht immer zu existieren braucht, mehr unabhängige Parameter 
auftreten, als die Formalordnung angibt; indes läßt sich für diese Anzahl eine obere Schranke 
angeben. Die Ergebnisse werden speziell auf die hypergeometrische und die Besselsche Diffe- 
rentialgleichung angewandt. Schließlich werden noch die linearen Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten genauer untersucht. Der hierzu entwickelte Operatorkalkül weicht 
in seinen Methoden ebenfalls stark vom klassischen Fall ab. Der Begriff „konstante Koeffi- 
zienten‘“ wird weiter gefaßt: Die Koeffizienten brauchen nur konstant von Ordnungen > 
zu sein, wenn p'!<n<yp‘ und n die Formalordnung der Differentialgleichung ist. — Ent- 
sprechend der Iterationsregel für Differentiationen in Körpern der Charakteristik p treten 
durchgehend umfangreiche Rechnungen mit Binomialkoeffizienten auf. Zur besseren Hand- 
habung und Übersicht werden daher einleitend Hilfssätze über Binomialkoeffizienten und 
Pascalsche Dreiecke hergeleitet. Grundlegend für die meisten Beweise ist dann ein Satz über 
gewisse Basisdarstellungen der Elemente des betrachteten Körpers. Es wird gezeigt: Ist Da, = 1 
und Die = 0 für L<n<pt, so kann jedes Element 2 des Körpers eindeutig in der Form 

pe 
2= 5 z,.% dargestellt werden. Dabei sind die z, Konstante von Ordnungen >t. Als 

v=(0 
Lösungen von Differentialgleichungen dürfen natürlich nur solche Elemente zugelassen werden, 
die in einem Erweiterungskörper liegen, auf den die Differentiation fortgesetzt werden kann. 
Vorbereitend wird daher schließlich die Frage untersucht, auf welche Körpererweiterungen sich 
eine gegebene Differentiation fortsetzen läßt. Die hierhin gehörenden Sätze werden sogleich 
für Multidifferentiationen bewiesen. H.J. Kowalsky. 


Zahlkörper. Funktionenkörper : 


Varnavides, P.: The Euclidean real quadratie fields. Indagationes math. 14, 
111—122 = Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 55, .111—122 (1952). 

Ist © quadratisch irrational über dem rationalen Zahlkörper P, so heißt be- 
kanntlich P(d) bez. der Norm N (x), «€ P(#), Euklidisch, wenn für jedes Paar («, ß) 
von ganzen Zahlen aus P(d) mit ß #0 ein ganzes &€ P(Ö) existiert mit N(x — EB) 
<N(ß). Wählt man 9 = VD, D quadratfrei und ganzrational, so weiß man (vgl. 
u.a. Inkeri, dies. Zbl. 29, 201), daß P(yD) höchstens mit Ausnahme von (1) 
D=-—11,-7,=3=2,-1,%2,7351 607, 11,232172190210294337 3741837: 
13, 97 niemals Euklidisch, jedoch für D-+97 aus (1) Euklidisch ist. [ Verf. bemerkt, 
daß P(y97) bislang irrtümlich als Euklidisch galt, was von E. Barnes und 
H. Swinnerton in einer demnächst erscheinenden Arbeit gezeigt werden würde.] 
Unter Heranziehung früherer Methoden des Verf. (dies. Zbl. 30, 343) wird für die 


reellen quadratischen Körper P(YD), d.h. für de D>0, D=+97, aus (1) erneut 
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nachgewiesen, daß sie Euklidische Körper liefern. Der Beweis erfordert zum Teil 
längere numerische Rechnungen. H.-H. Ostmann. 

MacKenzie, Robert E.: Class group relations in eyclotomie fields. Amer. J. 
Math. 74, 759—763 (1952). 


Im Ring aller ganzen rationalen Zahlen sei N ein Repräsentantensystem aller primen 
Restklassen mod.n(> 3). Ferner sei & eine primitive n-te Einheitswurzel und k—= K(e) ein 
Kreisteilungskörper über dem rationalen Zahlkörper R. Dann ist für eine Zahl g aus N ein 
Automorphismus o, von k/R durch die Relation o,(e) = & eindeutig definiert. Verf. beweist 
folgenden Satz: Für eine beliebige Idealklasse & aus k und für beleibige ganze rationale Zahlen 


s,t ist die Idealklasse JJ(&) = IT o,(Ey*Hirl-lasinl- Latin] stets gleich der Hauptklasse 
geN 
aus k, wo [ | das Gaußsche Symbol bezeichnet. Da bekanntlich C ein Primideal p ersten Grades 


(über R) mit (p,n) = 1 enthält, so braucht man nur zu zeigen, daß /](p) ein Hauptideal aus k 
ist. Nach dem bekannten Zerlegungsgesetz der rationalen Primzahlen in k ist ]]J o,(p) ein 


eN 
von einer Primzahl p erzeugtes Hauptideal aus k. Daraus schließt man ohne Schwierigkeit, daß 
II (p) ein Hauptideal ist, wenn eines von s und toder s + t durch n teilbar ist. Daher kann man 
sich auf den Fall beschränken, daß s, fund s-+t durch n unteilbar sind. Nun sei ® der Rest- 
klassenkörper mod p in k und ®* sei die prime Restklassengruppe mod p. Dann versteht man 
unter den Charakteren y der additiven Gruppe ® p-te Einheitswurzeln. Setzt man für einen 
Charakter x von ®* 9,(4) = I x(#)A(a) («€ D*), so kann man beweisen, daß für A +1 


& 
I P, 2 = pP! gilt, wo y alle Charaktere von ®* durchläuft. (Verf. stellt für ein beliebiges, zu n 
% 
primes Primidealp aus k eine noch allgemeinere Formel auf.) Da A(«&) eine Zahl aus dem Kreis- 


teilungskörper K der pn-ten Einheitswurzeln über R ist, so gehört jedes p, (A) zu K. Im Falle, wo 
x(&)einn-ter Potenzrestcharakter (x/p)°nach pist, wird p „(4) einfach mit p,(A) bezeichnet. ImKörper 


K besitzt o,(p) einen einzigen Primteiler ®,, und es giltin X: o_(p) = Br Aus der obigen 
Produktformel schließt man ohne weiteres: @, (A)= II PB, ®, Dabei gilt für A#1 und 
geN 


n4#s: v(s,9)=(p—1)(1— (qs)/n + [qs/n]). Bezeichnet man mit g(s,t) den Koeffizienten 
von A(1) in @,(A) p,(A), so erhält man 9,(’) 9,(A) = 9(s; t) 94.(A), falls nf (s-+t) ist. Ferner 
ist g(s,2) eine Zahl aus k. Wenn außerdem s, # beide durch rn unteilbar sind, so schließt man 


sofort: g(s,8) = (A) (Alp +:A)= IT RO rCth0, Dabei gilt für A +1: 
geN 


(Hr —rsttg=P-NAL-L[a(s+H/n] + [qs/n] + [qt/n)). 
Wegen g(s,t)€k ist also pg (st) = II(Pp). M. Moriya. 

Whaples, G.: Generalized local class field theory. I. Reciprocity law. Duke 
ma th. J. 19, 505—517 (1952). 

To local class field theory, in its generalized formulation by Moriya, the 
reviewer and Schilling (The Theory of Valuations, New York 1950, this Zbl. 37, 
307) is given a new treatment. It employs cohomological approach [Hochschild, 
Ann. of Math. 51, 331—347 (1950)] and is closely related with Artin’s one (Alge- 
braice Numbers and Algebraie Functions, New York 1951). A crucial norm lemma is 
proved skilfully by Hensel’s product expression of z-adic elements and by considering 
the case of an algebraically closed residue-field, together with traditional trace 
arguments. Reciprocity law is given by means of pairing of the multiplicative group 
of the underlying field and the character group of the full Galois group (first into 
the eontinuous 2-cohomology group and then) into reals mod.1. T. Nakayama. 

Tate, John: The higher dimensional cohomology groups of class field theory. 
Ann. of Math., II. Ser. 56, 294—297 (1952). 

It is proved that the Galois cohomology group H’(G, A) (r > 2) in the idele- 
class group A of an algebraie number field is isomorphie to the cohomology group 
H'2(G,Z) in the additive group Z of rational integers. 'The proof depends on the 
equivalence of the following two axioms concerning a 2-cohomology class x on a 
finite group G in an abelian G-group A and the Artin splitting group A for «: 
I. H!(U,A) = (0 and H?(U, A) is eyclie of the same order as U, generated by the 


restrietion of x to U, for every subgroup U 0f G; II. H(U, A) = H2(U, A) = 0 
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for every subgroup U 0f@. The equivalence is proved by making use of the exact 


sequences H,(/) > H1(A) > H1(A) > H!(T) > H?(A) > H?(A) > H?(T), H°(R) — 
H%Z) > H“(T) > HUR)>H!Z)>H?%(I)>H?(R) derived from A/JA=I, 
R/T=Z, where R is the group ring of G over Z and I is its ideal gene- 
rated by the elements o—1(oE@). I. is satisfied by the fundamental co- 
homology class in the class field theory (ef. the following review) while 


II. entails H’(U, A)=0 for allr>0, by a result due to Serre, Lyndon, Hoch- 
schild and the reviewer [ef. Hochschild-Nakayama,l.c.], and they together lead, 
combined with the higher-dimensional analogues to the above exact sequences, 
to a desired canonical isomorphism of H’(G, A) and H’”2(G,Z). A special case is 
H®(G, A) = 0. A subsequent paper is promised, where negative-dimensional co- 
homology groups will be discussed. T. Nakayama. 

Hochschild, 6. and T. Nakayama: Cohomology in class field theory. Ann. 
of Math., II. Ser. 55, 348—366 (1952). 


Let k be an algebraic number field of a finite degree, K a finite normal extension of k with 
the Galois group £. The elements of 8 operate as automorphisms on the following groups: 
(1) the multiplicative group K* of regular elements of K, (2) the idele group Jx of K, (3) the 
idele class group C’; of K. So one may consider the n-th cohomology groups H"($, K*), H"(8,Jx), 
H" (8, 0,) of Kin K*, Jz, Cz resp. (n=1,2,...). The main results of the class field theory, 
or rather of the theory of algebras based on the class field theory are then translated into coho- 
mology language as follows: (1) Z1(8,Jz) = (1) (Hilbert-Speiser theorem), (2) The natural 
homomorphism 7 of H? (8, K*) into 7? (8, Jz) isanisomorphism (Hasse-Brauer-Noether 
theorem). (3) One may define the invariants of idele cohomology classes i. e. of the elements 
of H(8, Jzx) as functions p(p) defined on the set of all primes of k and taking values on the 
additive group of rational numbers mod 1 such that o(p) = 0 for all but a finite number of p. 
The invariants of the elements of j(4?(&, K*)) are then characterized by © o(p)=0 (Hasse 

p 


reciprocity theorem), so that 2? (8, Jz)/j (H? (8, K*)) is cyclie of order n/g, where n = [K:k] 
and gis the g.c.d. of the number gp of prime divisors of pin K for all p in k. These are the 
contents of theorems 2.1, 2.2, 2.4, 2.5 of this paper. They are proved independently from the 
theory of algebras by the elegant method of exact sequence. The same method allows to go 
further to obtain the following new results: (4) H1($, 0x) = (1) (theorem 2.3), (5) 42 (8, Oz) 
is cyclic of order n, and is generated by the ‚‚canonical class“ u;/,, where ux/,is defined first for the 
case where K/k is cyclic, by use of Nakayama-Akizuki homomorphism (cf. Nakayama, 
this Zbl. 12, 390; Akizuki, this Zbl. 13, 293), and then in the general case by the method of 
lifting and restriction [ef.Hochschild, Ann. of Math., II. Ser. 51, 331—347 (1950)]. (Theorem 2.6) 
(6) Theimage of A? (8, C,)in H? (Sl, K*) by natural homomorphism is a cyclic group of order g 
and is generated by the image of ux/,. It coincides with the ceilinged group H} (8, K*) (theorems 
2.7,2.8). (7) HE(R, Jg) = (1), HL (8, Cr) = (1). The significance of ux,, is discussed in $ 3. 
It is identified with the class defined arithmetically by A. Weil (cf. this Zbl. 44, 29) first for 
the cyclic case, then in the general case in verifying the three characteristice properties of the class 
of Weil (cf. Weil. c.). Finally, in the last $ 4, it is shown that H”(8, K*) = H" (8, J;) = 
H” (8,C;) = (1) for alln> 1, when kis (not an algebraic number field but) a finite extension 
of transcendence degree 1 of an algebraically closed field and X is a finite normal extension of k 
with the Galois group $. The case n = 2 follows from Tsen theorem, whence follows further 
the general case by the method of exact sequence. S. Iyanaga. 
Lang, Serge and John Tate: On Chevalley’s proof of Luroth’s theorem. Proc. 


Amer. math. Soc. 3, 621—624 (1952). 

Chevalley hat zum Beweis des Satzes von Lüroth die Tatsache benutzt, 
daß ein rationaler Funktionenkörper über seinem Konstantenkörper separabel er- 
zeugbar und vom Geschlecht Null ist. In Verallgemeinerung dieser Tatsache wird 
gezeigt (Theorem 1): Ist k ein über dem Konstantenkörper k, separabel erzeugbarer 
Funktionenkörper und k’ ein k, umfassender Unterkörper von k, so gilt für die Ge- 
schlechter g von k bzw. g’ von k’: g’ <g. Daraus folgt fast unmittelbar der Satz 
von Lüroth. — Ist k über k, nicht separabel erzeugbar, so ist Theorem 1 falsch. 
Darüber hinaus gilt (Theorem 2): Ein über k, nicht separabel erzeugbarer Funk- 
tionenkörper k vom Geschlecht Null enthält Unterkörper mit beliebig großem 
Geschlecht. — Schließlich wird durch ein Beispiel die Existenz von nicht separabel 
erzeugbaren Funktionenkörpern vom Geschlecht Null nachgewiesen. F. Kasch. 
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Tate, John: Genus change in inseparable extensions of function fields. Proc. 
Amer. math. Soc. 3, 400—406 (1952). 

Let k be any field of characteristic p» > 0, and X be an inseparable extension 
of kof degree p, and K = k(a) with «® =a ink. If&in K is expressed in the form 
E= mn taa ++, 10PT (x, in k) in terms of &, we put S,(&) = De 
can be regarded as a substitute for the trace from K to k. He also introduces a 
substitute for the different of K over k, by means of above-mentioned new trace. 
He then derives the relation between the genera G@ and g of k and K in the form 
2G—2=pl"(2g—2)+(p—1)a, p" being the relative degree between con- 
stant fields of X and k. The value of a is precisely given in his paper. Following 
two consequences are of interest in itself: 1. By totally inseparable extension, 
genus change G@ — g is divisible by (p — 1)/2, p being the characteristic of the fields. 
2. If k has the characteristic p >0 and genus g< (p— 1)/2, then the genus of k 
is invariant under all constant field extensions. T. Tannaka. 

Kawai, Ryoichiro: A note on the Riemann-Roch-Weil’s theorem. Mem. 
Coll. Sei., Univ. Kyoto, Ser. A 27, 123—131 (1952). 

In the A. Weil’s paper on the theory of hyperabelian functions (this Zbl. 18, 
63), a certain kind of Riemann-Roch theorem for matrix-divisors was presented. 
He proved this theorem by a purely transcendental method, using the abelian inte- 
grals of the third kind. The present paper shows that we can also deduce it from 
the E. Witt’s Riemann-Roch theorem on the simple algebras over an algebraic 
function-field of one variable by a purely algebraic method for an arbitrary algebraic 
function-field with algebraically closed constant-field. But the general case of 
arbitrary „signatures“ for the case of prime number characteristic is not treated in 
this paper. J. Igusa. 


Zahlentheorie: 


e Neiß, Fritz: Einführung in die Zahlentheorie. Leipzig: S. Hirzel Verlag 1952. 
11358, 


In this book the author proposes to give those parts of the theory of numbers which belong 
to the general education of a mathematician. So we find here an introduction into the elementary 
number theory, although a few pages are devoted to some results of analytic number theory. — 
The author has chosen from the subjects available the following chapters: I. Divisibility of 
integers (with Zermelo’s and classical proof of the fundamental theorem); II. Finite continued 
fractions (with applications on the representation by two squares and factorisation of uni- 
modular maätrices); III. Residue systems (with definitions of group, ring, field, ete.); IV. Arith- 
metical functions [o,(m), 9(m), u(m] and their applications); V. Theorems of Fermat, Thue 
and Wilson (with applications); VI. Algebraie congruences (formulated by means of group 
theory); VII. Quadratic residues (Legendre’s symbol, sum of two and four squares); VIII. The 
law of quadratic reciprocity (two proofs); IX. Quadratic forms (automorphic transformations, 
Pell’s equation, reduction of quadratic forms, finiteness of the number of classes). A number 


of excercises, partly quoted from I. Schur, completes the work. — In connection with the great 
significance of the algebra in modern mathematies, the author has not hesitated to formulate 
the theorems by means of algebraic terminology. W. Verdenius. 


e Leman-Schoeneberg: Vom periodischen Dezimalbruch zur Zahlentheorie. 
3. Aufl. (Math.-phys. Bibl. I, 19). Leipzig: B. G. Teubner, 1952. 608. DM 2,10. 

Maccaferri, Eugenio: Alcune propriet& dei numeri interi. Periodico Mat., 
IV. Ser. 30, 209—210 (1952). 

Rao, U. R. Shankarnarayana: Testing for divisibility. Math. Student 20, 
82—84 (1952). 

Kraitchik, Maurice: On the factorization of 2” + 1. Scripta math. 18, 39— 52 
1952). 
article contains a summary of the knowledge on the factors of 2" +1 
for several values of n. Hereby special attention is devoted to the Mersenne’s and 
Fermat’s numbers, Lucas’ test of primality and Aurifeuillian numbers with Lucas’ 
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generalisation (Cf. Diekson, History I, p. 396 and 333). A list of all known results 

which are definitely settled up to this time completes the work. W. Verdenius. 
Gloden, A.: Notes on Diophantine equations. Seripta math. 18, 177—179 (1952). 
Gloden, A.: Systemes multigrades remarquables. Mathesis 61, 278—280 (1952). 
Pietrosanti, Aldo: Sopra un sistema diofanteo. Archimede 4, 203—205 (1952): 

Morgantini, E.: Sulla risoluzione dell’equazione diofantea: I a, man Da, 


Ann. Univ. Ferrara, n. Ser., Sez. VII 1, 93—101 (1952). 
Morgantini, Edmondo: Sulla risoluzione dell’equazione diofantea: I a,x? 


= Na,y?ri. Ann. Triestini, Sez. II 21, 35—45 (1952). 


[3 

In beiden Fällen kommt der Verf. durch geometrische Überlegungen zu Formeln, 
durch die die Lösungen der gegebenen diophantischen Gleichungen in Parameterform 
gegeben werden. Die Bedingungen, denen die Parameter unterworfen sind, sind 
in beiden Arbeiten nicht einfach angebbar. N. Hofreiter. 

Skolem, Th.: On the diophantine equation ax® +5by?+cz2?=0. Rend. 
Mat. e Appl., V. Ser. 11, 88—100 (1952). 

The following theorem of Legendreis proved: Let abc besquarefree. Then a + by? + 
c2? = ( is solvable in integers x, %, z, not all zero, if and only if, a, b, and c have not all the same 
sign and if a2 +by? + cz? isreducible mod. abc orif —bc,— ca,— ab are quadratic 
residues mod. a, b, c. — The proof is made by means of a lemma which in a generalised form is 
also used by Mordell (this Zbl. 44, 34) in his proof on the same subject. Here at first is shown 
that the reducibility includes the solvability and conversely. The quadratic residues are then 
concluded from the reducibility. Although the proof of Mordell is shorter here the quadratic 
reciprocity law is not used. Also the same boundaries for |x|, |y| and |z| are proved as in the 
above mentioned article of Mordell. — Afterwards the following generalisation is proved: 
Let a(t), b(t) and c(t) belong to the domain d of polynomials with rational coefficients of degree 
resp. n, n— r, n— s. Then aft) x*(t) + b(t) y?(t) + c(t) 2?(t) = Dis non trivially solvable with 
x(t),y(t) and z(t) ind, if and only if—b(t)c(t),—e(t)a(t), —a(t)b(t) are quadratic residues moda(t), 
b(t) and c(t) in 9, provided that when r and sare both pair, a rational number 7 exists, such that 
alt)db(T)er«) +0 and alt)a®+bd(rT)y®+c(rT)2?=0( is solvable in rational integers not 
all zero. — The proof is elementary, but it seems not so easy to generalise it to higher algebraic 
number fields. W. Verdenius. 

Samet, P. A.: An equation in Gaussian integers. Amer. math. Monthly 59, 
448—452 (1952). 

Verf. bringt einen Beweis der Behauptung von J.S. Smith [Proc. Roy. Soc. 
13, 278—297 (1864); Collected Works, Bd.1, 410]: Sei R der rationale Zahlkörper, 
also R(i) der Gaußsche Zahlkörper. [Die Buchstaben bedeuten ganze Zahlen aus 
R(t).] Notwendige und hinreichende Bedingung für die nichttriviale Lösbarkeit 
von a@®+by?+cz2?=( mit quadratfreien, paarweise primen a, b, c ist, daß 
bc, ca, «5b bzw. quadratische Reste von a, b, c sind. L. Holzer. 

Stolt, Bengt: On the diophantine equation u — Dv=+t4AN. Ark. Mat. 
2, 1—23 (1952). 

For solving an equation of the type u — Dv2= + N, where D and N are 
positive integers, one may use either the theory of quadratic forms or the theory 
of quadratie fields. T. Nagell has shown (this Zbl. 36, 303) how it is possible to 
determine all solutions in rational integers u and v independently of these theories. 
In this paper the author considers the equation (1) —-Dv”=-4N. His 
method is analoguous to that used by Nagell. One result is that (1), if solvable, 
has at most 2" classes of solutions if N =9,P,°''?,, p, odd primes, p, +P, 


and (N,D)=1. Two solutions ® - VD sc VD are said to belong the same 


„VD D D D 
a era A! ‚ where N 
diophantine equation x°— Dy? = 4. These investigations will be continued in 
a second and in a third part. W. Ljunggren. 


class if 


is a solution of the 
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Ljunggren, Wilhelm: Eine elementare Auflösung der Diophantischen Glei- 
chung x? +1=2y?. Acta math. Acad. Sei. Hungar. 3, 99—101 und russische 
Zusammenfassg. 101 (1952). 

Verf. zeigt mit Hilfe der Pellschen Gleichung, daß die diophantische Gleichung 
+ 1l=2y2 nurdi Lösungen = —1, y=0; 7-1 y-41; 2=33, 
y= +18 hat. Druckfehler: In (6’) und auf 8. 101, 2.5 soll 4 statt 2 im Nenner 
stehen. N. Hofreiter. 

Ljunggren, Wilhelm: New solution of a problem proposed by E. Lucas. Norsk 
mat. Tidsskr. 34, 65—72 (1952). 

Das von E. Lucas gestellte Problem über die Lagerung von kongruenten 
Kugeln in einer quadratischen Pyramide führt auf die diophantische Gleichung 
(x +1)2x+1)=6y. Wie G.N. Watson [Messenger of Math. 48, 1—22 
(1919)] mit elliptischen Funktionen gezeigt hat, hat die Gleichung nur die positiven 
Lösungen = y=1; x=24, y=10. Verf. beweist dies neuerdings, aber nur 
unter Benutzung von algebraischen und zahlentheoretischen Hilfsmitteln. 

N. Hofreiter. 

Le Veque, Wm. J.: On the equation a” — by=1. Amer. J. Math. 74, 325—331 
(1952). 

Let a and b denote any fixed integers. The author proves the following theorem: 
The equation a —bY=1 has just the two solutions (1,1) and (2,3) if a =3, 
b=2. Inall other cases it has at most one solution. If a is even and b is odd, the 
only possible solution is with x —= ßja if 2°| 
x=1lorßifx = 1. The only possible solution if a is odd and b is even is (s,, 51; fg); 
where a —s,(b), b— 2t,(a), a’° — s,(b"), the symbol A—f(k) meaning that h 
belongs to f (mod k). — The proof is very simple in the case a even, b odd. Ifa 
is odd and b even, the demonstration is more complicated. The reviewer has found 
a simpler method for determining the possible solution in this case, namely y=1 
or y/ö or (y + 1)/ö, where 2Y||a — (—- 1)«=V/2 and 2°||b. The author seems to 
be unaware of a paper ofC. Stormer [C.r. Acad. Sci., Paris 127, 752—754 (1898)], 
at a complete solution of the more general equation (1) afı -as- 
el bYı bye. bYs.-.-bYm —=c(c=1,2). In the bibliography the rev. Also 
misses a paper due to Th. Skolem (Norsk mat. Tidsskr. 27, 37—51 (1945)] where he 
discusses the equation (1) in the case c#1,2. W. Ljunggren. 

Mordell, L. J.: The congruence ax®+by?+c=0 (mod x y), and integer 
solutions of cubic equations in three variables. Acta math. 88, 77—83 (1952). 

The following theorem is proved : The congruence ax? + by? +c= (0 (mod xy), 
where a, b, c are given integers, has an infinite number of solutions for which 
(ce x, y) = 1,and x, ycan be given as polynomials ina,b,c. By means of this theorem 
is shown that the equation 2? — 27? 025? j? = ab? x? + y?, where a, b, j are given 
integers, has an infinity of integer solutions. In his paper (this Zbl. 46, 266), the 
author proposed the conjecture: Let f(x, y, 2) be a cubic polynomial in x, y, 2 with 
integer ceoefficients such that f(x, y, 2) —- ais irreducible for alla. Then if the equation 
f(x, y.2) = 0 does not represent a cone in three dimensional space and has one 
solution in integers, there exists an infinity of integer solutions. This conjecture has 
been proved for some equations and in partieular for 2-®=-lza+my+Ax+ 
Bx&2y+Cxy?+ Dy?, where the coefficients are integers and (l,m) =1. The 
equation (1) gives an example with Z=m= 0. In a postscript the author states 
that the conjecture is false for the simple nontrivialequation +92 +2? +4xyz2=1 
with the only integer solutions = +1, y=/I, 2=0. W. Ljunggren. 

Rieei, Giovanni: Funzioni aritmetiche. Proprietä asintotiche. Aritmetica 
analitica. Archimede 4, 148—155 (1952). 

Venkataraman, C. S.: On a problem of Erdös. Math. Student 19, 127—128 
(1952). i 


42 


Die Gleichung B(x)=n ist für n=2-4:6---(2k) und n=2%(k +1): 
.(k + 2) - (2k)lösbar [®(x) Eulersche Funktion, k bel. nat. Zahl.] H. L. Schmid. 

Watson, G. L.: Representation of large numbers by cubie forms in seven 
positive integral variables. Proc. London math. Soc., III. Ser. 2, 311—325 (1952). 

Sei 

f=zaw +) +bwW +VP)+clw? tw?) +adß, 

a, b, c, d ganz. Jede genügend große ganze Zahl ist durch f darstellbar (mit ganz- 
zahligen a, v, w, ti), wenn .a=b=c=1; oder 2. oo b=.d.— 1:23 4204 5220. 
194 c; oder 3. (3, d) = 1; (42d, abc) = 1; wenn p a, b, c teilt, so teilt p? keine der 
Zahlen a, b, c; keine Primzahl = 1 (mod 6) teilt zwei der Zahlen a, b, c. Die Beweis- 
methode schließt an eine frühere Arbeit des Verf. an (dies. Zbl. 42, 41), wo der Fall 
a=b=c=d=1 behandelt wurde. Es wird das Resultat von Page und Siegel 
über Primzahlen in einer arithmetischen Progression benützt, sowie die Darstell- 
barkeit von ganzen Zahlen gewisser arithmetischer Reihen durch spezielle ternäre 
quadratische Formen. K. Prachar. 


Obläth, R.: Sur le probleme de Goldbach. Mathesis 61, 179—183 (1952). 
Verf. gibt in seinem Artikel einen Überblick über den gegenwärtigen Stand 
des Goldbach-Problems. H.-H. Ostmann. 


Sprague, Roland: Über additive Zerlegungen in lauter verschiedene Glieder 
einer Teilfolge der natürlichen Zahlenreihe. Math. Z. 56, 258—260 (1952). 

Verf. beweist mit einer neuen Methode den folgenden Zerfällungssatz: „Es sei 
My, Mg, ... eine unendliche Teilfolge der natürlichen Zahlenreihe, N>—1 eine 
ganze Zahl. Ferner sei ein k>0 vorhanden mit (1) 2m, - m SN <m,,ı 
(m,=0), (2) 2m m, >N für alle 2>%k. Sind dann die Zahlen N +1, 
N +2,..,N + m,,ı sämtlich darstellbar in der Form (3) Sa,m, mit = 0 


oder 1, so ist jede natürliche Zahl oberhalb N die Summe von paarweise verschie- 
denen Gliedern der Folge (m,)“. Ein ähnlicher Satz wurde bereits früher vom Ref. 
(dies. Zbl. 40, 308) bewiesen, wo in (3) schärfer ,—= 0 für » >k, dagegen statt 
(1) und (2) nur 2m, — m, 20 für 1 >% verlangt wird. Verf. weist darauf hin, 
daß das von ihm angegebene Verfahren bei den Dreiecks- und Fünfeckszahlen ra- 
scher zum Ziele führt, bei den Quadratzahlen hingegen nicht. AH.-E. Richert. 


Hasse, Helmut: Über die Artinsche Vermutung und verwandte Dichtefragen. 
Ann. Acad. Sci. Fennicae, Ser. A I 116, 17 S. (1952). 

Die Artinsche Vermutung macht bekanntlich eine Aussage über die Dirichletsche Dichte 
der Menge der Primzahlen, welche eine vorgegebene ganzrationale Zahl a + 0, + 1 als Primitiv- 
wurzel haben. (Vgl. Hasse, Zahlentheorie, Berlin 1950; dies Zbl. 35, 20). Der Verf. zeigt 
nun ausführlich, daß die Vermutung gezeigt wäre, wenn folgendes gilt: Ist für jede Primzahl q 


K, der galoissche Körper R (vi, Va) (R Körper der rationalen Zahlen) mit Grad k,, & (s|K,) 


die Dedekindsche Zetafunktion von K, so ist für 1<s< s, (s, beliebig) (1) De: + log & (el Ku) 
q 


k, log£&(s) 
gleichmäßig konvergent. Um diese Vermutung zu zeigen, muß eine für 1<s<s, gleich- 
mäßige Abschätzung von log &(s|K,) in Abhängigkeit von q gefunden werden. Wird die Artin- 
sche Vermutung auf den Funktionenkörper über einen endlichen Konstantenkörper übertragen, 
so ist es H. Bilharz (dies. Zbl. 16, 343) gelungen, dieses Programm durchzuführen und auf 
die Riemannsche Vermutung über die Kongruenzzetafunktion zurückzuführen, welche jetzt 
durch A. Weil bewiesen ist. Verf. berichtet nun über eine noch nicht publizierte Arbeit von 
H. W. Knobloch, in welcher mit der gleichen Methode die Dirichletsche Dichte der Menge der 
Primzahlen p untersucht wird, für welche p—1 quadratfrei ist. Dies führt nun auf den Körper 
K, der g?-ten Einheitswurzeln, und es führt alles auf den Beweis von (1) für diesen Körper zurück. 
H. W.Knobloch gelingt es allerdings nicht, (1) für diesen Fall zu beweisen, aber mit einer 
Modifikation von (1) gelingt es doch, die Dichte zu bestimmen. Diese Methode von Knobloch 
erscheint dem Verf. von großem Interesse, da sie vielleicht auf (1) im Falle der Artinschen Ver- 
mutung verallgemeinerungsfähig ist, obwohl das Problem von Knobloch bereits vorher von 
L.Mirsky (dies. Zbl. 33, 162) sogar für die natürliche Dichte gelöst wurde. EB. Hlawka. 
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Basu, N. M.: A note on partitions. Bull. Calcutta math. Soc. 44, 27—30 
(1952). 

Verf. zeigt folgenden Satz: Ist B(®9 die Anzahl der Zerlegungen der natürlichen 
Zahl n in höchstens s Summanden mit Berücksichtigung der Reihenfolge, dann 
gibt es eine eindeutig bestimmte Zahl x mit 4 <a(s) <1, so daß für n — 


B@ = 7 I 1] ar=1, Es ist « einfache Nullstelle der Gleichung 
= s+1 
0%) = n _ = (), deren weitere Nullstellen $, (1 <i <s— 1) dem Betrage 


nach >1 und einfach sind. Der Satz folgt dann sofort aus der Partialbruchzer- 
[0,0] 
— > B(s) 
legung von 1 po ()=1+ p) Bar. EEE 


Rushforth, J. M.: Congruence properties of the partition funetion and asso- 
ciated functions. Proc. Cambridge philos. Soc. 48, 402—413 (1952). 

Some time before his death Ramanujan sent to Prof. Hardy, a manuseript 
entitled „some properties of P(n) and t(n) defined by 


oo [00] [0,0] oo 
= (Ra II (rt)! Zi) RN &1I (1 — ar). 
This manuscript, it seems, contained many statements concerning the congruence 
properties of P(n) and r(n). Many of these statements were either without proofs 
or with incomplete proofs. A few of these with complete proofs were extracted and 
posthumously published by Hardy [Math. Z. 9, 147 (1921)]. Recently some others 
had been rediscovered by Bambah and others. — The author says that in his thesis 
(Birmingham 1950) he has been able to fill up the gaps in Ramanujan’s arguments 
and furnish proofs of Ramanujan’s statements. In the paper, under review, the 
author proves some statements of Ramanujan. The proofs are elementary and depend 
on algebrical identities between the familiar functions P, Q, R of Ramanujan. 
(Reviewer’s remark: The author’s assertion that the congruences (4.1) and (4. 2) 
for t(n) are new is not correct, since these congruences are already contained in the 
work of Bambah [J. London math. Soc. 21,91 (1946)].) . K.@. Ramanathan. 


Newman, Morris: Remarks on some modular identities. Trans. Amer. math. 
Soc. 73, 313—320 (1952). 


Let P,(n) be defined by NS P,(n) Ge 11 c — x"). Involving P,(n) the 
0 


author obtains several identities of which the following is typical. 
5 P,(7 n + 24) x = — II (1 — «!’m2. 
0 n 


The method of proof depends on the following simple considerations. Let /',(m) 
ar+b 
et+d 
satisfiying ad—be=1, C = Om). If m|n then I',(n) is of finite index in /,(m). 
A function f(r) of the complex variable = x +iy, y>0 is said to belong to 
T',(m) if i) f(r) is regular in the interior of the complex 7 half plane, ii) invariant 
under /',(m) iii) behaves like a rational function of the uniformising parameter at the 
parabolie vertices of the fundamental region of /',(m). Let 7(rT)= e""12 I] (1— e""") 


‚ a,b, c, d integers 


denote the group of modular. substitutions T >07 = 


and pa prime >3. Then i) h(r) = n(p?r)/n(r) belongs to /',(p?). (Wellknown.) 
ii) I {h(o r)}" belongs to I ,(p), o running through a complete system of represen- 


tatives of right cosets of /,(p?) in T',(p), li) (n(pr)/n()) for g(p — 1) = 0(24) 
belongs to /,(p) (Wellknown). For special values of r and p the author obtains 
some wellknown identities of Number Theory. K.@G. Ramanalhan. 
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Drazin, M. P. and J. Stanley Griffith: On the decimal representation of integers. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 48, 555—565 (1952). 2 

Es sei r >2 ganz, und es seien die natürlichen Zahlen » im r-adischen System 
dargestellt. Dann betrachten die Verff. für natürliche Zahlen t die Summe A,(r, n) 
der t-ten Potenzen der Ziffern aller natürlichen Zahlen <n. Für t=1 wurden 
diese Summen bereits von L. E. Bush (dies. Zbl. 25, 106), L. Mirsky (dies. Zbl. 


34, 171) und R. Bellmann und H.N.Shapiro (dies. Zbl. 31, 254) betrachtet. 


Ist n eine Potenz von r, so ist Ay,(r,n) gleich F,(r, n) = o,(r) nlog n/log r, wo 
n—1l 

olr)=r! 8 p. Es liegt daher nahe, A,(r,n) = (F;(r, n) — A,(r, n))[n o,(r) 
—1 


Di . 
zu betrachten. Dann wird zunächst in Verschärfung eines Resultates von Mirsky 
gezeigt, daß für alle r, i,n A,(r,n) 0 ist. Weiter ist für alle t, n A,(2,n) <1, 
#—1 log (r 1) 


Zn) na: wenn r >3. Die Verff. diskutieren, wie weit sich diese 
T— 
Abschätzung verschärfen läßt, und betrachten dazu supA4,;(r,n) = D,;(r). Sie 
N 
bestimmen D,(2), D,(3) exakt und zeigen lim D, (r) >— 10875 10g E2 
t> 00 


Die erzielten Ergebnisse werden auf die Theorie der normalen Zahlen angewendet 
und liefern einen neuen Beweis eines Satzes von Champernowne (dies. Zbl. 7, 337). 
E. Hlawka. 

Cassels, J. W. S.: On a paper of Niven and Zuckerman. Pacific J. Math. ?2, 
555—557 (1952). 

Verf. gibt einen sehr eleganten und durchsichtigen Beweis für den Satz von 
Niven und Zuckerman (vgl. dies. Zbl. 42, 269). E. Hlawka. 

Sklar, Abe: On the factorization of squarefree integers. Proc. Amer. math. 
Soc. 3, 701—705 (1952). 

Ist f(n) die Anzahl der Darstellungen der natürlichen Zahl n als geordnetes 
Produkt aus Faktoren > 1, dann ist, für quadratfreies n = S,, f{n) eine Funktion 
h(r) der Anzahl r der Primfaktoren von S, allein. — Durch Anwendung der Euler- 
MeLaurinschen Summenformel auf die Identität von D.N. Sen [Proc. Caleutta 

[0,0] 
Math. Soc. 33, 1—8 (1941)] h(r) =} =, n” 2” (die, wie der Verf. bemerkt, nur ein 
i; 
spezieller Fall der Relation f(u) = # = d,(u) 2”* ist), wird gezeigt 


Il 


kKir)—.2 Nr) (log2) rl en men = 2 S (cos 0," + cos. {{r + 1)6,}; 
ee el + (58 an een IR|<s2°r +1) (Se) 1 


2ın 2ın 2 
Der Verf. gibt zwei Anwendungen seines Satzes auf das Wachstum von log f(n). 
E. Hlawka. 

Horväth, J.: Primzahlen. I. Revista Mat. element. 1, 21—33 (1952) [Spanisch]. 

Nagura, Jitsuro: On the interval containing at least one prime number. Proc. 
Japan Acad. 28, 177—181 (1952). 

Den Verallgemeinerungen des Bertrandschen Postulates fügt Verf. folgenden 
Satz hinzu: Zu jedem x >a, gibt es mindestens eine Primzahl p mit «<p< 
(1+1/n)x. Dabei kann für (a,,n) eines der Zahlenpaare (2,1), (8,2), (9,3), 
(24,4), (25,5) gesetzt werden. Der Beweis erfolgt mit Tschebyscheff-Ramanujanschen 
Mitteln (S. Ramanujan, Collected papers, Cambridge 1927, 208—209). Es sei be- 
merkt, daß dieses Resultat (sogar in wesentlich allgemeinerer Form) mit bedeutend 
weniger Rechenaufwand aus den numerischen Abschätzungen für Primzahlfunk- 
tionen von B. Rosser (dies. Zbl. 24, 250) hergeleitet werdenkann. AH.-E. Richert. 

Bang, Theger: Eine Funktion, die alle Primzahlen darstellt. Norsk mat. 
Tidsskr. 34, 117—118 (1952) [Norwegisch]. 


45 | 


Knödel, Walter: Sätze über Primzahlen. II. Monatsh. Math. 56, 137—143 
(1952). 

Es sei x >0, keine natürliche Zahl und Z die Anzahl der Systeme von ganzen 
Zahlen y, @=1,2,...,k), welche den Bedingungen „,=0, 0 <y,<2klogx 
genügen und zu denen es mehr als c,(k) x/log® x natürliche Zahlen 2< x gibt, 
derart, daß das k-tupel 2+y, W=1,2,...,k) aus lauter Primzahlen besteht. 
Verf. beweist: Z>c,(k)log*”! x. Dies ist die wahre Größenordnung, weil Verf. 
früher (dies. Zbl. 42, 42) bewiesen hat, daß Z <c,(k) log! x ist. 

H. D. Kloosterman. 

Apostol, T. M.: Theorems on generalized Dedekind sums. Pacific J. Math. 
2%, 1—9 (1952). 

k—1 

Let (h,k)=1 and S$,(h,k) = > nB () here Ian res 
tional part of uh/k and B, is the p-th Bernoulli polynomial. The author, in a 
previous paper (this Zbl. 39, 38) introduced these sums as a generalisation of the 
wellknown Dedekind sum and obtained a ‚‚reciproeity formula‘ connecting S,(h, k) 
and S,(k, h). In this paper the author shows that S,(h, k) are related to certain 


oo 
finite sums involving the Hurwitz zeta-function £(s,a)= N (n+a)®, Res >1, 
1 


a not a negative integer, and deduces the reciprocity formula from the properties 
of these finite sums. K.@G. Ramanathan. 
Delcourte, M.: Sur les sommes des residus quadratiques des nombres Hrenulers; 
Mathesis 61, 73—79 (1952). 
This is an expository paper in which the author derives the known expressions 


for 
DE 3P< Bil p—1-, 
a, iS 20 (=) x, and [=] 
=: e S p Berka P2 2 
3(P—]1) 


in terms of the so-called quadratic excess > (2). Here p is a prime number, 
z=1 


p=3 (mod 4), oo denotes the Legendre symbol, and [x] denotes the greatest 


integer not exceeding x. Unfortunately no mention is made of Dirichlet’s class-number 
formula or of the fact that the quadratic excess is necessarily positive. P. T. Bateman. 


Rodosskij, K. A.: Über die Anzahl der Nullstellen aller L-Funktionen mit 
‘Charakteren nach einem gegebenen Modul. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 84, 
669—671 (1952) [Russisch ]. 

The author sketches a proof of the following result, which has applications to 
the distribution of primes in arithmetic progressions with relatively large difference. 
Let N(A;— T, T;D) denote the total number of zeros of all L-functions formed 
from residue-characters modulo D which lie in the rectangle A <o <1, || <T. 
FEbenk 11 10:95 Ar TE DES, Sand "DD. werbave N (A - u, D) < 
.c (DT)(9/24) (1-4) ]n!2 DT, where c and D, are positive absolute constants. 

P.T. Bateman. 

Linnik, Ju. V.: Primzahlen und Potenzen ein und derselben Zahl. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 85, 953—954 (1952) [Russisch]. 

The author announces the following result. For any given positive integer g 
‚greater than unity there exists a positive integer k, such that if k is any fixed positive 
integer greater than k,, then every sufficiently large integer of the same parity as 
kg can be expressed in the form p+ p’+g%= ++ g”*, where p and p’ are 
-odd prime numbers and x,,..., x, are positive integers. The author asserts that 
-this result was obtained without using any unproved hypothesis, in contrast to a 
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similar earlier result [Trudy mat. Inst. Steklov 38, 152 (1951)], which was based 
on the extended Riemann hypothesis. P.T. Bateman. 

Wintner, Aurel: On the non-vanishing of certain Dirichlet series. Rend. 
Circ. mat. Palermo, II. Ser. 1, 35—39 (1952). 

Let f(n); n=1,2,..., be a completely multiplicative number-theoretical 
function with f(1)=1..Using &(1-+it) +0 the author proves the following 
result: Suppose that f(p) >—1 for every prime p and that the function F(s) = 
N f(n)n* is absolutely convergent in the half plane Rs>1. If F(s) is regular 


20 on the line As=1 then F(l +it) +0 follows for every t=+0. Using 
special functions f(n) one can see that the restrietion £ +0 can not be omitted. 
Thus for instance L(1) ++ 0 does not follow from the above general theorem. Using 
a theorem of Landau [Math. Ann. 61, 527—550 (1905)] the author obtains a precise 
information about F(s) with F(1) = 0: If the conditions are satisfied and F(1) = 0 
then & (s)- F(s) is regular and +0 in a half plane As >a, where x <1. [On 
page 36, lines 1 and 2 read F'(s) instead of f(s) whereever it oceurs.] 4J.s.Gaäl. 
Erdös, P. and L. Mirsky: The distribution of values of the divisor function 
d(n). Proc. London math. Soc., III. Ser. 2, 257—271 (1952). 
Sei d(n) die Anzahl der Teiler der natürlichen Zahl n, D(x) die Anzahl der 
verschiedenen d(n) für1 <n <sx. Verff. zeigen 
2nY2 (log z)t2 


(1) log D(x) 3 logloge ' 

Sei B(x) die Anzahl derjenigen Zahlen <x, die von der Form 
ph! pp—1... p—1 

sind, wo p und q Primzahlen bedeuten. Verff. zeigen 

(2) D(x) — B(x) > c, log log log x, 

® ze 1 +0 are) 


Sei F(x) die größte Zahl %, für die esein ngibtmit: n + k <xundalle d(r +1),..., 
d(n + k) voneinander verschieden. Es wird gezeigt 
(log a)Li2 


und vermutet: F(x) ist von der Ordnung (log x)“. Sei A(x) die kleinste ganze Zahl, 
die nicht = d(n) füreinnmit1<n<x. Esgilt: Für x >6 ist A(x) die kleinste 
Primzahl q mit 221 > x. Verff. vermuten: Es gibt unendlich viele » mit d(n) = 
d(n + 1). Bem. d. Ref.: Mit einer Methode von Renyi (dies. Zbl. 38, 186) folgt: 
Es gibt ein %k und unendlich viele n mit d({n) = 2, d(n + 1) = k. Wenn es unendlich 
viele Primzahlzwillinge n, n + 2 gibt, so ist für sie d(n) =d(n +2) = 2. 
K. Prachar. 

Obläth, Richard: Untere Schranken für Lösungen der Fermatschen Gleichung. 
Portugaliae Math. 11, 129—132 (1952). 

Bezüglich der Fermat-Gleichung x” + y" = 2", x, y, z positiv ganz, (2,9,2) = 1, 
x <y<2,n>2 Primzahl, gibt Verfasser untere Schranken für etwa vorhandene 
Lösungen x, y,2. Nach Inkeri (dies. Zbl. 30, 113) gilt im „ersten Fall“ (n{xyz2) 
z>y>z>k,n(80n2 +1), k,>1, lim k, = _ und im „zweiten Fall« 

Nn>X 
(n|® yz) die noch bessere Abschätzung x > 2-1n?”, Mit einfacheren Hilfs- 
mitteln beweist Verf. für den ersten Fall die (schwächeren) Abschätzungen 
z>2(10n? +1), y>2l4n? +1), z>4An?+1 (n} xy 2). 

Ist n|x so zeigt Verf. 2 >n?"-1, und zwar ergibt sich dies sofort aus der Formel 
qn Zi zr Sr Yy" 


: h Ä : Ei 
BE (2— y), da einerseits, wie leicht zu sehen, I 9 — y) —n und 
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andererseits nach Vandiver (s. Landau, Vorles. Bd. 3) sogar notwendig n?|x ist. — 
Schließlich gibt Verf. noch die numerischen Schranken x” > 104410, zu > 1045 10° 
(im 1. Fall) — nach Inkeri gilt: x > 10%6-10° _ und im 2. Fall: 2” > 1032-10, 
wenn n|® — nach Inkeri: x > 105000, wenn n|x y.. H.-H.Ostmann. 

Morishima, Taro: On Fermat’s last theorem (13th paper). Trans. Amer. 
math. Soc. 72, 67—81 (1952). 

Verf. schränkt bekannte notwendige Bedingungen für die Lösbarkeit der 
Fermatgleichung (1) + y!’+2!=0, l Primzahl >2 im sogenannten 1. Fall 
(d.h.24 xyz) weiter ein, und gibt eine Reihe von Kriterien an. Es seien die 
folgenden hervorgehoben : Für die Lösbarkeit in ganzen Größen aus P (£), dem Körper 
der /-ten Einheitswurzeln über dem rationalen Zahlkörper P, mit zu 1—& primen 
x, y, 2 ist notwendig, daß mindestens eine der Bernoullischen Zahlen B,,..., B 
„_ je Dja, 1= 1(4) 

 \a— 3/4, 1=3 (4) 
Es müssen mindestens 7 der Bernoulli-Zahlen B,,..., Bu_3)/2 durch / teilbar sein. — 
Ist h, der sogenannte 1. Klassenfaktor bez. P(£), so ist für die reelle ganzzahlige 
Lösbarkeit in P(£) [d.h.in P(& +{£71)] notwendig: I3jh,, also erst recht 2], 
wenn h die Klassenzahl ist [nach Verf., Proc. Acad. Tokyo 8, 63—66 (1932) und 
D.H.Lehmer (dies. Zbl. 5, 345) galt bislang nur M2|},]. — Die Herleitungen 
basieren im wesentlichen auf dem folgenden Satz: Ist (1) in P(£) mit zul — £ primen 

a 


x, y, 2 lösbar, so muß (2) f,_,„(Ü) f,() = Il) für n=1,2,..,1—-1 und —t= Rt 


Ss’ 


‚durch / teilbar ist[beiKummer war s= (l—3)/2].—Ferner: 


ca 0b = 

mte=xz, b=y, c=z(mod1-—£) sind. — Gleichbedeutend mit (2) ist die 
Bedingung 5, f,_,() = 0), wobei u, =14,b, = —4, b,=(-1j"1B, dan = I 
ist (B, Bernoulli-Zahl). — Hinsichtlich weiterer Kriterien sei auf die Arbeit selbst 
verwiesen. H.-H. Ostmann. 

Specht, Wilhelm: Zur Zahlentheorie der Polynome. S.-Ber. math.-naturw. 
Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1951, 139—146 (1952). 

Es sei I,(x) die Anzahl der irreduziblen Polynome ? +, "14,72 ..- 
++, eines festen Grades n >1, deren Koeffizienten der Höhenbedingung 
| <xz ®=1,2,....n) genügen. Verf. beweist, daß /,(x) =4x° —2zlogx 
Oo (2)zund2 (2) 270er) für’n>>2, H. D. Kloosterman. 

Specht, Wilhelm: Zur Zahlentheorie der Polynome. II, IH. Math. Nachr. 7, 
105—126, 127—150 (1952). 

II. Es sei R,,(x) bzw. /,,(x) die Anzahl der reduziblen bzw. irreduziblen ganz- 
zahligen Polynome f(2) = 2” + a, 2”712 + ---+ a, eines festen Grades m >1, 
deren Koeffizienten der Bedingung a? + a ++ a2 <x? genügen. Es ist 
also R,(x) + I„(2) = K„(x) die Anzahl der Gitterpunkte (w) in der m-dimen- 
sionalen Kugel u? + u ++ um? <x2. Verf. beweist, daß 
R,(2) =2rlogx +4, 2 +0Odall2), Rle)=0,ß,®®— 3 rlog?x +0O(xlog x), 
R,(&) om Pa a? ae 0 (2? log x), Rn (X) — Am-1 Dr ae ar 0 ra) (m = 5), wo 


- 
an im+l; A= im(& 0 + mI2 og N) ; 


N>o\n=1 


De 
—, —, —, —, — gelten, wobei f„(t) = 5 r”-!r ist und a, 5b, c ganzrational 
r=0 


Be ES (tm +mH4... +nm)-12 (m>2). 


Die bekannten Abschätzungen für X ,,(x) ergeben dann auch asymptotische Formeln 
für 7,,(2). Für. m =5 wird 1,(2) = 8.07 0,1 Bm 18° 4042”). Das. Rest- 
glied gibt hier die wahre Größenordnung, weil K,„(x) = a, x” +2 (2”2). Für 
m=2 ist I,(%) = 9,2 —2xlogx —4ß,% +0 (y,(&)), wo y,(x) eine Funktion 
ist, für die K,(2) = 0,0% +0 (y,(x)) gültig ist. Für m=3 und m=4 sind 
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die Resultate weniger befriedigend, weil das Restglied in der obigen Formel für 
R,(x) über der bisher besten Q-Abschätzung für ÄAyz(x) — az x = 2 (xlog!!?%) 
bleibt, während das Restglied O (x?log x) in der Formel für R,(x) sogar über der 
bisher besten O-Abschätzung für Ky(x) — a, a = O(a ie) bleibt. 
III. Verf. verschärft die Abschätzungen für R,(x) und R,(x) zu 
R,(&) =, ®—% xlo@® a —; (1+6P,) zlogr + Ola), 
n/2° 


| d 
R,(®) = a ßz © +8, Po log + Ola?) mit Po il mn j 
Dadurch erhält er jetzt auch endgültige Abschätzungen für 
L)= 2-9, +3 2lo®r +; (1+6P)wloegx +0 (y (2) 
La) =, M—-0,ß; $? — 0,ß, ® log +0 (y, (8), 
wo ;(x) und y,(x) die Restglieder sind in den Gitterpunkts-Abschätzungen 
Kl) 0%, a0 (v,.(2)) (m=13} 4). H. D. Kloosterman. 

Brandt, H.: Über Stammfaktoren bei ternären quadratischen Formen. Ber. 
Verh. Sächs. Akad. Wiss. Leipzig, math.-naturw. Kl. 100, Nr. 1, 24 S. (1952). 

Eine ausführliche Darstellung der vom Verf.schon mehrfach dargestellten Theorie 
der quadratischen Stammformen [s. etwa dies. Zbl. 17,196 ; Festschr. 60. Geburtstag 
von Prof. A. Speiser, Zürich 1945, S. 87°—104 und Math. Ann. 124, 334—342 (1952)] 

' unter Beschränkung auf den ternären Fall. Ermittlung der Stammdiskriminante d, 
einer ganzzahligen primitiven Form fr) = 4 Hau (da, dw = Au ganz 
rational und mit g.g.T. = 1). Es bezeichne /, den g.g.T. der 2-reihigen Unter- 
determinanten der Matrix (a), d = — 3 |a,,| (Diskriminante), (A) = —2d I] a), 
F&)=4 38 Au 2,% und J,„=16d17]? Eine ungerade Primzahl p’geht m % 
nicht auf, wenn p nicht in d oder aber in I, - I, in gerader Potenz aufgeht. Geht p 
in d und nur in /, mit gerader Potenz p?* auf, so p|d, dann und nur dann, wenn das 
quadr. Restsymbol (p=?* I, F(x,)/p) #1. Geht pin d und nur in /, mit gerader 
Potenz p?* auf, so p\d, dann und nur dann, wenn (p?* f(x,)[p) = 1. Die Teilbarkeit 
von d, durch 2 wird nur in Spezialfällen erörtert, da die Gesamtzahl der Teiler von d, 
nach dem quadr. Reziprozitätsgesetz fest liegt. M. Eichler. 

Ramanathan, K. G.: Units of quadratic forms. Ann. of Math., II. Ser. 56, 
1—10 (1952). 

Verf. hat in einer vorhergehenden Arbeit (dies. Zbl. 43, 50) die Einheiten qua- 
dratischer Formen über totalreellen algebraischen Zahlkörpern studiert. Er dehnt 
nun seine Ergebnisse auf den Fall eines beliebigen algebraischen Zahlkörpers aus. 

E. Hlawka. 

Cohn, Harvey: A periodie algorithm for cubie forms. Amer. J. Math. 74, 
821—833 (1952). 

This is the sketeh of a new analogue of the continued fraction development for 
the product of three real homogeneous ternary linear forms. These are assumed 
not to represent 0, so their values give a homogeneous lattice with no points on the 
co-ordinate planes. A basis P,Q, R of the lattice is reduced if each of the four points 
P,Q,RS=—-P-Q—R differs from every other in the sign of precisely two 
co-ordinates. Such a basis can be obtained from that used by Minkowski for a 
similar purpose (Gesammelte Abh., Leipzig 1911, pp. 278—292) by affixing suitable 
signs. The proof consists in considering 1024 special cases and, we are assured, 
„can be easily accomplished in a few hours“ by the manipulation of 36 strips of 
paper. Two reduced bases are neighbours if they are related by one of the 24 trans- 
formations of the type P>P,Q>Q, R>R+P, S>S-P. In particular, 
when the three forms are conjugates in a totally-real cubie field there are only a 
finite number of essentially different Cohn-reduced bases and the neighbour-relations 
between them give the units of the field in familiar fashion. J. W.S. Cassels. 
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Kanagasabapathy, P.: On the product of two linear forms, one homogeneous 
and one non-homogeneous. Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 3, 197—205 (1952). 

Davenport has shown the existence of a constant y >4 with the property 
that if X, Y are any real homogeneous linear forms in u, v of unit determinant and 
cis a real constant then |(X + c) Y|<y-! for suitable integers u, v other than 
u=v—=0(H.Davenport, this Zbl. 46, 45). He showed that the upper bound DR 
of such y satisfies 4.1 <y, <5.06. Here the author elaborates Davenport’s 
method to obtain 4.25 <y, <4.28536.... He states that he can obtain 
4.2575 <y, S 428471... J. W.S. Cassels. 

Cassels, J. W. S.: The product of n inhomogeneous linear forms in n vari- 
ables. J. London math. Soc. 27, 485—492 (1952). 

Let a,,...,a, be different even integers; let k > 0 be a very large integer; 
and let 6,,...,6, be the roots of 


I 0-a,h)=1 
1 


numbered such that all |9,—a,k| are small. Put 
D=- I |«-a; 
ı<I 
and 
Eee Gr 2m). 
The determinant A of these n linear forms satisfies the asymptotie relation 
Al » Der ®= n12 ask— oo. 


The author proves that 


inf el 2 il: 
%ı =" =m=}%(modl) 
Hence the minimum 2” |A| in Minkowski’s conjecture on the product of n inhomo- 
geneous linear polynomials is not isolated. — For the case n = 2, see H.Daven- 
port, Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 49, 815—821 (1946). K. Mahler. 


Macbeath, A. M.: A theorem on non-homogeneous lattices. Ann. of Math., 
II. Ser. 56, 269—293 (1952). 


Let R be a closed convex body, not nescessarily bounded, in n-dimensional space, which 
has n tac-planes that intersect in a single point. For every point x€ R the intersection 
R(xz) = RAN (2x — R) is a bounded convex body symmetricalin x. Let f(x2)= f(R, x) be its 
volume, and let ö(x) be the lower bound of the determinants d(A) of all lattices A through x that 
contain no further points of R(x). If AN Ris not the empty set, the two important inequalities 

(AD oe) reilla, Eee) ee) 

are proved to hold for at least one point of AM .R. The second inequality follows immediately 
from the first because f(x) < 2” ö(xz) by Minkowski’s theorem on lattice points. The condition 
that Arm R= ® holds for allAife. g. R does not lie between any pair of parallelhyperplanes. — 
The proof of (1)is highly ingeneous and makes use of Blaschke’s compactness theorem for bounded 
convex bodies, ofthe Brunn-Minkowski inquality for the volumes ofthe section of a convex body, 
and of the Minkowski-Hlawka inequality ö(z) < f(x). A long chain of lemmas leads to the 
following final step. Let u € R be arbitrary. The set of all x for which f(x) > f(w) is convex 
and has u as a boundary point. There is a tac-plane to this set through %, hence a linear form L (x) 
such that f(x) < f(u) if L(x) < L(u). Denote by Dthe half-space of all xfor which L(x)< L(u), 
andput M=DMARand M'=4%(u+ M). The basic lemma states that there exists a con- 
stant A, with 0 <A,<1 depending only on the dimension n of space, with the following pro- 
perty: IE zEM, but x&$ M', them f(x) < A, f(w). — Assume now that u is any point of 
AONR=P. IE ölu) < (A), the assertion (1) is true; let therefore ö(u) > d(A). One then 
shows that there exists a point % = wu belonging tt AM R(u) and to M, but not to M'; 
for this point, f(w,) <A, f(w). I still ö(w,) > d(A), the whole construction can be repeated 
with «, instead of u. After r steps a lattice point u, is found for which f(u,) S An’ f(u). Since 
An"—>0 asr— ©, and since ö(u,) < f(u,), we finally obtain a point x = u, as required. — 
The paper concludes with some interesting examples. (Addition): C. A. Rogers has recently 
obtained a much simpler proof. i ie Mahler. 

Mordell, L. J.: The minima of some non-homogeneous functions of two variab- 


les. Duke math. J. 19, 519—527 (1952). 


Zentralblatt für Mathematik. 47. 
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Bei gewissen Funktionen f(x, y) gibt es zu beliebigen reellen Zahlen x,, y, mod 1 kongruente 
Zahlen x, y, so daß 


(a | < kmax (|/(1, 0)|, 1/0, 9], /Q,D], IQ, —D)). 

Dies ist mit k= 1/8 richtig für binäre kubische Formen f(x, y), wie Bambah (dies. Zbl. 42, 
275) bei positiver Diskriminante von f(x, y) und Chalk (dies. Zbl. 46, 44,1. Referat) bei negativer 
Diskriminante gezeigt haben. Verf. beweist nun den Satz für eine große Klasse von Funktionen 
f(x, y), die im wesentlichen folgenden Bedingungen genügen: (I) I®, Y) =— f(— %— Y), 
If(&, y)l< klf(@x,2y)|; (II) Die Kurve O: f(x, y) = 1 besteht aus einem Zweig und hat eine 
Asymptote, der sie sich in beiden Richtungen annähert; (III) € hat in jedem Punkt eine ein- 
deutig bestimmte Tangente, 2 Wendepunkte und einen Scheitelpunkt, in dem die Tangente 
zur Asymptote parallel ist; (IV) Jede Gerade durch 0 (auf der Asymptote gelegen) schneidet © 
in genau einem Punkt; (V) Ist (a, b) ein beliebiger Punkt zwischen © und ihrer Asymptote, 
so schneiden sich C und ihr Spiegelbild an (a, b) in höchstens 4 Punkten. — Zu den zulässigen 
Funktionen f(x, y) gehören unter anderem: f(x, y) = X" + Y" mit k= 1/2", wobei X = px 
+g9y Y=rx+sy, ps—qr=0; ferner f(x, y) = Y.e"mit k=1f2?(1<n<2). Der 
Beweis ist rein geometrisch und dem von Chalk in manchen Punkten ähnlich. N. Hofreiter. 


Hlawka, Edmund: Zur Theorie des Figurengitters. Math. Ann. 125, 183—207 
(1952). 


The central problem of this paper is the following: Let I’ be a lattice in m-dimensional 
euclidean space and let A, B be setsin R. Let X(7') be the union of the point sets A+Y,yET. 
When does A(T') intersect B, and what is the measure of Br X(T'). The author gives a large 
number of miscellaneous results relating to this problem: most of them to show that much of 
the known theory can be carried over to the general situation where Ris atopologicalspace and /' 
a group of automorphisms of R with bounded fundamental region subject to appropriate re- 
strietions (which vary from theorem to theorem); but some of the results are confined to the 
euclidean case and improve earlier ones. There is also some discussion of the generalization of 
the theory of uniform distribution of sequences of points. The treatment is very condensed 
and demands the acquaintance of many earlier papers. — Generally speaking the proofs for 
the general topological space results are modifications of the known proofs in the euclidean case 
and give either the known results or something weaker when specialized to euclidean space. — 
The most striking new result in the euclidean case is the following: — Let f(x) be the distance 
function of asymmetrical convex body in m dimensions of volume / and centreO. Let M,,..., M „ 
be the successive minima of f(x) with respect to a lattice /'with a point at O and determinant D. 
Then for any point gthereisa y€I’ such that 

2 JD) \M 
* Se: m 
where {x} denotes the least integer greater than x. "The proof uses ideas of H. Weyl (this Zbl. 
28, 349). [The referee opines that (*) can be improved to 


RD) 
IT am 
ID) M M 
GEM MST = 2 instead of K (=>) and using Weyl’s 


by taking K(X) with X = 


result that then /(y,) 2 | in the notation of the paper.] For ellipsoids the result (*) is 


improved to 


M, j2rl? (m +2) D 
ne 


It is also shown that to any star domain A of volume V(A) there is a (homogeneous) lattice I’ 
of determinant D having less than k lattice points (other than the origin) in A provided that 
. k —1 
via) < kDem | Sir) 
j=1 
The case k = 1 is the famous statement of Minkowski proved by the author (this Zbl. 28, 206). 
J. W.S. Cassels. 


Davenport, H.: The covering of space by spheres. Rend. Circ. mat. Palermo, 


II. Ser. 1, 932—107 (1952). 

A system of equal spheres in n-dimensional space is said to form a lattice covering 
of space if the centres of the spheres form a lattice and every point of space belongs 
to at least one sphere. The density of the covering is the ratio of the volume of one 
of the spheres to that of the unit cell of the lattice. The author constructs such a 
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covering of n-dimensional space with density 


4 ,— n|/2 
(11re/5ay3 +0)" =(1.15... tod) 
as n — x. C. A. Rogers. 
Bambah, R. P. and H. Davenport: The covering of n-dimensional space by 
spheres. J. London math. Soc. 27, 224—229 (1952). 


Die Verff. geben für die Dichte 9 der gitterförmigen Überdeckung des n-dimen- 
sionalen Raumes die Herleitung: 9 >4/3—e,, wo &,—0 für n—oo. Dazu 
genügt es zu zeigen (Theorie der Wabenzellen!): Ist P ein konvexes Polyeder mit 
höchstens 2 (2” — 1) Seitenflächen, einer n-dimensionalen Kugel K mit Mittelpunkt O 
so eingeschrieben, daß der Fußpunkt jeder Normalen von O auf einer Seitenfläche S 
von Pins Innere von $ fällt,soist V(K)/V(P) > 4/3 — e,(V = Volumen). In dem Nach- 
weis dieser Herleitung liegt die Bedeutung der Arbeit. — Anmerkung des Ref.: 
Die verwendete Methode ist auch auf nicht-gitterförmige Überdeckung durch Kugeln 
(von gleicher oder verschiedener Größe), allgemeiner auf große Klassen von kon- 
vexen Körpern anwendbar. E.Hlawka. 


Chabauty, Claude: Empilement de spheres &gales dans R” et valeur asym- 
ptotique de la constante y„ d’Hermite. C.r. Acad. Sci., Paris 235, 529—532 (1952). 

In this note the author attempts to obtain a very great improvement of an estimate of 
Blichfeldt [Trans. Amer. math. Soc. 15, 227—235 (1914)] for the density of the closest packing 
of spheres of equal radius in n-dimensional space and to use it (a) to obtain the asymptotic 
value of Hermite’s constant y, (i. e. the largest possible arithmetic minimum for a positive definite 
quadratic form of unit determinant) and (b) to prove the existence of very economical coverings 
of n-dimensional space by spheres. The method is based on a combination of Blichfeldt’s method 
with the following two lemmas. Selection Lemma. If Eis a set of h* points and every subset 
of E containing h points contains a pair whose distance apart is at least d, then # contains a 
subset of k points no two of whose distance apart is less than d. Lemma 5. If n + 2 points 
lie on the surface of a sphere in n-dimensional space then the ratio of the largest distance between 


two of the points to the smallest distance between two of them is at least y2. — Unfortunately 
both the author and the rev. have found examples showing that Lemma 5 is false for n > 4. 
The proof given in the note is based on the assumption (false for n > 4) that from any n +2 
points in n-dimensional space it is possible to choose two such thatthe segment joining them meets 
the convex cover of the other points. — The rev. is grateful to Dr. Rado and the author for dis- 
cussing the note with him. ©. A. Rogers. 

Chabauty, Claude: Nouveaux r6sultats] de g&ometrie des nombres. C. r. Acad. 
Sci., Paris 235, 567—569 (1952). 


The results and methods of an earlier note (see the preceding review) are used to obtain 
results for the densities of the packing and the covering of space with and by convex bodies of 


the form ||” ++ |x,|”<1, where 1So<2, and also to obtain estimates for the 


eritical determinant of the region |2, 2%, (&,1 + 27,5)" (&, +27) < 1. Unfortunately 


the work is vitiated by an oversight in the note on which it is based. ©. A. Rogers. 

Cassels, J. W. S.: Über einen Perronschen Satz. Arch. der Math. 3, 10—14 
(1952). 

O. Perron (this Zbl. 4, 246) proved that if fu, yJ=ax® +2bxy+cy?® is 
a quadratie form with complex coefficients and determinant A=b?—-ac-#0, 
then there are pairs of Gaussian integers (x, y) other than (0, 0) for which |f(z, y)| < 
ylaA| with A=#. The author proves that in this result the constant A may 
be replaced by a smaller positive absolute constant, provided that the case when 
f(x, y) is equivalent to a multiple of x? + xy + y? isexcluded. C. A. Rogers. 

Tsuji, Masatsugu: Theorems’ in the geometry of numbers for Fuchsian groups. 
J. math. Soc. Japan 4, 189—193 (1952). 

Dans |e| <1 on considere la metrique non-euclidienne definie par ds = 
2 |dej/(1 — |2|9). Soit un groupe fuchsien de transformations qui laisse l2| <1 in- 
variant et dont le domaine fondamental D, a une aire non euclidienne o(D,) < ©. 
Si E est un ensemble mesurable de |2| <1 tel que o(Z) >o(D,), les domaines E, 
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&quivalents & E se recouvrent partiellement. Si oe 2 yi — 4n2/(o(D,) gi 27)2, le 
cercle l2| <’po contient au moins un point 2, #0 equivalent& 2=0. SiLestun 
ensemble form& de k points de D, et de leurs &quivalents, il existe deux deplacements 
non euclidiens qui transforment un cercle donn& A deux cercles: A’ contenant au 
plus k o(A)/o(D,) points de L, A’ contenant au moins ko(A)/o(D,) points de L. 
J. Dufresnoy. 


Leveque, W. J.: Geometrie properties of Farey sections in k(i). Indagationes 
math. 14, 415—426 (1952) —= Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 55, 415—426 
(1952). 
It is shown that there is an intimate connection between the configuration in 
the Gauss plane associated with Farey section in %k(?) introduced by Cassels, 
Ledermann and Mahler (this Zbl. 43, 52) and the three-dimensional configuration 
associated with the Picard group (Speiser, this Zbl. 3, 194). This permits a simpler 
deduction of some Farey section results, in particular a much more perspicuous 
proof of the theorem that the region Ay (x/ß) of those complex points for which «/ß 
is the best approximation with denominator of norm at most M is a star domain, 
There are also the new results that a necessary condition for EENy(a/P) is 
lE-a/ß| <1/|ß? and that a sufficient condition for EE NY (x/ß) with N = |B|? 
is. E- o/ß| < 1/2]? J. W.S. Cassels. 


Postnikov, A. G.: Zur Frage der Verteilung der Bruchteile der Exponential- 
funktion. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 86, 473—476 (1952) [Russisch]. 
Let q >2 be an integer, « a positive number, A a subinterval of [0, 1] of 
length |A|, and let {ff} =t—[t] be the fractional part of t. Denote by Np(A) the 


number of fractions {& gr, x=1,2,..., P, that lie in A. The author proves that 
if there are two constants C >0 and 5 >0 such that 
N (A) 1 \% 
A im ZA oA (! log 
(A) er All 8) 


for every A, then the numbers x g® are distributed uniformly (mod 1). A similar 
result with the right-hand side C |A| was already given by I. I. Sapiro-Pjateckij 
(this Zbl. 42, 49). The proof of (A) is based on Vinogradov’s method for the 
estimation of trigonometrical sums. K. Mahler. 


Schmetterer, L.: Notiz zu einem Satz über diophantische Approximationen. 
Monatsh. Math. 56, 253—255 (1952). 

Verf. zeigt folgendes Analogon zum Satz von Kanagasabapathy (dies. 
Zbl. 46, 47): Es gibt ein komplexes irrationales $ und ein komplexes ß, so daß 
[*| 
2iy 
für jedes A mit 0 <|hl <1 in ganzen (x,y) mit y+0 aus R(i) unlösbar ist. 
Die Konstante 1/2 ist die beste Schranke dieser Art. Beim Beweis dieses Satzes 
wird ein Satz des Ref. (dies. Zbl. 20, 205) benutzt. E. Hlawka. 


Kerr 


Analysis. 


e Joos, G. und Th. Kaluza: Höhere Mathematik für den Praktiker. 6. verbess. 
Aufl. Leipzig: Johann Ambrosius Barth Verlag 1952. V, 3858. DM 23.10. 


e Michell, J. H. and M. H. Belz: The elements of mathematical analysis. 
Vol. I. and II. 2nd ed. New York: The Macmillan Company 1952. XXIV, 516; 
XII, 569 p. $ 13,60 the set. 
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e Berman, G. N.: Aufgabensammlung zum Lehrgang der Analysis. 3. verbess. 
Aufl. Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1952. 
5288. 9,90 R. [Russisch]. 

Die Redigierung dieser Auflage ist von Bermant an Stelle des 1949 verstorbenen 
Autors durchgeführt. Die wirklich reichhaltige Sammlung ist genau den Erforder- 
nissen des „‚Lehrganges“ (dies. Zbl. 45, 27) angepaßt, was schon rein äußerlich in 
der Übereinstimmung der Kapitelüberschriften zum Ausdruck kommt. Sämtliche 
(4100) Aufgaben sind mit Lösungen versehen. L. Schmetterer. 

e Hardy, G. H., J. E. Littlewood and 6. Polya: Inequalities. 2nd ed. Cambridge, 
Engl.: At the University Press 1952. XII, 324p. $ 4,75. 

Aczel, Jean: Ungleichungen. — Übersetzung. Revista Mat. element. 1, 13—17 
(1952) [Spanisch]. 

Weinberger, H. F.: An inequality with- alternating signs. Proc. nat. Acad. Sci. 
USA 38, 611—613 (1952). 


Mit a, ze, >- a, = 0 under >11 ist 
m m T- 
> gl! 1-1). 
k=1 k=1 


Für diese von L.E.Payne und A. Weinstein vermutete Ungleichung wird ein 
Beweis (durch Induktion nach m) mitgeteilt und aufeine geometrische Deutung hin- 
gewiesen. Der Fall des Gleichheitszeichens und die Modifikation bei 0 <r <1 


werden auch erledigt. @G. Aumann. 
Conforto, Fabio: Alcune considerazioni sui numerireali. Archimede 4, 133—142 
(1952). 


Kurepa, Djuro: Remarque sur le produit de deux nombres complexes du 
möeme signe. Acad. Serbe Sci., Publ. Inst. math. 4, 176—177 (1952). 
Korrektur zur Arbeit desselben Verf., dies. Zbl. 40, 310. G. H. Müller. 


Fuchs, L. and T. Szele: Introduction of complex numbers as veetors of the 
plane. Amer. math. Monthly 59, 628—631 (1952). 

Tietze, Heinrich: On a gap occuring frequently in mathematical conelusions 
and a method of partitioning the linear arrangements of the natural numbers into 
classes. Math. Student 19, 118—120 (1952). 

Um die bekannte Lücke in Steiners Beweis der isoperimetrischen Ungleichung 
zu illustrieren, wird eine beschränkte, positivwertige Funktion F(P) der Anord- 
nungen P der natürlichen Zahlen konstruiert, die folgende Eigenschaft hat: Für 
Bm... sms... m 2.5 m, me: Q= (m; m) riist .E(Q) > EP). Trotz- 
dem erreicht Fin P,=1,2,3,... seine obere Grenze nicht; vielmehr existiert kein 
Maximum von F. Zur Konstruktion wird eine Klasseneinteilung der Anordnungen P 
benützt, und zwar sind P und P’ dann und nur dann äquivalent, wenn sie durch 
Vertauschung endlich vieler Zahlen auseinander hervorgehen. F. W. Levi. 


Mengenlehre: 


e Kuratowski, Kazimierz und Andrezj Mostowski: Mengenlehre. (Math. 
Monographien Nr. 27). Warszawa: Polskie Towarzystwo Matematyezne 1952. IX, 
311 S. [Polnisch]. 


Le livre se compose de l’introcdution (7 pages), de 6 chapitres, d’un * appendice (la de- 
composition paradoxale de la sphöre, 288—300), de la liste des symboles (300—301), de index 
alphabetique (303—309), de l’index des auteurs (308—309) et de la table des matieres (310—311). 
Voici les titres des chapitres avec quelques-uns des paragraphes correspondants: I. Algebre des 
ensembles (1—88): $1: Calcul des propositions (1—4), *$5: Proprietes des differences sy- 
metriques (13—18; assez complet); *$ 8: Applications de l’algebre des ensembles & la topologie 
(25—31); $9: Alg&bre de Boole (31—37). Chap. II: Relations, fonctions, operations infinies: 
$1: Fonctions propositionnelles, quantificateurs (38); $2: Axiomes III—VI, (43); *$ 3: Axiomes 
VII et VIII (49); $4: Paire ordonnee (51); $5: Produits; relations (52); $6: Fonctions (55); 
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$7: Domaines et contredomaines (60); $8: Reunions et intersections generales (63); ‚89: 
Operations avec suites d’ensembles (69); $10: Produit general (73); $11: Espaces cartesiens, 
espace de Cantor (75); *$ 12: Applications aux familles d’ensembles (77); *$13: Operation (A) 
(83); *$ 14: Operations infinies dans les anneaux de Boole (87). — Chap. III: Nombres car- 
dinaux (94—138); Chap. IV: Ensembles ordonnes (139—184); *$ 7: Ensembles partiellement 
ordonnes; structures (171); *$8: Representations des structures particulieres (176); *$9: 
Equivalences. Classes (181). Chap. V: Ensembles bien ordonnes (185—250): *$ 16: Elimination 
des ordinaux par la methode de v. Neumann (247—251). *Chap. VI: Noncontradiction et 
independance des axiomes (251— 287): $1: Syst&me des axiomes de la theorie des ensembles 
(251); $2: Methode d’interpretation (256); $3: Noncontradiction du systeme ($) sans axiome 
du choix (259); $4: Mode&les normaux (261); $5: Independance de l’axiome du choix (266); 
86: Noncontradiction de l’axiome du choix (273). L’appendice (289—300) contient une de- 
monstration complete d’une des plus paradoxales consequences de l’axiome de choix, a savoir 
le theoreme Banach-Tarski d’apr&s lequel chaque sphere (surface) K est decomposable en deux 
parties disjointes X, Y telles que X& K, YxK, la relation » signifiant „‚etre congruent 
par decomposition finies“.— De ce qui pr&ecede on se rend compte de quelques points dans lesquels 
l’ouvrage en question differe d’autres livres analogues. Ce qui le caracterise ce sont, d’une part, 
la methode axiomatique (les axiomes seront enumeres ci-apres) et, d’autre part, l’interconnexion 
intime avec la logique mathömatique qu’on remarque dans l’ouvrage tout entier de maniere & 
se rendre compte du dualisme: ensemblistique-logistique. En particulier, le grand nombre de 
propositions qu’on ne sait pas demontrer sans supposer l’axiome de choix sont marquees par 


un petit cercle o; telles sont par exemple: 1. si &,ß < w,, alors o® < w, (cf. p. 218); 2. siun 
ensemble ordonne n’est pas bien ordonne, il contient une rögression (p. 186); 3. tout ensemble X 
fini dans le sens de Dedekind est fini dans le sens du livre (p. 138), a savoir que chaque famille 
nonvide d’ensembles C X contient un element maximum [les auteurs considerent l’ensemble 
vide comme fini (p. 134); Th.1 sans demonstration]; 4. la reunion d’une suite d’ensembles 
:denombrables est denombrable (p. 104). L’ouvrage donne des renvois aux ouvrages importants 
contenant des notions variees originelles et contient en forme d’exercices ou probl&mes un grand 
nombre de propositions. La bibliographie est bien incomplete. La terminologie et notation 
sont celles des Fundamenta mathematicae; en particulier, les operations de la reunion et de 
l’intersection sont notees + et - respectivement; les quantificateurs sont notes // et &. — Le 
noyau du syst&me d’axiomes est prineipalement celui de Zermelo [Math. Ann. 65, 261—281 
(1908)]; en voici la liste: I: axiome de l’unieite (p. 6), II: r&union binaire (p. 6), III: reunion 
quelconque (p. 44); IV: passage de X a l’ensemble PX des parties de X (p. 44), V: axiome 
d’extraction (Aussonderungsaxiom); VI: axiome du choix de Zermelo (p. 48), VII: Soient A un 
ensemble et ®(x, y) une fonction propositionnelle tels que pour tout z€E A ily ait au plus 
un y verifiant D(x,y); alors il existe un ensemble B compose des y verifiant ®(x, y) 
pour un certain x€ A (p. 49). VIII: L’axiome de l’infini; IX: L’existence des cardinaux (p. 97); 
X: L’existence des types d’ordre (p. 143). Dans le chap. VI on revient & l’enumeration des 
axiomes en les exprimant dans le language de la logique mathematique, les termes primitifs 
etant l’ensemble vide et la relation €; on appelle systeme (S) le systöme d’axiomes I—VII; si 
l’on y ajoute l’axiome que voici: „ll existe un ensemble infini dont les &l&ments ne sont pas 
ensembles‘‘ on obtient le systeme (S*). On y prouve la noncontradietion du systeme d’axiomes 
(8) diminue de l’axiome sur l’infini. Si (S*) .est noncontradictoire, l’axiome de Zermelo est 
independant des autres axiomes de ($). On expose la demonstration du th&or&me suivant de 
Gödel: ($) est noncontradictoire, pourvu que le soit le syst&me provenant de (S$) en lui enlevant 
l’axiome du choix. — Au point de vue technique, le livre est & un niveau bien eleve; il fut publie 
par les soins de la Societe mathematique polonaise. Les sujets non obligatoires pour les etudiants 
de mathematiques sont precedes d’un *. @. Kurepa. 


Sholander, Marlow: Trees, lattices, order, and betweenness. Proc. Amer. 
math. Soc. 3, 369—381 (1952). 

Ein „Baum“ wird definiert als eine Menge S, in der je zwei Elementen a, b eine 
Menge (a, 5)C.,S zugeordnet ist, so daß gilt: (1) für alle a, b, c gibt esein dmit 
(ad) (d,c)= (db, d), (2) (,db)C(,c)>(a,b)A(b,c)= bi, (3) (a,b) A (b,c) = 
{b} — (a, b) © (b, c)= (a, c). Indem abe statt bE(a,c) geschrieben wird, gibt Verf. 
ein weiteres Axiomensystem für Bäume. Es gibt stets ein Element d mit (a,b) 
(b,c) N (c,a) = {fd}. In dem d = (a, b, c) geschrieben wird, gibt Verf. ein Axiomen- 
system für diese Operation. — Es werden Abschwächungen der Axiomensysteme dis- 
kutiert, insbesondere solche, die sich zu Axiomensystemen für teilweise geordnete 
Mengen bzw. distributive Verbände verstärken lassen, wenn 


abe>a<b<cvela>b>c bzw. abceoaN\Nc<b<aV\Vc 
gesetzt wird. P. Lorenzen. 


a 


55 


Ellis, David: On immediate inclusion in partially ordered sets and the con- 
struction of homology groups for metrie lattices. Acta Sci. math. 14, 169—173 
(1952). 

In a partially ordered set P the relation of order < determines and is also determined by 
a relation „—“ of ‚„striet inclusion‘“ satisfying the two conditions: a ee u 2, 
implies ©, = a forall«< ß, where is any ordinal number (and „->““ stands for „— or =“); 
and a2, >: %; > b implies a-/> b, where ß is a non-zero ordinal number. — For a 
lattice L, „modularity‘‘ and „distributivity‘“ can also be characterised in terms of — as follows: 
Lis modular if, and only if,in every sublattieot La/A\b>aanda\b—>bimpya—avb 
and 5—>a \ b, and dually; Z is distributive if, and only if, in every sublattice of L, for any 
set Q,,dy,...,Q, of distinct immediate predecessors of a, the meets of a,,...,a, taken kat a 


N 
time are distinet (k=1,...,n), and the chain a,a,a, A @y,... A a, is principal, and dually. 
vl 
A star-finite complex is generalised to a normed distributive lattice with the finite ascending 
chain condition, the immediate inclusion relation taking the place of the relation ‚‚is a face of“. 
For any positive (not necessarily integral) » the elements x with |x]| = p are well ordered; 
L? = {2%2},&<P,. @ being a discrete abelian coefficient group, the formal sums 0? = g“* x2, 


ß 


9° € @, form a group @?. Corresponding to x2, x? the incidence number 2 " is 0 except when 


om my > when it is 1 or—1. Then for g<p, one defines 9,0? = 2 923 


(summation over &, ß). This homomorphism of @? in G% has a kernel 22 and maps G? on a sub- 
group J2 of @?. — To define now the homology groups the normed lattice is subject to the fol- 
lowing condition (which ensures that 8, 0,0? =0 for r<gq<p so that JZ becomes a sub- 
group of 22): for givena,vandr <g<p, there are just two u € G or none at all for which 


EN . nn +#0 (ß not summed) when —r = p—.g, while there are no such x5 when gr = 
En q. The homology groups H?2, = z2/J4 are invariant under isometric isomorphisms of 
the basie lattices, but the question is left open of characterising other isometric correspondences 
for which the groups are invariant. 4 V.S. Krishnan. 

Dubreil-Jacotin, M. L. et R. Croisot: Equivalences regulieres dans un ensemble 
ordonne. Bull. Soc. math. France 80, 11—35 (1952). 

Une equivalence R definie dans un ensemble ordonne Z est reguli£eresi elle est equivalence 
d’application dans un homomorphisme & de E sur un ensemble ordonne Z’, c’est-ä-dire x= y(R) 
<> (x) = a(y).— Les equivalencesregulieres dans # sont aussi caracterisees par une condition 
ne faisant intervenir que l’ensemble ordonne #, a savoir: les relations 

HMZON (0) OS Une Vor 
„a1=@,(R), a„<a, entrinentt w=eW,=---=a,(R). 
L’intersection d’equivalences regulieres en nombre quelconque etant une equivalence reguliere, 
l’ensemble des &quivalences regulieres dans Z forme un treillis complet 7 admettant l’egalite e 
pour element nul et l’equivalence absolue » pour element universel. — Afin d’etudier les equi- 
valences regulieres admettant une classe donne (, il est essentiel de remarquer que ( doit ötre 
convexe (c’est-A-dire vet yE(0, x <z< y, entrainentzE€C); cette condition est suffisante, 
etilexiste alors une equivalence röguliere minimum &, parmi celles qui possedent C pour classe, 
definie par = y (&,) <> x= you wet y€(Ü. Par contre, il n’existe d’equivalence reguliere 
maximum admettant C pour classe qüe si (est une section commengante (x € Cety< zentraine 
y € CO), ou une section finissante («€ Ü et y> x entrainent yE€ C), ou si toub element de E 
est comparable & un el&ment au moins de 0.— Les AA. etudient de möme le cas ol on impose une 
famille C, de classes. Puis ils indiquent les principales proprietes du treillis 7’ des &quivalences 
reguliöres, qui n’est pas un sous-treillis de l’ensemble de toutes les equivalences de E. — Une 
equivalence reguliere maximale est un element maximal du treillis 7, different de &;la partition 
correspondante se compose de deux classes: une section finissante et une section commengante. 
Une equivalence reguliere quelconque, differente de w est l’intersection d’equivalences rögulieres 
maximales. Les AA. caracterisent les points du treillis 7’ (ou equivalences regulieres qui n’ad- 
mettent pas d’equivalences regulieres moins fines differentes de e). Mais toute equivalence 
reguliere n’est union de points dans 7’ qu’avec des hypotheses supplementaires. Parmi les equi- 
valences regulieres, on distingue les &quivalences fortement regulieres superieurement 
(F.R.$.). Une &quivalence röguliere F.R.S. est caracterisee par la propriete suivante, qui 
s’ajoute a la regularite: 
a'=a(R),, « <b>UHb’=b(R) avec a<b". 

Par exemple, toute congruence R dans un demi-treillis (ou &quivalence reguliere par rapport & 
l’operation V du demi-treillis) est F. R. S. par rapport & la relation d’ordre du demi-treillis. En 
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d&montrant que l’union d’&quivalence reguliere F. R. S. est F. R. S., on voit que les &quivalences 
regulieres F. R. S. forment un treillis complet 7',, sous-demi-treillis complet de T pour l’union. 
Les öquivalences rögulieres fortement röguliöres (F. R.) sont les equivalences regulieres F.R. S. 
et fortement reguliöres inferieurement (F. R. I); elles forment un treillis 7',, sous-treillis complet 
de 7, pour l’union. Une autre classe d’equivalences regulieres, dej& considerees par J. Schmidt, 
est formee par les equivalences totalement regulieres (T.R), definies par la propriete 


suivante: 
a=a/(R, b=b/(R, a=Eb(R, a<b>a'<b. 
Elles forment un treillis 7',, sous-treillis complet des treillis 7’, 7, T,. — Les AA. etudient alors 
les treillis T,, T, et T, de la m&me fagon qu’ils ont etudie 7. Dans 7’, une Equivalence quel- 
conque est toujours contenue dans une equivalence maximale, mais elle n’est pas necessairement 
Pintersection d’equivalences maximales; cependant le treillis 7’, est semi-modulaire au sens de 
G. Birkhoff, c’est-A-dire verifie la condition (2) etudiee par R. Croisot dans les treillis de 
longueur infinie (ce Zbl. 45, 10). Cette condition est egalement verifice pour 7',, mais non 
pour T,, dont on sait seulement que tout el&ment est contenu dans un element maximal au moins, 
L. Lesieur. 


Sedmak, Viktor: Dimension des ensembles partiellement ordonnes assoeci6s 
aux polygones et poly&dres. Soc. Sci. natur. Croatica, Period. math.-phys. Astron., 
II. Ser. ?, 169—181 und französ. Zusammenfassg. 181—182 (1952) [Serbo-kro- 
atisch]. 

Soit P un polygone ou un polyedre; designons par [P] l’ensemble ordonn& 
par 2 et compos& de v (vide), des sommets, des arötes, des faces de P et de P lui- 
meme. L’A. resout partiellement le probleme du sous-signe& [cf. G.Kurepa, Theorie 
des ensembles Zagreb 1951 [en croate] ; v. ce Zbl. 44, 272) de d&terminer le supremum 
des dimensions des ensembles ordonn6s P au sens de Dushnik-Miller (ef. ce Zbl. 25, 
310) P parcourant tous les polyedres possibles. L’A. prouve que pour chaque 
polygone P on a dim P=3; pour chaque polyedre on a dim P >4 ’egalite 
ayant lieu dans le cas des corps reguliers, des pyramides et des prismes. Cela veut 
dire en particulier que, quel que soit le prisme P, on a4 permutations (= ordi- 
nations totales de [P]) de maniere que pour chaque couple X, Ye [P] la relation 
X 2 Y soit equivalente & ce que dans chacune de ces 4 ordinations X precede Y,et4 
etant le nombre minimum pareil. En se servant de l’axiome du choix, !’A. prouve 
l’existence d’une extension totale de l’ordre partiel dans chaque ensemble ordonn& 
S en se servant du proced& de placer C [a, ©0)g devant [a, ©0)s pour un aES 


quelconque. G. Kurepa. 
Schmidt, Jürgen: Beiträge zur Filtertheorie. I. Math. Nachr. 7, 359—378 
(1952). 


L’A. developpe dans cet article une &tude detaillee de la notion de filtre sur un 
ensemble E [sa definition est l&gerement differente de la definition usuelle, car il 
considere ®(E) comme un filtre „impropre“]). En dehors des notions et resultats 
connus de la theorie, qui sont exposes de nouveau dans l’article, I’A. introduit de 
nouvelles notions et en fait l’&tude. Citons notamment la notion de filtre quotient 
%:© de deux filtres (filtre form& des ensembles Y tels que, pour tut XEG,X u Y 
appartienne & %); la notion de filtre principal (engendre par un seul ensemble) et 
celle d’enveloppe principale d’un filtre (filtre engendr& par l’intersection des en- 
sembles du filtre donn&) ; la notion de filtres isotopes (filtres ayant m&me enveloppe 
principale). L’A. ötudie aussi le filtre des compl&mentaires des parties finies de Z, 
et caracterise de diverses manieres les filtres qui sont plus fins ou moins fins que lui. 

J. Dieudonne. 

Cetkovie, Simon: Re&solution d’un systöme infini des &quations d’ensemble. 
Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 4, 51—58 und französ. Zusammenfassg. 59 (1952) 
[Serbo-kroatisch ]. 

En generalisant l’&quation de Poretsky (X NCA)Vv(CXNA)= A equi- 
valant ä& X = vide (A est donn&) l’A. prouve que le systeme d’&quations NA) 
(COX, A) = A, (tED, D 6tant l’ensemble des entiers; A, ensembles A, 
X, ensembles inconnus extraits, tous, d’un ensemble 1) implique le systeme Ne 
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M,UN UN.» MSA,04,,\A» MC (Au Aı\A,\A;,) VED). La 
demonstration (pp. 57—58) que l’A. donne de la reeiproque n’est pas satisfaisante 
ni ne peut l’ötre, la r&ciproque ne subsistant pas n&cessairement, comme l’A. m’a 
dit lui-m&me. G. Kurepa. 


Davis, Anne C. et Waclaw Sierpinski: Sur les types d’ordre distinets dont les 
carres sont &gaux. C. r. Acad. Sei., Paris 235, 850—852 (1952). 

C’est Mme Davis [Bull. Amer. math. Soe. 58, 382 (1952)] qui, la premiere, a 
rendu publique l’existence d’au moins deux types d’ordre (denombrables) &, ß tels 
que x+ß, a®= 2 [si je me rappelle bien Aronszajn m’a expos& oralement en 
1950 le fait pareil]. Dans cet ordre d’id&es la Note nous apprend que dejä l’&quation 
&® = wn possede deux (et pas plus) solutions distinetes, A savoir on et on + w. 
L’e&quation 2=x = (0* +w)n en possede trois: 0, +o* +0, 0*+o-+.a. 
D’apres Tarski,si 280 — x, et si n, estle type d’ordre de Hausdorff, alors « = on, 
et & + @, sont deux solutions de &=x. On ne sait pas si le systeme «a? = ß?, 
+? ou aa +ß2, &® = ß°% est possible. G. Kurepa. 


Watanabe, Hideaki: L’uniformisation et la separabilit6 des ensembles plans. 
I. Theor&mes fondamentaux. Töhoku math. J., II. Ser. 4, 38—48 (1952). 

Für jede ebene Menge E werden etwas umständlich eine Anzahl weiterer Mengen 
definiert, z. B. x E als Menge aller Punkte (x, y,), so daß die Halbgerade x = x,, 
y <y, mit E nichtleeren Durchschnitt hat, # E als Menge aller Punkte (x, Yo), 
so daB x = x, y <y, mit E nichtleeren Durchschnitt hat, y E als Menge aller 
Punkte (x, %9), so daß x = x, mit E nichtleeren, x = x, y> y, aber mit E leeren 
Durchschnitt hat, usf. Dann wird in einer Tabelle für die Borelschen, für die ana- 
Iytischen Mengen und deren Komplemente angegeben, welche Mengen durch die 


Operationen «, ß,... erhalten werden ; Beweise hierfür und Nachweis der „Exakt- 
heit‘ dieser Angaben. Ein zweiter Teil der Arbeit mit Anwendungen wird ange- 
kündigt. H. Hornich. 


Kozlova, Z. I.: Die gegenseitigen Beziehungen zwischen den Sätzen der mehr- 
fachen Trennbarkeit. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 16, 389—404 (1952) 
[Russisch ]. 


The paper is dealing with systematic investigations of separation properties. Several 
results were already announced in a previous note (cf. this Zbl. 23, 115). Let $ be a system of 
sets (belonging to a given set); CS denotes the system of all the complements OX (X € 8); one 
puts MS = Sn CS (e.g. if Sis a metrical A-system, MS is, according to Suslin, a B-system). 
Now, the following group I of „axioms“ I,, I, (kinteger > 2), I, (| denoting one of the operators 


N, lim, lim, A, ös acting upon any w-sequence of sets of S): I,: For any k-sequence H,€8 
@=0,1,..,k—1) sothat N Z;=(, thereisa k-sequence H,EMS satisfying H,DE,, 
i<k 


ı< 
NMH=0 (i<k), by putting k=2, one has I,; I,: For any w-sequence H,€8 so that 
[7 


LE=0 (i<o), there is a w-sequence H,E MS satisfying H,2E, LH, =0 (i<o). 


® (2 
Analogously, the II-properties are defined by replacing in I-properties, the system MS with 0'S; 
moreover the inclusions H,2E, in I,,I,and I, are to be replaced respectively by H,2 E, — 


BERN), BIRMA) Er 6 =IM. and: E98, —- 1 BG < 0). The IH: 
v<k 


v {0} 
properties are obtained from the II-properties by replacing CS by $8. The IV-properties are 
obtained from III-properties by the additional condition that the considered sets € 8 be pair- 
wise disjoint. For a given S some of the preceding properties may hold simultanously; e.g. 
if S denotes a A-system then S satisfies I, (Luzin, Ensembles analytiques, Paris 1930, p. 157), 
IL, I_, I, (Novikov, cf. this Zbl. 9, 104; 10,12), II, (Luzin, loc. cit. 210), II, (Ruziewicz, 
v. this Zbl. 10, 346), IL, (Novikov; v. this Zbl. 10, 155), IL,» Im (Liapunov, v. this 


Zbl. 10, 297). The system of ‚elements of the class a“ satisfies TatEuzinsalsc=pson)el; 
(Novikov, this Zbl. 9, 104), I, (Ljapunov; v. this Zbl. 15,297), II, [Luzin, Fundamenta 
math. 16, 48—76 (1930)], II, (Ruziewiczl.c.), II, I ,m and non I [Ljapunov; v. this 


Zbl. 15, 297 (1937)]. The preceding properties may be variously interconnected; e. g. 
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I,=>], (Th. 6); any o-system satisfying II, satisfies II,, II, and II, (Th. 1 and 2). If 


lim 
& € {k, N,lim, lim, A, ös} andif SEI, II, then SEI, (Th.4. E SEI, and OSeE II, then 
CS € I, (Th. 8). If a d-system $ satisfies III, then CS EIV, (th.9). If a o d-system $ satisfies 
III, or III, then S € IH, (Th. 10 and 11). In the particular case of A-sets, el a (elements of 


the class &), CA-sets, inf & (sets of the class «x each of which is accessible from below), the 
holding (denoted by +) or non holding (—) of various properties are shown in 4 tables; so 
the paper contains the following table I related to I-properties: 


Operators 
System T, I. I, Iım Im 
En ER ei 
a re 
0A a 
inf « .0—* 2 


(* means that the result was known; [] means that the considered property is basic one and that 
other properties are implied by it). @. Kurepa. 
Tajmanov, A. D.: Über die Quasikomponenten unzusammenhängender Mengen. 
II. Mat. Sbornik, n. Ser. 30 (72), 465—482 (1952) [Russisch]. 
Fortsetzung eines früheren Artikels (s. dies. Zbl. 37, 35); wir behalten dieselbe Terminologie 


und dieselben Bezeichnungen bei. Sei Z eine nichtzusammenhängende Menge C R”; jedes x€ E 
mit der Eigenschaft, daß es eine Umgebung U (x) von x gibt so, daß supind x < 2, nennt Verf. 


weE 
vom ersten Geschlecht; andernfalls heiße x vom zweiten Geschlecht. Die Menge E, aller Punkte 
vom 2. Geschlecht nennt Verf. Kern von EZ. Indem für jedes « < w, die Klasse 4, als Menge 
aller EC R", für welche ind #,= a, definiert wird, wird das System aller Mengen C R” in 
ein topologisch invariantes System von x, nicht-leeren Klassen H, zerlegt. Weiter gibt Verf. 
eine Zerlegung aller lokalkompakten Mengen in ein System von x, nichtleeren topologisch in- 
varianten Klassen, jede Klasse enthaltend eine Menge mit Kern (das gilt sogar für jede.Alexan- 
drov-Proskurjakovsche Klasse); dasselbe gilt für das System aller 1-dimensionalen Mengen 
< R?. Es wird eine gewisse Topologie im X, definiert und dann bewiesen, daß X, eine projek- 
tive Menge von der Klasse < 2 bzw. eine Differenz von 2 A-Mengen ist, sobald # A-Menge bzw. 
reduzibel ist (Th. 3 bzw. 2). Im Falle der Hausdorffschen Topologie im K%, beweist Verf., daß 
K', Differenz von zwei A-Mengen ist, falls ZH eine A-Menge ist (Th. 5). Es werden Beispiele von 
@,-Mengen angegeben so, daß K}, keine A-Menge bzw. eine A-Menge ist (Beisp. 4 bzw. 5). Wenn 
für jedes E, € K} und jedes offene @ die Menge G (E,) aller im G enthaltenen Quasikomponenten 
von E, sowie die Summe von solchen Mengen als offen erklärt werden, wird somit X, als ein 
Hausdorffscher Raum gedeutet, der ein stetiges geschlossenes Abbild von Z ist (Th. 7). 
% @. Kurepa. 

Sanin, N. A.: Über die Teilmengen der natürlichen Zahlenreihe, die eine Dichte 
besitzen. Mat. Sbornik, n. Ser. 31 (73), 367—380 (1952) [Russisch]. 

N sei die Menge aller natürlichen Zahlen, A eine Teilmenge von N, und I'(A, n) sei die 
Anzahlfunktion von A. Unter Dichte versteht Verf. die natürliche Dichte a(A)= lim I'(A,n)/n 

Nn— 00 

(falls vorhanden). Mengen von Teilmengen A werden als Familien bezeichnet. WU sei die Fa- 
milie aller Mengen, die eine Dichte besitzen; W, sei die Familie aller Mengen, die die Dichte Null 
haben. A heißt fast in B enthalten (geschrieben AC B), wenn die mengentheoretische Dif- 
ferenz AN B in W, liegt. Aund B heißen fast gleich (A = B), wenn ACB und BCA ist. 
A und B heißen fast disjunkt(A d B), wenn ihr Durchschnitt in X, liegt. Für diese Relationen 
werden einfache Rechenregeln aufgestellt; z.B. folgt aus AEX und A=B die Gleichheit 
der Dichten: x(4) = «a(B). Ist M eine Unterfamilie von A und ist HENW so beschaffen, daß 
M @ H für jedes MEM ist, so heißt H eine obere Schrahkenmenge für M. Eine obere Schran- 
kenmenge für M heißt kleinste obere Schrankenmenge, wenn sie in jeder oberen Schrankenmenge 
fast enthalten ist; sie ist also bis auf Fastgleichheit eindeutig bestimmt. Analog wird eine größte 
untere Schrankenmenge erklärt. Die Hauptsätze der Arbeit lauten: (1) Für eine Folge von 
Mengen aus Amit D,CD,CD,C +++ in inf. existiert eine kleinste obere Schrankenmenge H, 


und es gilt «(H) = lim &(D,). (2) Für eine Folge von Mengen aus A mit BDE,DE,D:--- 
>00 & * . 
in inf. existiert eine größte untere Schrankenmenge T, und es gilt «(7T) = lim «a(E,). (3) Ist 
> 00 


io 
F},F3,F,,... eine unendliche Folge von Mengen aus W, die paarweise fast disjunkt sind, und 
wird H als kleinste obere Schrankenmenge der Familie der Vereinigungsmengen FU F,U---UF, 
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. . . . s I 
@=1,2,... in inf.) erklärt, so gilt «(H)= N «(F,).— Diese Sätze lassen sich noch 
i=1 
verallgemeinern: Eine Unterfamilie & von X heiße eine V-Familie (bzw. A-Familie), wenn es 
zu je zwei Mengen G0,,G,€E® ein G,gE® mit 6100, G,C@, (bzw.ein GgEG mit G,CG,, 
6,C@5) gibt. P(@) sei eine auf ® erklärte reelle Funktion. Auf der V-Familie & bedeute 
Sl Rn p(G), daß zu jedem e>0 ein G,EG so existiert, daß [E—P(G)| <e für jedes 
€ 


GEG mit G,C@ gilt. Auf der A-Familie & bedeute &=A lim 9(G), daß zu jedem e> 0 
B & 


. @e 
ein GyE& so existiert, daß |E—gY(@)| <e für jedes GE mit ECG, gilt. Falls der hier- 
durch für © erklärte V-Limes (bzw. A-Limes) existiert, ist er eindeutig bestimmt. Die Verall- 
gemeinerungen lauten dann: (1*) Für jede V-Familie U existiert eine kleinste obere Schranken- 
menge H, und für diese gilt «(HZ) =V lim «(U). (2*) Für jede A-Familie ® existiert eine 
UVel 


größte untere Schrankenmenge 7, und für diese gilt «(T) =4 lim a(V). (8*) Sei ®W eine 
vet 


Unterfamilie von X so, daß je zwei Mengen aus ® fast disjunkt sind. Man bilde die Familie W*, 
die aus allen Vereinigungsmengen |) W besteht, wo Sl alle nichtleeren endlichen Unterfamilien 
We 


von W durchläuft. Dann existiert zu W* eine kleinste obere Schrankenmenge H, und «(H) ist 
die obere Grenze aller NS &(W), wo $ wieder alle nichtleeren endlichen Unterfamilien von ® 
Wer 


es 
durchläuft. — Durch diese Sätze ist eine teilweise Analogie zwischen Mengen aus X einerseits 
und Lebesgue-meßbaren Mengen des Intervalls [0, 1] andererseits hergestellt; eine vollständige 
Analogie ist allerdings nicht erreichbar. A. Stöhr. 


Brouwer, I. E. 3.: Über Häufungskerne unendlicher Kernspezies. Indaga- 
tiones math. 14, 439—441 (1952) = Nederl. Akad. Wet., Proe., Ser. A 55, 439—441 
(1952) [Holländisch]. 

Eine Spezies heißt zahlenmäßig beschränkt, wenn sie für ein gewisses natür- 
liches n keine Teilspezies mit n Elementen besitzt. Eine Punktkernspezies heißt 
unitär beschränkt, wenn sie nur Elemente >0, < 1 enthält. Vom Bolzano-Weier- 
straßschen Satz bleibt intuitionistisch erhalten: Eine unitär beschränkte Punkt- 
kernspezies ist zahlenmäßig beschränkt, sobald es zu jedem Punktkern ein offenes 
umgebendes Intervall gibt, das keine zwei Punktkerne der Spezies enthält. 

H. Freudenthal. 


Differentiation und Integration reeller Funktionen. Maßtheorie : 


Bobynin, M.N.: Über einen Satz der Theorie der vollständig additiven Mengen- 
funktionen. Uspechi mat. Nauk 7, Nr. 3, 113—120 (1952) [Russisch ]. 

Diese nachgelassene Arbeit von Bobynin enthält einen mengentheoretischen 
Beweis des folgenden Satzes: Sei ® eine Menge der auf einem Borelschen Körper X 
erklärten abzählbar additiven Mengenfunktionen. Wenn sup |f(#)| < ©ofür jede 

ed 


Dr 
Menge E€ K, dann sup f(E)| <co. — Dieser Satz ist wohl bekannt (vgl. 
fe®,EeK 
O. Nikodym, dies. Zbl. 1, 132; S. Saks, dies. Zbl. 8, 151), was in der Arbeit 


nicht bemerkt ist. — Am Ende der Arbeit befindet sich eine (von M. Krejn ge- 
geschriebene) unzutreffende Bemerkung, daß Dubrovskij [(Izvestija Akad. 
Nauk SSSR, Ser. mat. 9, 311—320 (1945)] der Autor des Satzes ist, daß die Grenze 
einer konvergenten Folge abzählbar additiver Mengenfunktionen eine abzählbar 
additive Mengenfunktion ist. Dieser Satz wurde früher von OÖ. Nikodym und 


S. Saks in den oben zitierten Arbeiten bewiesen. R. Sikorski. 
Lorentz. G. G.: Multiply subadditive functions. Canadian J. Math. 4, 455 —462 
(1952). 


Soit S une famille de parties d’un ensemble, stable pour la r&union, l’interseetion, 
la difference. Une fonction reelle D(e), e€ S, est dite multiplement subadditive 
(m.s.) si pD(e) SL GDle,) lorsque les e, „couvrent e exactement p fois‘“. Une 
fonetion additive est m.s., une fonetion m.s. est subadditive, mais les r&ciproques 
sont fausses. Soit X l’ensemble des combinaisons lineaires r6elles des fonctions 
caracteristiques des e€ S. Les conditions suivantes sont equivalentes: 1. ® est 
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m.s. et croissante. 2. ® — sup, ol @ parcourt un ensemble de fonetions positives 
additives. 3. ® a une extension P sur X telle que P(x+y) <P(x) + P(y), 
P(ax) = ja| P(x), Pe) <P(e) pour e,Ce,. (La demonstration de 3 > 2 
utilise le theoreme de Hahn-Banach). En fait, l’A. envisage le cas ou S est une 
lattice distributive relativement eompl&mentee. Le cas oü S est l’ensemble des 
parties mesurables de [0, 1] est ötudie a titre d’exemple. J. Dixmier. 

Poplavskaja, G. Ja.: Über die Äquivalenz verschiedener Definitionen des 
Inhalts stetiger Flächen. Mat. Sbornik, n. Ser. 30 (72), 651—668 (1952). 

Let 2= f(x, y) be a continuous function on the square 0<x, y<1, and 
let S = [(x, y, 2)| 2 = f(x, y)] be the surface determined by this function. Suppose 
the Lebesgue area of Sis finite. Itis proved that if the Lebesgue area ofaset MCS 
is equal to zero, then the Caratheodory area and the Hausdorff area of M are also 
equal to zero. It follows from the above theorem and from some theorems of Ver- 
genko [Trudy mat. Inst. Steklov (1949)], of Kolmogoroff (this Zbl. 6, 50) 
and of Nöbeling (this Zbl. 28, 188) that the Lebesgue area coincides with 
the Carath&odory area and with the Hausdorff area for every B-set MCS. By 
theorems of Verdenko and Radö, the Lebesgue area coincides also with the 
Peano area and with the Geöcze area. R. Sikorski. 

Reifenberg, E. A.: Parametrie surfaces. III. The problem of Geocze. Quart. 
J. Math., Oxford II. Ser. 3, 227—234 (1952). 

Let S be any parametrie surface (continuous image of a closed disc), let A be 
the class of sequences [S,] of polyhedral surfaces inscribed in S with their boundaries 
inscribed in the boundary of S and tending to S in the sense of Frechet. Let L,(S) = 
Inf lim a(S,), where a(S,) denotes the elementary area of S,, and where lim is 
taken as n — 00 and Inf is taken with respect to A. Then, if L(S) denotes the 
Lebesgue area of S, we have L(S) <_L,(S). By using the method introduced in 
previous papers (this Zbl. 44, 280; 46, 283) the author proves that L,(S) = L(S) 
for all surfaces S. The result improves the analogous one obtained by a different 
method by the rev., where the requirement that the boundaries of the surfaces S,, 
are inscribed in the boundary of S needed to be satisfied only if the boundary of S 
is rectifiable (this Zbl. 40, 176). L. Cesari. 


Silverman, Edward: Set functions associated with Lebesgue area. Pacifie 
J. Math. 2, 243—250 (1952). 

In a previous paper (this Zbl. 43, 57) the author has given a definition of Lebes- 
gue area of a surface S imbedded in any metrie space E and this definition coincides 
with the usual definition of Lebesgue area for surfaces defined in a Euclidean space. 
In a successive paper (this Zbl. 44, 279) the author has also proved that given any 
surface Sin E there is another surface S’ imbedded in m, the space of the bounded 
sequences, which can be represented by a monotone mapping f from the unit square 
Q into m, and whose Lebesgue area (in m) coincides with the Lebesgue area of Sin. 
In the present paper the author proves that there exists in m a measure w such that, 
for any surface S in E and the corresponding surface S’ in m, the measure of the 
set of points occupied by S’ in m coincides with the Lebesgue area of S. 

L. Cesari. 

Cesari, Lamberto: Su un particolare processo di retrazione per superficie. 
Rivista Mat. Univ. Parma 3, 25—42 (1952). 


Im euklidischen #, der Punkte u sei J ein einfach zusammenhängendes abgeschlossenes 
Jordansches Flächenstück mit dem Rand J*. Ferner sei (T, J) eine eindeutige, stetige Abbildung 
x=T(u),u€J, von Jinden E, der Punkte und S=$8(T', J) das durch (7, J) dargestellte Frechet- 
sche Flächenstück (vgl. dies. Zbl. 40, 176); das Bild von J* bei (T,J) si 0=98=6T. 
Weiter si @=@(T, J) das System der maximalen Konstanzkontinua g9CJ [d.h. mit kon- 
stantem T(u) für u€g]. Es heißt T offen nicht-degeneriert, wenn für jedes g€@ sowohl 
J—g zusammenhängend als J* nicht in g enthalten ist. Ferner wird T als Basistransfor- 
mation bezeichnet, wenn E,—g zusammenhängend ist für jedes g€@. Es sei weiter K ein 
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Kontinuum mit KCJ und IK) das System der Komponenten y von J— K; man sagt dann, 
es sei K ein P-Kontinuum [in J bezüglich (T, J)], wenn 7 konstant ist auf F(y) =7—y für 
jedes y €I(K). Schließlich heißt (7, J) die Retraktion von (7, J) relativ des P-Kontinuums K, 
wenn T,(u) = T(u) für ueK sowie T,(u) = T(F(y)) für Ey und für jedes yET'(K). 
Es werden noch bezeichnet: Mit |[C’, C”’|| bzw. L(S) die Frechetsche Distanz zweier Kurven 
C’, 0" CE, bzw. der Lebesguesche Inhalt von 8 (vgl. a.a. 0.) und mit /($) das Integral [im 
Sinne von Cesari, Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. mat., II. Ser. 12, 61—84 (1943)] über 8, 
falls L(S) < + 00. — Auf elementarem Wege werden folgende beiden Sätze bewiesen: (I) Es 
sei C eine einfache geschlossene Kurve im E,. Dann existiert zu beliebigem e>0 ein 
6 = ö(C, &) > 0 derart, daß jede Basistransformation (T, J) mit ||9 T, C|| < ö eine offen nicht- 
degenerierte Retraktion (7,,J) besitzt mit | 7,C|| <e; dabei ist L($,) < L(8), wenn 
= S(T,I), 8=S(T,J). — (I) Ist L($) <-+ © für S=S(T,J) und ist (T,, J) irgend- 
eine Retraktion von (7, J), so gilt /(8,) < I($) für semidefinites positives Integral /. — Am 
Schluß wird u. a. darauf hingewiesen, daß der Beweis von (I) unverändert sich auf den Fall 
überträgt, daß Z, ersetzt wird durch einen vollkommen separablen metrischen Raum. Haupt. 
Carlson, K. H. and L. C. Young: Continuity of area for harmonie surfaces with 
boundaries of uniformly bounded length. Proc. Amer. math. Soc. 3, 88—91 (1952). 
Gli AA. arrecano un complemento a un precedente lavoro di L.C. Young 
(questo Zbl. 37, 394) relativo a un problema considerato da M. Morse e C. Tomp- 
kins (questo Zbl. 26, 124) dimostrando il seguente teorema: Se S & una superficie 
armonica e N e un numero fisso, allora per le superfici armoniche S*, limitate da 
un contorno avente lunghezza non superiore a N, dalla relazione d(S, S*) — 0, 
segue A* > A, ove Ae A* sono rispettivamente le aree diSe S*. S. Cinquini. 
Burkill, J. C.: Rearrangements of functions. J. London math. Soc. 27, 393-— 
401 (1952). 
Es sei f(x, y) eine nicht negative, L-meßbare Funktion im Rechteck R = 
(I <x sa, 0 <sysb]l. Das L-Arrangement f*(z,y) von fin R wird vom 
Verf. folgendermaßen definiert: m(h) sei das Maß der Menge [f(xz, y) > h], C'(h) die 
Kurve log (a/x) -log (b/y) = k, wobei k so zu wählen ist, daß das von der Kurve 
und den Achsen begrenzte Flächenstück F,, gerade den Inhalt m(h) hat; dann ist 
f* eine Funktion mit f* >Ah auf F, für jedes h. Bei festem (x, y) € R bezeichne 
0 (f;x,y) die obere Grenze von 


slste n)dedn, 


wo S alle Rechtecke [x s&E <x, y’ <n<y] durchläuft mit O0 <x <x und 
0<y’ <y. Dann gilt 


Jou:= y) dx dy </Jo ws y) dx dy, 


und das letzte Integral kann, wenn flog? (1 + f) summierbar ist, nach oben ab- 
geschätzt werden durch B, ff fog2(ı +f)d&xdy+ B,, worin B, und B, nur von 
R 


a und b abhängige Konstanten bezeichnen. Die obige Definition des L-Arrangement 
wird durch die Lösung‘ des folgenden Variationsproblems nahe gelegt: Ist C eine 
monotone Kurve in R, welche die Punkte (a, 0) und (0, 5) verbindet und mit den 
Achsen einen Bereich K mit festem Inhalt A abgrenzt, so setze man B(x,y) =1 


für Punkte auf X, und sonst B(x,y) =0. Dann ist Je = [fe (D; x, y) dx dy 
R 


stationär, wenn ( die Gleichung log (a/x) -log (b/y) =k hat. Dieser stationäre 
Wert ist zugleich der Maximalwert von J« (bei festem A) und läßt sich mit Hilfe der 
Besselschen Funktionen K, und K, berechnen. G. Aumann. 

Kudrjavcev, L. D. und Ju. D. Kastenko: Über die Zurückführung eines mehr- 
fachen Lebesgue-Integrals auf ein iteriertes. Uspechi mat. Nauk ?7, Nr. 6 (52), 211— 
212 (1952). [Russisch]. R 

Kudrjaveev, L. D. und Ju. D. Kastenko: Über die Transformation im Integral. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 84, 869—871 (1952) [Russisch]. 
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Es werden mittels des Satzes von Lusin allgemeine Sätze über die Transfor- 
mation des n-fachen L-Integrales bewiesen. Diese sind jedoch in den Untersuchungen 
in Haupt-Aumann, Differential- und Integralrechnung III, Berlin 1938 (dies. 
Zbl. 22, 123), 143ff. enthalten. L. Schmetterer. 

Erdös, P.: A theorem on the Riemann integral. Indagationes math. 14, 
142—144 —= Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 55, 142—144 (1952). 

+00 


f(x) sei reell, -o<x<+ oo. Für alle h sei il. f(&+h)— fx)| dx = 0. 
+00 


Dann gibt es ein c, so daß f f(x) — ec] dx = 0. Alle auftretenden Integrale sind 
—o0 


Riemann-Integrale. Für diesen Satz, den de Bruijn vermutet hat, gibt Verf. einen 
interessanten Beweis, für dessen Methode man P. Lax in Erdös, Ann. of Math., 
II. Ser. 44, 643—646 (1943), insb. 645—646 vergleiche. (Das Zitat in der Arbeit ist 
falsch.) Für L-Integrale ist der Satz nicht beweisbar (D. Bruijn, dies. Zbl. 42, 288). 
L. Schmetterer. 

Bruijn, N. G. de: A difference property for Riemann integrable funetions and 
for some similar classes of functions. Indagationes math. 14, 145—151 = Nederl. 
Akad. Wet., Proc., Ser. A 55, 145—151 (1952). 

In un precedente lavoro (questo Zbl. 42, 288) l’A. ha mostrato che varie classi © 
di funzioni godono della proprietä che se f(x) & una funzione di €, per cui f(x + h) — 
f(x), eonsiderata come funzione di x, appartiene a C', allora f(x) & della forma 
g(z) + H(x), dove g(x)EC e H(x) e additiva, cice H(x + y)=H(x) + H(y). 
Qui l’A. fa vedere che gode della proprietä ora enunciata una classe generale di 
funzioni che include come caso particolare la classe delle funzioni integrabili secondo 
Riemann [questo risultato non si puö dedurre immediatemente da un recente teorema 
di Erdös (vedi la preced. recens.], quella delle funzioni continue, oppure a variazione 
limitata, oppure con derivata limitata, quella dei polinomi trigonometriei, ecc. ece. 

L. Giuliano. 

Hodge jr., P. G.: On the sign of a function in a closed interval. Amer. math. 
Monthly 59, 461—462 (1952). 

Viene dato un criterio per decidere che una funzione di una variabile, definita 
in un intervallo chiuso, ivi due volte derivabile, e dipendente da uno o piü parametri, 
non cambia segno nell’intervallo. Si da un’applicazione del criterio e si fa notare 
che il metodo riesce particolarmente semplice quando si tratti di un polinomio. 

L. Giuliano. 

e Siddons, A. W., K. S. Snell and J. B. Morgan: A new caleulus. Part II. 

Cambridge: At the University Press 1952. VIII, 463 p. $ 3,75. 


Allgemeine Reihenlehre: 


Scherrer, W.: Elementare Bestimmung der Summe der reziproken Quadrat- 
zahlen. Elemente Math. 7, 103—106 (1952). 

Ausgehend von der Formel 
(nt +a,)= lite - Ftgatgngtgng +1 -Ftgmtgag+ ], 
wobei die 2 die symmetrischen Grundfunktionen der n Werte tga,...,tg Dahbes 


[0,0] 
i s ; s 1 7° 
deuten, rd e B — = — i 
euten, wi in neuer Beweis der Gleichung = aR 6 gegeben. Dabei 
werden nur Hilfsmittel der elementaren Analysis benützt. Verf. erwähnt, daß sich 
00 
? 1 
diese Methode auch zur Auswertung von > = (p=1,2,...), sowie zur Be- 


‚ n=1 
stimmung der Partialbruchentwicklungen von cetgnx und '1/sinnx verwenden 


läßt. . D. Gaier. 
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Storchi, Edoardo: Espressione generale di x in somme di arcotangenti. Ann. 
Mat. pura appl., IV. Ser. 33, 381—396 (1952). 
Aus der für n 0 und beliebiges z gültigen Identität 


Be n Er N\_» N\ 8 n\,__ 
T = narctgz + aretg Gi) (2) a0): +6)» 
N el ze) 
folgen die Datrsellungen für x als Linearverbindungen einfacher aretg-Werte von 
Machin, Hutton, Clausen (angegeben bei L. Potin, Formules et tables nume- 
riques, Paris 1925). Aus zwei weiteren, komplizierteren Identitäten gewinnt Verf. 
auch die Darstellungen von Euler und Rutherford. Robert Schmidt. 
Bojanie, Ranko: Über die Konvergenz einer Folge von Polynomen. Srpska 
Akad. Nauka, Sbornik Radova, mat Inst. 18, Nr. 2, 133—136 und deutsche Zu- 
sammenfassg. 136 (1952) [Serbisch]. 


Verf. beweist elementar einen von V.G. Avakumoviö [Acad. Serbe Sci., Publ. Inst. math. 
4, 95—96 (1952)], mit analytischen Hilfsmitteln bewiesenen Satz: Es sei p, (&, a)=x(1l— x), 
Pr (80) Ham (o)=0, m(I,o)=m(l,o)=0 (n=1,2,...); dann gilt für |a| <n2 


Inf; .=) = al PR: a 


oo 
und _$) 7.(x,&) konvergiert für jedes x aus (0,1) und 0<a< nm. 
n=1 


(Referat nach der deutschen Zusammenfassung.) 
Bruijn, N. G. de and P. Erdös: Some linear and some quadratie recursion 
formulas. II. Indagationes math. 14, 152—163 — Nederl. Akad. Wet., Proc., 
Ser. A 55, 152—163 (1952). 


(Teil I s. dies. Zbl. 44, 60.) Verff. untersuchen die Lösungen f von 
nZ1l 
ri); =4; Im RR N a) 


falls die er 0 sind und limsupc,!!k = oo. Sie beweisen: 1. für n — oo ist 
k— 00 


lim ED ING limsupc,/fn+1)=1. — 2. Die explizite Lösung ist: 
An). = 1% ER Ca) "Ci, Wo in der inneren Summe die Summations- 


hin de Bedingungen :(1) >0,..,:(h) >0, il) +32) ++ i(h) = 
n— 1 genügen. Falls /, der größte unter den 2%”? Summanden ist, so gilt: 
lim {f(n)/I,Y® = 1. — 3. Falls o„,1/6, > ©, so gilt auch f({n + 1)/f(n) >. 


Ki falls c,„,,/c„ monoton wächst, so gilt dasselbe für f(n + 1)/f(n), und es ist 


fn +1) on-ı fmyTtm _ 
N ee: 
— 5. Falls c,;ı/c,„ monoton wächst und c,„,ı/c, > Un“ h 22) (wol =, 


& >0), so gilt: f(n + 1)/e„—> 1; falls n — 00. — Verff. geben weiter einige Bei- 
spiele, aus denen hervorgeht, daß die erhaltenen Resultate nicht erheblich verschärft 
werden können. Sie wenden die erhaltenen Resultate an auf die Lösungen von 


ee ante ee.) 


wo die c,„ > 0 sind. Sie geben hinreichende Bedingungen dafür an, daß {f(n)}-!r 
für n — 00 einen endlichen Grenzwert hat. H. D. Kloosterman. 
Wilansky, Albert: Convergence fields of row-finite and row-infinite reversible 
matrices. Proc. Amer. math. Soc. 3, 389—391 (1952). 
Verf. will- die Ordnung wiederherstellen, die — seiner Meinung nach — ge- 
stört wurde durch die Ergebnisse von P. Erdös und G.Piranian (dies. Zbl. 37, 
327). Er beweist: ‚Wenn die Matrix A reversibel ist, so gibt es eine mit A ver- 
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trägliche Matrix B, die in jeder Zeile unendlich viele Elemente = 0 besitzt und 
deren Konvergenzfeld mit dem von A übereinstimmt. Ferner gibt es eine 
normale konvergenzerhaltende Matrix C, deren Konvergenzfeld das von A ein- 
EAN, 0ER: 
schließt“. — Die Matrix| 0 —1 2 0---| hat die vordere und hintere Reziproke 
oe 
0 —1--2 —4-- |, ist aber nicht reversibel, weil sie die Folge {1/2”} in {0} über- 


ie ejın6 ze zen» Te lelleLe se! 14 Terie 


führt. Robert Schmidt. 


Pflanz, Erwin: Über die Beschleunigung der Konvergenz langsam konver- 
genter unendlicher Reihen. Arch. der Math. 3, 24—30 (1952). 
Für s,—s seien die z, so gewählt, daß o, = 2,/(s— s,) >o #0. Setzt man 


8, + za so strebt , > s und (s—t})/(s — s,) > 0, d.h. die t,, konvergieren 


rascher gegen s als die s,. Anwendung auf Reihen mit positiven Gliedern (vgl. 
O.Szasz, dies. Zbl. 41, 184) und auf alternierende Reihen. Robert Schmidt. 


Zmorovit, V. A.: Über ein Kriterium N. I. Lobatschevskijs für die Konvergenz 
von Reihen positiver Zahlen und eine Verallgemeinerung dieses Kriteriums. Uspechi 
mat. Nauk 7, Nr. 1 (47), 162—170 (1952) [Russisch]. 

Verf. behandelt folgendes Konvergenzkriterium für Reihen 2’, mit positiven 
Gliedern: Sei v,, ) 0, ?,„ die Anzahl der u, >v,„;es gelte (*)1 <ß <v,[unzı < 
& <oo für alle m. Dann konvergieren 2 p,„®„, und Zu, gleichzeitig. — Von 
Lobatschevskij (1834) stammt der Fall v„ = 2”. Man vgl. den Cauchyschen 
Verdichtungssatz (s. etwa Knopp, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen. 
4. Aufl., Berlin 1947, S. 121—123; dies. Zbl. 31, 118). — (*) darf durch die 


[ee] 
schwächere Bedingung (**) 3 v,<M-v, und vd, <M -v„;ı ersetzt werden. 
i=m 


n’ 


Verf. fragt, ob man (**) noch abschwächen kann. Wie Ref. bemerkt, ist dies zu 
verneinen. (**) charakterisiert also die Klasse der v,, | 0, für die & u, und &p,, % 
bei beliebigen w, > 0 gleichzeitig konvergieren. K. Zeller. 


Jurkat, W. und A. Peyerimhoff: Mittelwertsätze und Vergleichssätze für 
Matrixtransformationen. Math. Z. 56, 152—178 (1952). 


Man sagt, daß die Folge {s,} von der Matrix (dem Matrixverfahren) A zum Werte s limi- 

tiert wird, wenn lim Nas, =s gilt. Früher betrachtete man in der Limitierungstheorie 
n v 

meistens spezielle oder einem bestimmten Bildungsgesetz genügende Matrizen A (z.B. die 

Cesäroschen Verfahren C,) und stellte für diese Sätze auf. Neuerdings versucht man, die 

hinter den Sätzen stehenden Matrixeigenschaften herauszukristallisieren. Eine solche grund- 
legende Eigenschaft ist 


N u 
Ne Som Me Max SS a8| für bel. s, und m,n, 
® v=0 0Susn |’=0 


(wobei A hier und im folgenden als normal angenommen wird, d.h. a, +0, a„=0 für 
v>n; von dieser Einschränkung kann man sich jedoch befreien, außerdem auch Matrizen 
mit stetigen Parametern betrachten). Manche geläufige Matrizen genügen M bzw. lassen sich 
als Produkt von „M-Matrizen“ darstellen. Beispiel: CO, für 0O<x<1 bzw. x>1. Bei ein- 
zelnen Verfahren wurde M schon früh bemerkt und ausgenützt (s.etwa Hardy-Riesz, The 
General Theory of Dirichlet’s Series, Cambridge 1915). Die alten Beweismethoden zusammen 
mit einfachen Hilfsmitteln aus der Theorie der linearen Räume ergeben für M-Matrizen Sätze 
von der Art, wie sie beim C\-Verfahren bekannt sind. Entscheidend ist die Tatsache, daß aus 
M und Sp, (d.h. lim, a,,—= 0) „Abschnittskonvergenz im Nullwirkfeld“ folgt, was sich so 
ausdrücken läßt: 


. 
23 Av 5, 
v= m» 

Aus letzterer Formel erhält man leicht zahlreiche Folgerungen. 


lim fin 
P,r> © N 


=(, falls A-lims, = (0: 
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In der vorliegenden Arbeit stellen die Verf. Vergleichssätze mit Hilfe von M auf. Die 
zentralen Resultate: Satz5: A und B seien normale Sp,-Matrizen, B genüge M, es gelte 


| Any An, v-ı 


= IR eek 

vo | Dyw bn, v-1 ( 

Dann wird jede von B zu Null limitierte Folge auch von A zu Null limitiert. (Die in der Arbeit 
angegebene Verschärfung mit n, ist für normale Matrizen selbstverständlich. — Ein allgemeineres 
Ergebnis stammt von Ref. [Math. Z. 56, 145 (1952)]. Für B = arithmetische Mittel vgl. Raja- 
gopal, dies. Zbl. 41, 183.) Satz 6 ist eine Variante von Satz 5, bei der von A etwas weniger, 
von B dafür ein verschärfter Mittelwertsatz M* verlangt wird. (M* tritt wohl zum erstenmal 
bei Sargent auf, dies. Zbl. 32, 341). Bei den Beweisen erhält man durch einfache Abschätzungen 
zunächst die Beschränktheit der A-Transformierten und schließt dann mit Hilfe der bekannten 
Approximationsmethode weiter (s. etwa Banach, Theorie des operations lineaires, Warschau 
1932, 8.79 und 91; dies. Zbl. 5, 209). Die Verff. geben Anwendungen auf gewisse Nörlund- 
verfahren, die bewichteten arithmetischen Mittel, C„-Verfahren und Rieszverfahren R% mit 
0<x<1 (ua. first und second theorem of consistency, Rieszscher Äquivalenzsatz 
Om R). — Verschiedene Vereinfachungen sind möglich. So kann in (M,) m=n-+ 1 gesetzt 
werden, was eineninduktiven Beweis von Lemma 1 usw. nahelegt. Siehe auch oben. — Literatur: 
K.Knopp, Rend. Mat. e Appl., V. Ser. 11, Fasc. 3—4, 1—80 (1952) und dort angegebenes 
Schrifttum. K. Zeller. 


Agnew, Ralph Palmer: Arithmetic means of some Tauberian series and deter- 
mination of a lower bound for a fundamental Tauberian constant. Proc. London 
math. Soc., III. Ser. 2, 369—384 (1952). 

Es sei durch z(t) = x(t) + iy(t) in der komplexen Zahlenebene eine geschlossene rek- 
tifizierbare und orientierte Kurve Ü der Länge L gegeben. Ist Xu, eine gegebene Reihe mit 
lim |nw,|=h>0, deren Teilsummen ,=%-+:-:-+ u, alle auf C liegen und im positiven 


N >00 
Sinn auf © fortschreiten, so ist C die Menge der Häufungspunkte der Folge {s,}. Verf. unter- 
sucht die Menge der Häufungspunkte der Folge der arithmetischen Mittel M,„=(s,+ "+ s,)/(n+1) 
und zeigt, daß diese Menge durch gewisse (explizit angebbare) geschlossene Kurven (', dar- 
gestellt wird. Die Kurven (', werden genauer untersucht. Für a — co ziehen sich diese Kurven 
- gleichmäßig auf einen Punkt zusammen. Die Länge von (), ist stets kleiner als die Länge von ©. 
Für A—0 nähert sich ©, gleichmäßig der Kurve (C mit einer gewissen Geschwindigkeit, von der 
gezeigt wird, daß sie nicht verbessert werden kann. Im weiteren Teil der Arbeit werden Tauber- 
sche Konstanten behandelt. Es sei B, = 0,47454... die positive Lösung der Gleichung e "Rz. 
Dann gilt 1. Zu jedem R< By, gibt es eine Reihe &u, mit |nw,| =1, so daß s,=0O(l) 
ist und M,„ einen Häufungspunkt Z mit | —s,| > R (n=0,1,...) besitzt. 2. Zu R=B, 
gibt es eine Reihe Zw, mit |nu,„| = 1, so daß M,, einen Häufungspunkt Z mit || —s,| > R 
(n = 0,1,...) besitzt. Der Beweis ergibt sich durch passende Wahl der Kurve C und Betrach- 
tung der zugehörigen Kurve C,. Es folgt, daß für jedes B< B, die folgende Aussage nicht 
richtig ist: Ist 2, gegeben mit 0 < lim |n w„| < ©, 5, =O (1), so ist für passendes p, — © 
lim |M„—s,,| < B lim |n w„|, und Entsprechendes gilt für B= B,, wenn in der Aussage 


— co . 

&, =0(1) weggelassen wird. Verf. erwähnt, daß in diesen Sätzen die Konstante B, nicht ver- 
größert werden kann und verweist auf eine demnächst in den Acta Mathematica erscheinende 
Note. — Einige weitere Fragen über die Beziehung zwischen der Folge {M,„} und den Häufungs- 
werten der Folge {s,} werden besprochen. A. Peyerimhoff. 


Agnew, Ralph Palmer: Equivalence of methods for evaluation of sequences. 
Proc. Amer. math. Soc. 3, 550—556 (1952). 


Suppose that the method of summation of a sequence {s,! by the transformations 
N : nl 
A 23 @,, 8, 18 regular. It is proved that, when Im | a, =. | =— 


then the method is equivalent to convergence. For non-triangular methods the 


corresponding condition lim [|a,,| — =. |a,.|| > 0 is sufficient that no bounded 


divergent sequence be summable. W. W. Rogosinski. 


Szäsz, Otto: On the Gibbs phenomenon for a class of linear transiorms. Acad. 
Serbe Sei., Publ. Inst. math. 4, 135—144 (1952). 
Let o(t) be of bounded variation over <0, 00) and o(t)—>1 as t— co. The 


sinnt 


[0,0] 
Gibbs ratio, at = (0, of the series SAT - under the transformation T(h,t) = 
1 


2 
Zentralblatt für Mathematik. 47. {9} 


i EN ur 
Soma"! is defined as G -— im Tun. It is shown that 
—>0,t> 
» [0,0} 
2 sin Ct 5 
G— max = [ ; o(t) d= maxg(£), and that, when hA>0, 10, 
{>20 


2rı T(ht)—gi) as khlti>t(E+oo, and >1 as hit. 
W. W. Rogosinski. 


Leslie, R. T. and E. R. Love: An extension of Mercer’s theorem. Proc. Amer. 
math. Soc. 3, 448—457 (1952). 
Let (c,,) be a convergence-preserving matrix so that, when n > 09, C,5 > Cy 


> c„, > c and lim B5 lc,.| = €. The following Mercerian Theorem is proved: If 
k=1 


E Ie-£n) 


[0,0] 
and {s,} is bounded, then the convergence of s, +9 3 c,, 5, implies that of s,. 
k=1 


k 


al < eu 


=... 2 
For regular methods the above condition becomes |q| <1 | lim & el) . — These 
k=1 


results contain earlier theorems by Agnew (this Zbl. 4,391). W.W. Rogosinski. 
Amir, Amnon (Jakimovski): On a converse of Abel’s theorem. Proc. Amer. 

math. Soc. 3, 244—256 (1952). 

Verf. untersucht das Limitierungsverfahren, das durch Hintereinanderschalten 

des Cesäroschen Verfahrens (C,&) und des Abelschen Verfahrens A entsteht. — 

Die (C,«)-Mittel der reellen Folge s, seien mit o{® bezeichnet («> —1). 


(A,a)-ims, = s’ ‚heißt: Is, 2" konvergiert für 70’=Z2 1, undWes"strebt 
m 
1-2) 5 oe a"—s für x—1-—0. Permanenzatz: Au —1<a<ß, 


(A, «)- Aa s„=s folgt (A,ß)-ims,=s [zum Fall «=0 vgl. O.8zä4sz, dies. 
Zbl. 46, 290]. Folgrung: Au «>-1, B>-1, (Ch)ims,=s Tolst 
(A, a)-lim s, = s. Damit läßt sich der bekannte Satz, daßaus x > — 1, A-ims,=s 
und einseitiger Beschränktheit von 09 folgt (C,x+1)-ims,=s, auf den 
Spezialfall « = 0 dieses Satzes zurückführen. Umkehrsatz: Aus -—1<asß, 
(A,o)-ims, = Ss, 
(1) im lim min (ef — co) >0 
i1>1+0 m>o msnsıAm 

folgt (C, $)-im s, = s. Beweis mit Hilfe des R. Schmidtschen Spezialfalles «=ß = 0, 
der so verallgemeinert wird: Aus -1<ß<s0(, A-ims,=s und (1) folgt (CO, ß)- 
lim s, = s. Weiterer Taubersatz: Aus e>0, x >-—1, A-ims, =s, 0("=O(l) 
folgt (O,& + e)-ims, = s. Zum Schluß ein Umkehrsatz für die Nörlundschen 
Verfahren. W. Meyer-König. 

Vernotte, Pierre: La sommation des series asymptotiques de seconde esp£ce. 
©. r. Acad. Sci., Paris 235, 1469—1471 (1952). 


Approximation und Reihendarstellung reeller Funktionen: 


Lozinskij, $. M.: Über die Konvergenz der Interpolationsprozesse für Funk- 
tionen zweier Veränderlicher. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 83, 789—792 
(1952) [Russisch]. 

© sei der Raum der Funktionen f(x, y), die, für alle reellen & und Yy erklärt, in bezug auf 
diese die Periode 2x und die Norm I/lz = — nr If(x, y)| besitzen. Es sei Q(w) die Menge der 


Y) 
Funktionen &(w) mit den Eigenschaften: 1. »(u) stetigin O<u<, 2.0 <o(w) < w(u”) 
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für O<u'<w”, 3. o(u + u) Ss o(u) + @(u,), 4. w(0)=0. Ist E29, ER, so sei 


ers, die Menge der Funktionen f€C', bei denen für alle reellen x, y, &, ß der Betrag 
Ma+0y+B)-f&Yy)|< Aw, (|&|) + Bo;(|P|) ausfällt mit festen, von f abhängigen A, B. 
Eine Menge // von Paaren ganzer n,m > (0 nennt Verf. nichtsingulär, wenn es zu jedem N > 0 
ein Paar (n, m) € IT gibt,sodaß n> N,m > N; dieser Sachverhalt sei hier kurz mit (n, m) eII 
bezeichnet. Sind dann die Zahlen s, „ für (n,m) e IT erklärt, so sei 


os Sm — lim inf ee Bm Sn,m = lim sup Es 


N>on>2N,m>2N N>onzN,m>zN 
sind beide gleich, so bedeute lim s,, „ihren gemeinsamen Wert. Ein Satz von Zahlen x,, pc 
IT 


5 %9n4, der Art, daß O<a, << 241 < 27, heiße eine Gesamtheit trigonometrischer 
(t.) Schaltstellen (Sch.-St.). Der eindeutige Inbegriff der t. Polynome I,(x) mit den Sonderwerten 
(es) Ele lag l,i=k) für , k=1,2,....2% +1 heißt eine Gesamtheit von 
Grundpolynomen (Gp.) bei der t. Schaltung mit den Sch.-St. x,. Die unendliche Matrix, deren 


n-te Zeile a DR an N (nr =0,1,2,...) ein Satz von 2» --1 Sch.-St. ist, heißt eine 


einstufige t. Schaltmatrix (Sch.-M.). Entsprechen jedem Paare (n, m) zwei Sätze von Sch.-St. 


n, > ‚m), 1, (n, ; 
a OT) 
so heißt der Inbegriff beider eine zweistufige t. Sch.-M. M. Ihr mögen als Gp. 
(3) un (x), a. (x), Sr le (x); (4) u. (Y); en (y); ee (y) 


zugehören. Wenn fe 0, so setze man das Schaltpolynom U, „(M; f) in der Form an 
2n-+1 2m +1 Ei 
Be SI a NT (y: 
Ä 


=, 
ferner sei 
ee (rin, m). n 
Am) = max I 3 ea. 
(ii Kk=l 
1 Rn (1)z(n, m) (2) auel (2)7(n, m) 
a My = max 5 "iral, AD, M= max 3 My), 
: x i=1 Yk=1 
sodaßkurz A, „= 4A 4” . Sind die Zahlen (1) von m und (2) von n unabhängig, so heiße 


n,m N, Mm n,m" 
M entwickelbar. Diese Begriffe verwendend, gibt Verf. folgende Sätze an: 1. Wenn (n, m) &IT, 
und wenn M und &, €2, € so geartet sind, daß 
r . . di ” Al . 1 ( ) B 1 (2) 
(2) En mın E (-): @®z (m) An, m —=(, en @®] (z) abe m 0, lim @; (=) A a 0, 
so ist lim | U, MN; = Ofürfe6,,.,. — 2. Sind Mund w,€Q, ©, EN so geartet, 
1 


BB - lim min [oı —) & | Anm = 0, dann gilt lim | Un,n M, Dj|= 0 


N — 0 M — 00 — 00,M — 00 


= u 
ü — ; es 2, ü =(V, ——— N), AN 
Dre, 0: 3. Es si? E92, m€EQ h en ea) „Im (a) enn 
dann (n, m) e [7 und — mit der Abkürzung L für log — wenigstens eine der Beziehungen 


nerss . 7f Ai 1 ER 1 EEE il 
(6) lim min (4) 0, („,)| En m >) lim o()Ln> 0, lim 0, („,) Im >0 
erfüllt ist, so läßt sich zu beliebigem M eine Funktion fEC 
Im ||F — U, N; > 0 
I 


0,0, angeben, so daß 


bei beliebigem F € (09, Wenn (n, m) II und 


: 1 1 g 1 2 1l 
(7) an min E () [np ()] LnLm=(, u © (-) Em 0, Bm ©, (-) Lm=0(, 


ferner 


©, [u ©, (w)] = 


lim o, [u @,(w)] >(, lim 
u>0+ ©,(u) u>0+ @©;(%) 


ist, so sind dafür, daßlim ||f— U, m M A|, = 0 sei mit beliebiger Sch.-M. M für alle f € Oo, , 0, 
Ma 


die Bedingungen (5) kennzeichnend. — 3. Gilt (7) und eine der Annahmen 
©, [u @,(w)] 


©, [u ©, (w)] 
im ———( d im 0 > 22), 
(& oh ©,(4) Ka en @,(W) 


5* 
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so gibt es zwei Matrizen ni M’, so daß 


a) AR, MN i=h2; n,m=1,2,3,...; 
b) im II I,,m Mi, A|; = 0 für alle FECn,,o,; 
N— 00,mM— 00 2 ER 
c) es gibt ein solches FE Oo,,o, daß lim IU,,m MA = + ©- 


N— ,m— co 
Wenn @,, ®, außer (7), (8) noch die Bedingungen befriedigen 
1 
lim @ () loan —0, lim @y (>) logeem =\, 


N 00 M—&0 
so gibt es solche entwickelbaren M',M’, daß a), b), ce) erfüllt sind. L. Koschmieder. 

Berman, D. L.: Die Approximation von Funktionen, die einer Lipschitz- 
bedingung genügen, durch Interpolationspolynome. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 85, 461—464 (1952) [Russisch]. 

Bedeute A,(f; x) das Interpolationspolynom von 8. N. Bernstein vom Grad 
n— 1, das für "die Nullstellen z®) @=1,2,...,n) des Cebysevschen Polynoms 
T,(x) = cos (n arccos x) konstruiert ist. Ver gibt eine Abschätzung für die Größe 
E®@= sup |f(x&)— A,(f;x)|, wo Lipx(a) die Klasse aller in [—-1, +1] er- 

eLi a 
klär Heh inkroner ist, die der Lipschitzschen lan‘ von gegebener Ordnung a 


mit der Konstante X genügen. J. Gorski. 

Head, J. W.: The decomposition of functions. Proc. Cambridge philos. Soc. 
48, 742—743 (1952). 

Für Funktionen, die an einer Stelle 2= 0 mit einem endlichen Sprung be- 
ginnen und für — co exponentiell abklingen, wird eine Zerlegung in eine Summe 
der ersten n Laguerreschen Funktionen angegeben. Bemerkenswerterweise kann 
die Formel für die Entwicklungskoeffizienten aus der üblichen Integralform in einen 
expliziten Ausdruck umgeformt werden, der nur Werte der gegebenen Funktion 
und der Laguerreschen Funktionen niedrigerer Ordnung sowie die Ableitung L/, an 
den Nullstellen der höchsten verwendeten Funktion Z, enthält. Alle diese Werte 
können im voraus tabelliert werden, wodurch die praktische Zerlegungsarbeit sehr 
vereinfacht wird. H. Wundt. 


Alexits, Georg: Über En Annäherungsgrad der Orthogonalpolynomentwick- 
lungen. Acta math. Acad. Sci. Hungar. 3, 43—48 und russische Zusammenfassg. 
48 (1952). 

Es sei {p,(x)} das zum Intervall (a, b) und der Dichtefunktion w(x) >0 ge- 
hörige orthonormierte Polynomsystem. Es sei angenommen, daß die Funktionen 
w(x) und p,(x) im Inneren von (a, b) gleichmäßig beschränkt bleiben, d.h. daß für 
a+ha <a sb—h]2 gilt: 

via) SW, || <P m=0,L...). 
Es gibt. dann explizit angebbare Konstanten C,,, K,, (r=0,1,...), so daß für 
jede Funktion f(x) mit stetiger r-ter Ableitung (f(D = f) gilt: 


D— il 
m _ z)| < (EC © K NEN 
ER If(®) — s,(2)| < (C,,logn + K,,)®, I a =. 


. . . ” oo 
hierin bedeutet s,(x) die n-te Partialsumme der Entwicklung f(x) v 3 6 Pr); 
0 


und w,(ö) ist der Stetigkeitsmodul von f(x). B. S2.-Nagy. 

Viola, Tullio: Sur l’approximation des fonctions continues. J. Math. pur. 
appl., IX. Ser. 31, 91—101 (1952). 

Riprendendo un metodo d’interpolazione dovuto ad A. Ghizzetti [Atti Accad. 
Sci. Torino, Cl. Sci. fis. mat. nat. 80, 225—230 (1945)], PA. studia la convergenza 
puntuale della successione delle derivate delle funzioni interpolatrici introdotte col 
detto metodo, e giunge infine a dare una condizione sufficiente perch& tale conver- 
genza sia uniforme in ogni intervallo interno a quello di definizione. F. Bertolini. 
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Alexits, Georges: Sur l’ordre de grandeur de l’approximation d’une fonction 
periodique par les sommes de Fejer. Acta math. Acad. Sei. Hungar. 3, 29—40 und 
russische Zusammenfassg. 41—42 (1952). 

Soit f(x) une fonction de periode 27; soient s,(x) la n-itme somme partielle et 0„(x) 1a 
n-ieme somme de Fejer de la serie de Fourier de f(x). Designons par f(x), 3,(x), 6, (2) les fonc- 
tions conjuguees au sens trigonometrique. L’A. a demontre en 1941 (ce Zbl. 26, 310) le theoreme 
suivant: Pour f(x) €C (l’espace des fonctions continues), la relation 

IN &lle=0 (im) 
est necessaire et suffisante pour que f € Lip1. Une partie de ce theor&me, notamment la necessite 
de la condition, a &te retrouvee aussi par S M. Nikolskij [Trudy Mat. Inst. Stekloff, 15, 1—58 
(1945)] et A. Zygmund [Bull. Amer. math. Soc. 51, 274—278 (1945)]. Dans le present article, 
l’A. demontre ce theor&me par une methode qui fournit aussi le theor&me analogue suivant: 


Pour une fonction f(«)EL? (1<p<»), la relation 
IF -önllı» =0 (1°) (<az<ı) 
est necessaire et suffisante pour que f(x) € Lip (x, p). — Dans le cas p=1, ce theor&me est 


equivalent avec le suivant: La fonction f(x) € L coincide presque partout avec une fonction 
a variation bornee si, et seulement si 


ll, = 0 (m). 
L’A. demontre ensuite les theor&mes suivants: 
a) Pour f(xz)EL’(p>1) on a f”(x)ELip(1,p) si, et seulement si 
slow"),  If-al=om"). 
b) Si f(x) €Lip (1,9) (p 2 1), on a presque partout 
f(&) 2. 0 (%) F= O,(n}), f (x) EFT n(%) — 0,(nT}). 
ce) Sif” (x) est & variation bornee, on a presque partout 
log n > = log n 
fx) — 5n(8) = () (a) — (x) = En 
(> 0; f" =f). (La condition de Dirichlet-Jordan fournit donc presque partout beaucoup 
plus que la convergence s,(x) — f(x).) 
d) Si f”’ (x) ELip (1,2), on a presque partout 


f(&) — 81(8) = 0 | rer), f(&) — 5, (2) = 0 


EEE 
mn" 


ne ) B.82.-Nagy. 

Bari, N. K.: Über primitive Funktionen und fast überall konvergierende tri- 
gonometrische Reihen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 84, 1117—1118 (1952) 
[Russisch]. 

Nach Luzin gilt, daß es zu jeder meßbaren, fast überall endlichen Funktion f(x) 
mindestens eine stetige Funktion F(x) gibt, so daß F’(x) = f(x) fast überall (f. ü.). 
1940 zeigte Mensov den wichtigen Satz über die Existenz f.ü. gegen eine meß- 
bare f.ü. endliche Funktion f(x) konvergenter trigonometrischer Reihen (genauer 
vgl. dies. Zbl. 28, 51). Diese Ergebnisse sind in folgendem Satz enthalten: f(x) sei 
meßbar und f.ü. endlich in [0,27]. Dann existiert eine stetige Funktion F(x) mit 
F’(x) = f(x) f.ü. in [0,2]. Die gliedweise differenzierte Fourierreihe von F(x) 
konvergiert f.ü. in [0,2r] gegen f(x). — Für diesen Satz wird hier vielfach im 
Rahmen der Ideen von Mensov ein Beweis angedeutet. Für die Bedeutung 
dieses Satzes beachte man noch, daß die Reihe, welche aus einer f. ü. konvergenten 
trigonometrischen Reihe durch gliedweise Integration entsteht, nicht notwendig 
gegen eine stetige Funktion konvergiert. L. Schmetterer. 

Sapiro-Pjateckij, I. I.: Zur Frage der Eindeutigkeit der Entwicklung einer 
Funktion in eine trigonometrische Reihe. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 85, 
.497—500 (1952) [Russisch]. 

Example of a certain perfect set on (0, 27) which is a uniqueness set for tri- 
gonometrical series, and which contradicts an earlier theorem given by Verblunsky 
(this Zbl. 12, 401; p. 288 of the paper). W. W. Rogosinski. 

Prasad, B. N. and U. N. Singh: On the strong summability of the derived 
Fourier series and its conjugate series. Math. Z. 56, 280—288 (1952). 
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Let o,„(x) denote the arithmetical means of a formally differentiated Fourier 
series. Suppose that f be continuous and of bounded variation, that f’(x) exists 
at some x, and that, as E—(0, 


Flastol = o(ıfie +] "*") 


for some & > 0, where g(u) = f(x + u) — f(x — u) —2uf’(x). Then, it is proved, 
that B3 lo,(&) — f’(x)| = o(n). — A similar result holds for the conjugate series. 
v=1 


The o-condition is essential [eompare U.N.Singh, Proc. nat. Acad. Sci., India 
15 (1946)]. W. W. Rogosinski. 

Yano, Shigeki: Note on Fourier analysis. XXXI. Cesaro summability of 
Fourier series. Pacific J. Math. 2, 419—429 (1952). 

In the present paper the author gives two theorems for (©, —«)-summability, 
0<a<1l. LE 30,+2l(a,coonxz+b,sinnx). is the Fourier series 
ofa L-integrable funetion f(x), then both series (*) au + 2 (a,cosn x +b,sinnx)n* 
and (**) X (a,sinn x —b,cosn x)n* are summable (©, — x) almost everywhere, 
0<xax<1. II. Under the same hypothesis as in I, the set of the points x where the 
series (*), or (**), is not (Ü, — «)-summable, has (1 — x)-capacity zero. The last 
theorem is analogous to a theorem involving L*-integrability of R. Salem and 
A.Zygmund [Trans. Amer. math. Soc. 59, 23—41 (1946)]. L. Cesari. 
Spiegel, M. R.: The Dirae delta-funetion and the summation of Fourier series. 
J. appl. Phys. 23, 906—909 (1952). 


Spezielle Orthogonalfunktionen: 


Henrici, Peter: Weitere Bemerkung zu ' ext 0C032) dx. 7. angew., Maih. 
Phys. 3, 466-468 (1952). 
Für die periodische Lösung 


x 
Qx) = be-diwracose) [ ebtw+acosn ga 
=i09 


der Differentialgleichung 
9 +(-asinn)Q=1 (b >0) 


gaben K. Emden und der Ref. je eine Methode zur Berechnung der Fourierkoeffi- | 
zienten an (s. dies. Zbl. 43, 284). Demgegenüber findet der Verf. für Q(X) eine 
explizite Darstellung 


AD-1+2 LI, FRRIF een za, 


na E= b2 
wobei Y für X— 3% -+.ac0sX steht. Dieses Resultat wird aus der Besselschen 
Darstellung der zu y=x-—asinx inversen Funktion abgeleitet. — N. B. In der 


Hauptformel (3) des Verf. hat sich ein Druckfehler eingeschlichen; es fehlt der 
Buchstabe b zwischen der Ziffer 2 und dem Summenzeichen. NH. Rutishauser. 

Luke, Yudell L.: An associated Bessel function. J. Math. Physics 31, 131—138 
(1952). 

Die assoziierte Besselsche Funktion, von der in dem Aufsatz die Rede ist, ist 
eine von dem Argument 2 und zwei Parametern u und » abhängige Funktion, die 
als Lösung der inhomogenen Besselschen Differentialgleichung 

2 
a 2 _ — 22) w — e72 zu+1 
aufgefaßt werden kann. Es lassen sich durch diese Funktion eine Reihe von un- 
bestimmten Integralen mit Bessel-Funktionen darstellen, und auch in den Anwen- 
dungen kommt sie häufiger vor, H. Buchholz. 
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Halphen, Etienne: Sur une famille de fonetions. C. r. Acad. Sci., Paris 235, 
684—686 (1952). 

Im Zusammenhang mit der Untersuchung von Integralen von der Form 
N eP) uk du, P(u) ein Polynom zweiten Grades, kommt Verf. zur Einführung der 
Funktionen Cosinus-Faktorial, Sinus-Faktorial, Exponential-Faktorial der an 


2 4 
und zweiten Art: c,x=1+|} pa Aa Be ze Rn + (04 >): 


31 FR 
in 5 
+(&+z)(e+ at EINES! :T(«+5 N) bzw. 
cg2 = chi2, sy 2 = —ishiz, eg2—=cH2E(l)+sıa2E(A +4), wo 


E() = [I(1—A)]"t. Diese Funktionen genügen den Differentialgleichungen 
2y"— xy —ay=0 bzw. 24" +zy’+Ay=0 und haben Eigenschaften, die denen 
der trigonometrischen Funktionen u.a. analog sind. Ref. erlaubt sich darauf hinzu- 
weisen, daß diese Funktionen mit den Whittakerschen Funktionen M_a+1/4,+174((3 )2) 
bzw. den Funktionen des parabolischen Zylinders und den Hermiteschen Funktionen 
eng zusammenhängen (es ist z.B.: cf, x = 2llt U2 #8. M_11712172((42)2) , 


st, x = 2314 712 e#l® M_ar1ja,+172((4 ©)2), daß sie einfachen dreigliedrigen Re- 
kursionsformeln (z.B. 4x ckıı ie E — 8x — a?) cl,x + (4x —2) ch,_ı x = 0) 
genügen, u.a. m. O. Volk. 


Burchnall, J. L.: Some determinants with hypergeometrie elements. Quart. 
J. Math., Oxford II. Ser. 3, 151—157 (1952). 

In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 43, 74) hat Verf. gezeigt, daß die Deter- 
minante 


are = C (A) (02 4 1a —Hr2 


ist, wo A) = ("HATT Aa (2 -A+ 1452), 
2u=x+1, 2v»=x-—1 ist. Die Konstante C'(A) wurde inzwischen durch ein 
vielfaches Integral dargestellt (E. F. Beckenbach, S. Seidel und Otto Szasz, 
dies. Zbl. 42,76). Verf. leitet nach zwei Methoden (Betrachtung von Determinanten 
mit hypergeometrischen Funktionen als Elemente bzw. ausgehend von der Iden- 
dität zweier bilinearer cl die explizite Darstellung ab: 


2 Ir (Ar nen Ra, =). 
Cü) = mat) Nee — V—ialüne I G+DOZH, 


r=1 
O. Volk. 
Toseano, Letterio: Formule di trasformazione e sviluppi sulle funzioni iper- 
geometriche a due variabili. Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 33, 119—134 (1952). 
In zwei Formelgruppen werden die vier hypergeometrischen Funktionen mit 
zwei Veränderlichen F,(#;ß,’;y;% y), Fa(&:B, By; y'; 2), Flo, &'; BB; y; ®), 
F,(&, ß;y, y'; x) systematisch zu den „F, und untereinander in Beziehung gebracht. 
Die eine Gruppe gibt neun Formeln über den Zusammenhang mit den „F,, wie z. B. 


‚ ee 
) Raßmyıaa) =. Dean. 
a N 
(2) &,8,953y'; 2,—2) = 4B,(5- _ DR ) 2a 9 = 422). 


Die andere Gruppe umfaßt 16 Formeln, die die Entwicklung einer F, in eine Reihe 
von Funktionen desselben oder eines anderen Typus geben, wie z. B. 


2 ’ Sı (& AL ZE IE 5 
8) Fiasß,P5y:% Yy) = 3 a ver (29) 


zn) 
era dp ıry Tr 2ny are y): 


0; B’;y;% 9) ne nn = Dr ltr, B+r3y +2r;2) 


a! 


Ce = Sry ary). 
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Durch Spezialisieren ergeben sich in beiden Gruppen z. T. interessante neue Formeln 
für spezielle hypergeometrische Funktionen. Aus (4) folgt z. B. die Additions- 
formel für Laeuomenens Polynome: 


w—1 Y-)Y,(n—n! y+2r—1 y+2r—1 
MT (+9) = Se RT ART WW 
(DD), 
- ıF;( 


mit (2) = n;a+1;2). O0. Volk. 


Toscano, Letterio: Funzioni generatrici di particolari polinomi di Laguerre e 
di altri da essi dipendenti. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 7, 160—167 (1952). 
Verf. gibt die folgenden er 


=> +YV1+ 41)** N! 1 
1 > pn L(e—2n) EN er(1-VYı+aul2, I <—. 
N au “ Be en 

2 (Deren?) 1 
B) in Lie+n) eWı-4:-1)/Vı—4 +1), er 
a a en u 

= B2 a Bann TER TEN, 

— en nn («+ ) u 9) = ’ t . 

Dr” a umlelilZn) Ire 


Die Entwicklungen (2) und (3) lassen sich Arch eine Transformation ineinander 
überführen und außerdem auch als Grenzfälle aus einer allgemeineren Entwicklung 
ableiten. Es folgen noch zwei Entwicklungen für die Polynome A,(x) und B, (x) 


(Bil) —n BAND AN) en z EBEN 2), die sich bereits bei A. An- 


dx N 
gelesco [C.R. Acad. Sci., Paris 180, 489 (1925)] finden; es wird eine weitere zu- 
gefügt. O. Volk. 
Toscano, Letterio: Su una disuguaglianza relativa ai polinomi di Hermite. Boll. 
Un. mat. Ital., III. Ser. 7, 171—173 (1952). 
Beweis der Ungleichung 
a! n! 2 
522 el ‚n gerade, 
A He) Tretaee) Z0) | Rr—1)!m+n! 
> 
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MeKean jr., H. P.: A new proof of the completeness of the Hermite functions. 
Amer. math. Monthly 59, 621—622 (1952). 

Matsumoto, Toshizö: Note on the integral representation of Mathieu functions. 
Mem. Coll. Sci., Univ. Kyoto, Ser. A 27, 133—-137 (1952). 

Verf. berichtet über eine Verallgemeinerung der Kerndarstellung homogener 
Integralgleichungen, denen Mathieusche Funktionen genügen, durch Hiromoto. 
Die Lösungen von y’’+(A—k?cos?x)y= 0 befriedigen die Integralgleichung 


| ‚ n ungerade. 


G(&)=A [ K(x,9)G(p)dy, wenn der Kern der hyperbolischen Differential- 


gleichung 0?K /0x? — 0°K/öp? = k? (cos? x — cos?p) K genügt. Diese wird auf die Form 
)@KlöEm+K=0 een. und nun mit der Riemannschen Methode gelöst: 


K(&, 3) = f(0) 4, VE e E-a))fia da + [9 (2VE (m - W)e’y) 
Dabei sind f,g bis auf fo g9(0) willkürlich und ar — 5 cos +) n= 
>cos(® - x). Für f(x) = Si x, g(y) = cosy ergibt sich z.B. die bekannte 
Darstellung K = cos (k cos x cos). Im Anschluß daran stellt Verf. für andere 
bekannte Differentialgleichungen (Lame, Whittaker) und für einen allgemeinen 
Differentialausdruck die (1) entsprechende partielle Differentialgleichung auf. 
W. Haacke. 
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Funktionentheorie: 


e Bernstejn, S. N.: Gesammelte Werke. Band I: Konstruktive Funktionen- 
theorie (1905—1930). Moskau: Verlag der Akademie der Wissenschaften 1952. 
581 S. R. 31,50 [Russisch]. 


Die Sowjetische Akademie der Wissenschaften hat anläßlich des 70sten Geburtstages des 
Akademikers Serge Bernstein beschlossen, seine gesammelten Werke herauszugeben. Diese 
Ausgabe ist in vier Bänden geplant; davon liegt der erste Band schon vor, Die folgenden Bände 
werden: Bd. II. Konstruktive Funktionentheorie (1931—1950), Bd. III. Differentialgleichungen, 
Variationsrechnung und Geometrie (1903—1947), Bd.IV. Wahrscheinlichkeitsrechnung und 
mathematische Statistik (1917—1946). — Die konstruktive Funktionentheorie ist als eine 
Synthese von Ideen von Weierstrass und Tschebyscheff entstanden, in ihrem Aufbau hat . 
Verf. und seine Schule grundlegende Verdienste. Wie Verf. im Vorworte betont, fällt der Gegen- 
stand der Konstruktiven Funktionentheorie grundsätzlich fast vollständig mit dem der All- 
gemeinen Funktionentheorie zusammen, nur werden die transfiniten Prozesse aus der Betrach- 
tung ausgeschlossen. Also ist der Unterschied zwischen den beiden Theorien hauptsächlich 
methodologisch. — Im vorliegenden Bande sind 49 Aufsätze des Verf. aufgenommen; auch die- 
jenigen, die ursprünglich in anderen Sprachen erschienen waren, sind in die russische Sprache 
übersetzt worden. Unter diesen Aufsätzen befinden sich u.a die von der Belgischen Akademie 
1912 preisgekrönte, klassisch gewordene Arbeit über die beste Annäherung an stetige Funk- 
tionen mit Polynomen gegebenen Grades, sowie, was besonders erfreulich ist, mehrere wichtige 
Arbeiten des Verf., die in-für das Ausland schwer zugänglichen russischen und ukrainischen 
Zeitschriften erschienen sind. Der Wert dieser Ausgabe ist auch dadurch noch erhöht, daß der 
Verf. den meisten Aufsätzen Kommentare hinzufügt; diese befinden sich im Kleindruck auf 
39 Seiten am Ende des Bandes. — Der Band enthält auch eine Photographie von S. Bernstein; 
leider ist nicht angegeben, aus welchem Jahre sie stammt. Redaktion und Ausstattung 
des Bandes sind hervorragend; in der redaktionellen Arbeit haben A. Kolmogoroff, I. Pe- 
trowskij, N. Achieser, V. Gontscharoff und S. Nikolskij teilgenommen. B. 8z.-Nagy. 

e Tricomi, F.: Funzioni analitiche. Reprint of 2nd ed. Bologna: Zanichelli 
1952. VII, 134 p. 1500 lire. 

Foures, L.: Recourvements de surfaces de Riemann. Ann. sci. Ecole norm. 


sup., III. Ser. 69, 183—201 (1952). 

Durch eine stetige Abbildung £ der Fläche © auf 8 wird S in abstrakter Weise als Über- 
lagerungsfläche von S8 erklärt, und zwar werden hierbei Definitionen der schlichten, verzweigten 
und regulär verzweigten Überlagerung eines Punktes von $ gegeben, entsprechend auch im 
Großen Definitionen dafür, daß © (in bezug auf £) eine relativ unverzweigte, relativ verzweigte 
oder regulär verzweigte Überlagerungsfläche von S8 sei. Es interessiert hier die Riemannsche 
Überlagerung, d.h. der Fall, in welchem & und $S Riemannsche Flächen sind und t in seinen 
Eineindeutigkeitspunkten konform ist. — Marty, Shimizu und der Ref. haben die Auto- 
morphiefunktionen p(z) von rationalen und meromorphen Funktionen w = f(z),d. h. Funktionen 
mit f(p(z)) = f(z), untersucht. Verf. vertieft nun den Begriff der Automorphiefunktion, indem 
er die allgemeine analytische Abbildung zweier Riemannscher Flächen aufeinander statt der- 
jenigen der z- und w-Ebenen betrachtet. So erhält er für den allgemeinen Fall das Verhalten der 
Automorphiefunktion im Kleinen (Vieldeutigkeit und Entwicklung). Die Methode erlaubt die 
Untersuchung der Automorphiefunktionen vieldeutiger Funktionen, im besonderen algebraischer 
Funktionen. So sind die Automorphiefunktionen dieser alle von derselben Vieldeutigkeit wie 
ihre Umkehrfunktionen [was für rationales und meromorphes f(z) schon bekannt war]. — Verf. 
bedient sich auch des Streckenkomplexes einer Überlagerungsfläche, die über endlich vielen 
Punkten der geschlossenen Grundfläche verzweigt ist. Zwei Knoten heißen äquivalent, wenn 
ein Homeomorphismus den Komplex T in sich und den einen Knoten in den anderen überführt. 
Gibt es nun eine endliche Anzahl von Äquivalenzklassen, so nennt Verf. T regulär verzweigt. 
Die Fläche eines regulär verzweigten Komplexes mit lauter geschlossenen Polygonen kann als 
eine über nur endlich vielen Punkten, und zwar regulär, verzweigte Überlagerungsfläche einer 
geschlossenen Fläche aufgefaßt werden. Verf. bedient sich einer vom Ref. eingeführten Methode 
(dies. Zbl. 41, 42), um aus dem Komplex die Vieldeutigkeit der Automorphiefunktion abzulesen. 
Dabei zeigt sich erstens unmittelbar, daß bei totalautomorphem /(z) nureine Aquivalenzklasse von 
je Außen- und Innenknoten vorliegt. Zweitens konstruiert Verf. einen Streckenkomplex, dessen 
Uniformisierende im Einheitskreis meromorph ist und eindeutige nichtlineare Automorphie- 
funktionen besitzt. Das ist ein interessantes Gegenbeispiel zu einem Satze von Shimizu [dies. 
Zbl. 5, 364], wonach für eine in der ganzen Ebene meromorphe Funktion alle eindeutigen 
Automorphiefunktionen linear (und sogar alle p-deutigen algebraisch) sind.  G. af Hällström. 

Ullemar, Leo: Über die Existenz der automorphen Funktionen mit beschränk- 


tem Dirichletintegral. Ark. Mat. 2, 87—97 (1952). 
Verf. wandelt die Fragestellung einer eigenen früheren Arbeit (L. Uskila, dies. Zbl. 35, 175) 


14 


dahingehend ab, daßer an Stelle der Beschränktheit der gesuchten Funktionen Beschränktheit 
des Dirichletintegrales fordert. Demgemäß ist er genötigt, den Begriff des harmonischen Maßes, 
der ja in die Formulierung des früheren Resultates einging, durch einen entsprechenden zu er- 
setzen, den er mit dem Namen: „Zweites harmonisches Maß“ belegt. Ist G@ ein einfach zusammen- 
hängendes Gebiet mit Jordanrand I’, E eine abgeschlossene Teilmenge auf /, E’ihr Komplement 
in bezug auf I, so wird dieser Begriff so definiert: 2(20; E,@) = sup u(2,) innerhalb der durch 
die Bedingungen 
(1) lim u@)<0; DW zn 

z>E' 
gekennzeichneten Klasse K von in G harmonischen Funktionen « (2); D,(u) ist dabei das Dirichlet- 
integral. Es wird zunächst eine Anzahl von Sätzen über diesen Begriff bewiesen. Das durch 
- die Definition gestellte Extremalproblem besitzt eine einzige Lösung, d.h. es ist 2(2;E,G) € K, 
für welches in (1) die Gleichheitszeichen gelten. — Ist @ der Einheitskreis, so folgt aus einem 
Ergebnis von Ahlfors und Beurling (dies. Zbl. 41, 203) die Gleichung: cap E’= exp (—.2?(0, E)) 
wo cap die innere Kapazität bedeutet; ferner mittels einer noch unveröffentlichten Abschätzung 
der inneren Kapazität von Beurling die wichtige Ungleichung: 


(2) 22(0; B, |w| <1) < — log cos — @ (0; B, |w| <1), 


wo w das erste harmonische Maß ist. — Schließlich gilt ein Analogon zu dem Prinzip der Gebiets- 
erweiterung für das erste harmonische Maß. — Das gesuchte Kriterium besteht nur in der 
Positivität des zweiten harmonischen Maßes derjenigen Teilmenge des Randes des Fundamental- 
bereiches, die dem Hauptkreis angehört, in irgendeinem inneren Punkt des Fundamental- 


bereiches. — Daraus werden einige Folgerungen gezogen, wie z. B., mittels (2), die, daß die 
Nichtexistenz von nicht trivialen eindeutigen beschränkten automorphen Funktionen auch die 
von solchen mit beschränktem Dirichletintegral nach sich zieht. H.Grunsky. 


Röhrl, Helmut: Zur Theorie der Faberschen Entwicklungen auf geschlossenen 
Riemannschen Flächen. Arch. der Math. 3, 92—102 (1952). 

Ref. bewies (dies. Zbl. 46, 309), daß es auf einer geschlossenen Riemannschen 
Fläche zu jedem Gebiet @ mit analytischem Rand und einfachzusammenhängendem 


Komplementärgebiet @ eine Folge eindeutiger Funktionen bzw. Differentiale gibt, 
nach denen in G@ jede dort reguläre und eindeutige Funktion bzw. jedes solches 
Differential entwickelt werden kann; dabei konnte angenommen werden, daß sämt- 
liche Pole der Entwicklungsfunktionen bzw. -differentiale auf eine geeignete Stelle 


aus @ fallen. — Verf. zeigt, daß dies Ergebnis auch gewonnen werden kann als An- 
wendung der Königschen Klassentheorie ; seine Aussagen sind insofern allgemeiner 
als obige, als er über die Polstellen der Entwicklungssysteme möglichst allgemeine 
Voraussetzungen macht. Die Sätze 3 und 4 besagen lediglich, daß auch die Potenz- 
reihen aus der Klassentheorie gewonnen werden können. — Verf. zitiert versehent- 
lich in $$ 2 und 3 mehrfach [9] statt [8]. H. Tietz. 

Därbasjan, M. M.: Sätze über die Eindeutigkeit und Darstellbarkeit für analy- 
tische Funktionen. Izvestija Akad. Nauk SSSR, Ser. mat. 16, 225—252 (1952) 
[Russisch ]. 

Es wird die Klasse A,(o, 0) der ganzen Funktionen der Ordnung e und vom Typus <o 


[6,0] 
a 
betrachtet, die die Taylorentwicklung von der Form > = 2”” haben. Der /,-Folge wird 
v=1 


eine feste Folge natürlicher Zahlen u, zugeordnet, so daß w, < A, < wı, gilt. Dann heißt eine 
Folge komplexer Zahlen «, eine Eindeutigkeitsfolge für die Klasse A, (0, 0) und die Folge u,, 


wenn eine Funktion von A, (0,0) mit f"”(&,)=0 =1,2,...) identisch verschwinden 


or ish 
muß. Man führe die Bezeichnung ein: J,(w) = (d,— u) (we) -?r 2 (WuAn+R) Au a, nr, 
a Ante — Mr)! 
Setzt man für die Klasse A,(0,0): d= (oo e)'/®/e, so lautet das Hauptresultat des Verf. dahin, 
daß die Folge x, eine Eindeutigkeitsfolge für A,(0,0) und u, ist, wenn lim J,(d) <1 ist. 
. * . . . . k>00 
Es wird weiter gezeigt, daß die Bedingung dieses Satzes innerhalb einer allerdings recht ver- 


wickelt formulierten Fragestellung in einem gewissen Sinne die „beste“ ist. Ein weiterer recht 
eleganter Satz gibt die Bedingungen für die Existenz in A,(o,0) einer Funktion /(z) mit 


jr) (%) = b;. Ferner werden die zum betrachteten Interpolationsproblem gehörenden Poly- 
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nomentwicklungen betrachtet. Von Interesse ist die Methode des Verf., die auf der Benut- 
zung unendlicher Systeme linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten beruht, 
[0,0} {0,0} 
en = %;%+Ye(k=1,2,...), wobei die Koeffizienten der Bedingung N |ar;| < 
i=k+l i=k+l 
1—-9(0<9d<1,k2> 9,) unterworfen werden. Die Resultate werden zum Schluß auf Potenz- 
reihen mit endlichem Konvergenzradius übertragen. A. Ostrowski. 


Lochin, I. F.: Uber die Funktionen, die durch Reihen von Dirichletschen 
Polynomen dargestellt werden können. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 83, 
13—15 (1952) [Russisch]. 

Eine in Rez >0 reguläre Funktion F(z) vom Exponentialtypus ist genau 
dann Grenzwert einer Folge von Dirichletpolynomen &a,„,e =”? (gleichmäßig in 
jedem beschränkten Teilbereich einer gewissen Halbebene Rez >2y >0; es exi- 


[0,0} 
stiere lim n/}, = 0 < 0), wenn die Funktion f(z) = f: F(t) exp (—zt) dt mero- 
ö 


morph mit einfachen Polen in —4, ist. Man erhält dabei Aussagen über die (exi- 
stierenden) lima,, = A,. Zwei Hilfssätze beschäftigen sich mit Integraltrans- 
N 


formationen der obenstehenden Art. Lit.: Leont’ev, Trudy mat. Inst. Steklov 
38 (1951). K. Zeller. 
Bernstejn, S. N.: Über Antimajoranten. Izvestija Akad. Nauk SSSR., Ser. 
mat. 16, 497—502 (1952) [Russisch]. 
Es sei @,(x) eine ganze Funktion des endlichen Grades p > 0. Verf. nennt 
eine auf der reellen Achse nichtnegative Funktion H(x) eine Antimajorante, wenn 


zwar |G,(x)| SH(x) für -— oo <x <-+ 00, aber trotzdem in einem beliebigen 
Intervall [a, b] die Ungleichung sup |G,(x)| >N mit noch so großem N mög- 
a<r<b 


lich ist. — Ferner wird der Begriff der „schwachen Gewichtsfunktion‘“ (slabo vesovaja 
funkeija) erklärt: ist f(x) stetig und strebt für © — + co nach Null und läßt sich 
zu jedem genügend kleinen e eine ganze Funktion G,(x,e) so konstruieren, daß 
(a) —-@,(®, e)| <eH(x) (-o<x<H+ ©) ist, dann heißt H(x) eine schwache 
Gewichtsfunktion. Jede solche Funktion ist eine Antimajorante. Der Hauptsatz 
der Note, der bereits früher ausgesprochen worden ist [Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 65, 117—120 (1949)], charakterisiert eine Klasse schwacher Gewichtsfunk- 
tionen näher. W. Hahn. 


Mejman, N. N.: Differentialungleichungen und einige Fragen der Verteilungen 
der Nullstellen ganzer und eindeutiger analytischer Funktionen. Uspechi mat. Nauk 
7, Nr. 3, 3—62 (1952) [Russisch]. 

Gilt für zwei komplexwertige Funktionen f(x), (x) für alle reellen x (1) |f(z)| < |o(x)|, 
so folgt daraus gelegentlich die für alle reellen x gültige Relation (2) |(z)| < |»(x)|. Das erste 
derartige Beispiel war die S. Bernsteinsche Ungleichung für Ableitungen trigonometrischer 
Polynome. Die Arbeit bietet eine Übersicht über die in dieser Richtung erzielten Ergebnisse. — 
Das erste Kapitel diskutiert die vom Autor herrührende ‚Bedingung der Argumentmonotonie“: 


Wenn arg (e’? »(x)—f(x)) sich für jedes feste 9 monoton ändert, falls x die Umgebung eines 
Punktes x, durchläuft, so folgt aus (1) in x, mit < -Zeichen das Bestehen von (2) in &,. — Im 
zweiten Kapitel werden »(z) und f(z) als eindeutig und analytisch in der z-Ebene bis auf isolierte . 
Singularitäten vorausgesetzt. Über w(z) wird vorausgesetzt, daß in der unteren Halbebene 
(3) |o(@)/o(z)| < 1 gilt; über f(z), daß in der unteren Halbebene durchweg (4) |f(2)/o(@)| < 1; 
f@)/o(z)| < 1 bleibt. Dann folgt wiederum aus (1) für alle reellen x die Gültigkeit von (2). Die 
Bedingung (3) spielt in den Untersuchungen über die Verallgemeinerung des Hermite-Bieler- 
schen Satzes auf ganze Funktionen eine wichtige Rolle und ihre Tragweite ist in diesem Zu- 
sammenhang vollständig aufgedeckt worden. Diese Ergebnisse aus einer gemeinsamen Mono- 
grafie des Verf. mit G. N. Tschebotareff werden rekapituliert und auf das vorliegende 
Problem angewandt. Im dritten Kapitel werden insbesondere ganze Funktionen diskutiert, 
die als Grenzfunktionen von gleichmäßig konvergenten Polynomfolgen auftreten können. — 
Die Ergebnisse lassen sich auf Funktionen mehrerer Variablen übertragen. A.Ostrowski. 


Sinclair, Annette: The zeros of an analytie function of arbitrarily rapid growth. 
Proc. Amer. math. Soc. 3, 416—424 (1952). 
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Ketehum (this Zbl. 25, 167) investigated point sets such that, for any given 
function G(z) > 0, there exists a function f(2) which is analytie except where G (2) 
is unbounded and which satisfies |f(2)| > @(2) at every zin the set. He proposed the 
corresponding question with the additional ee that f(z) is to be nonvanishing 
except at certain specified points of the complement of the set. Sinclairhere verifies 
the existence of such f(z), provided that the set consists of nonintersecting subsets 
whose closures do not Se the plane. Necessary and sufficient conditions are 
obtained in order that analogous results hold for more general point sets. The proofs 
are based on an approximation theorem [Sinclair, Trans. Amer. math. Soc. 72, 
148—164 (1952)] and a theorem of Ketehum (reference above). N. A. Bowen. 


Carleson, Lennart: On the zeros of functions with bounded Dirichlet integrals. 
Math. Z. 56, 289—295 (1952). 

Zweck der Abhandlung ist, den folgenden Satz zu are Gegeben sei die 
Folge „=nre® (l<r, <1). Es handelt sich um die Existenz einer in 
lz| <1 regulären Funktion f(z) mit daselbst beschränktem Dirichletintegral, 
/(0) = 1 und f(z,) = 0. Damit ein ffür die gegebene Menge (r,) zueiner geeigneten 
Menge (6,) existiere, ist notwendig und hinreichend, daß 2(1—r,) konvergiert. 
Damit f für die gegebene Menge (r,) und jede Menge (6,) existiere, ist hinreichend und 
notwendig, daß & |In(1 — r,)|=!*=® konvergiert. @G. af Hällström. 

Kahane, Jean-Pierre: Extension du th6or&me de Carlson et applications. 
C. r. Acad. Sci., Paris 234, 2038—2040 (1952). 

Einige Sätze über den Zusammenhang zwischen dem Wachstum einer in der 
Halbebene Rz > 0 holomorphen Funktion und der Dichte ihrer reellen Nullstellen. 
Es ist stellenweise schwierig, der Idee des Verf. auf die Spur zu kommen. Denn z. B. 
Satz B, besagt, daß eine fastperiodische Funktion identisch verschwindet, wenn ihr 
Spektrum gewissen Bedingungen genügt und wenn außerdem 


Iog | (ot)| + Ip(-H)dt <-ark), 


wo (wie man anderen Voraussetzungen zufolge vermuten darf) die Funktion r(«&) 
bei wachsendem « nach Unendlich strebt. Es scheint, daß die letzte Voraussetzung 
allein schon die Behauptung nach sich zieht, selbst wenn o(t) nicht fastperiodisch 
ist. Vermutlich werden hier manche Symbole verwechselt. Zu Satz B, läßt sich 
ähnliches sagen. Das Verständnis des Aufsatzes wird auch dadurch erschwert, daß 
Verf. bei Benutzung von Resultaten anderer Autoren gar keine Literaturhinweise 
außer den bloßen Namen angibt. J. Mikusinski. 

Tsuji, Masatsugu: On the remainder term of Nevanlinna’s second fundamental 
theorem. J. math. Soc. Japan 4, 31—36 (1952). 

Dans le second th&oreme fondamental de Nevanlinna (g — 2) T(r) <YN (r, a,)— 
N,(r) +2 (r) relatif & une fonction meromorphe dans |2| < R, le terme eomple- 
mentaire (2(r) a 6t6 etudi& par Nevanlinna et par Ahlfors. L’A. montre que 
l’elegante methode suivie par Ahlfors permet de retrouver exactement les rösultats 
suivants de Nevanlinna (k > 0): 


siR= ©, [2a ‚<o|| | 
i i 


Rk+1 K+l 
r 


iR=|], Jon dern tar <0| [wer (r)(L—r)k-1dr|. 


m J. Dufresnoy. 
Koseki, Ken’iti: Über die Ausnahmewerte der meromorphen Funktionen. 
Mem. Coll. Sei. Univ. Kyoto, Ser. A. 27, 7—40 (1952) 


Borel has shown that the convergence-exponent of the a-points of a transcendentalintegral 
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function equals the order of the function, save for one value of a at most. The author considers 
the corresponding problem for functions defined in other regions. Let f(z) be defined in a 
Eon G, part of whose boundary R consists of two simple arcs l, 1’ intersecting at 2, at an angle 
9(=0,2r). Let eircles, centre 29» radii 7,5, (r > s), be drawn; let (1,), (l,) be infinite sequences 
of nonintersectiong arcs, each joining 2, to a pointin@on ek — | = r, Sa that (1,), (1) tend 
steadily to /, l’ respectively. Let X be the region in hr between |z — ER = s, 2 — al er 


and let X be its boundary. Let M,„(s) = max Be on K, and let 


un Zi di ed 


"Then the Hadamard-Borel order at 2, of a en /(z) regular in @ is /, where 


1 
Velden \ (log log M„(s)/log —); 


N— 00 s>0 


and the Nevanlinna order at 2, of a function f(z) meromorphic in @ is .ı, where 


= 
} == ARE) IE; 1 
— lm) run = lim (Io a( )j1o ? 
Ss 


Let z,(a), n—=1,2,3,... be the a-points; let M„(a) be the set of a-points in that part of @ 


[0,6] 
bounded by 2? —%| =r, 1, 1; and let M(a) = = M„(a). Then the convergence-exponent 
of M (a) is the lower bound o of the numbers %k for which BS In (a) — 20|* converges. — The 


.author’s principal theorems, obtained by making a RER ne transformation of a neighbour- 
hood of 2, into the unit circle and appealing to results of R. Nevanlinna, are: — I. If /(z) is mero- 
morphic in @ and if n/9 < u< ©, then (i) o << u for each a, except at most 2 values of a, 
.and (ii) for each «a, the convergence-exponent of M,„(a), for every n, does not exceed u + n/d. — 
1I. The same with ‚‚meromorphic“, „u“, replaced by ‚‚regular‘, ‚4‘ respectively. Bowen. 

Yu, Chia-Yung: On some functions holomorphic in an.infinite region. Proc. 
Amer. math. Soc. 3, 232—236 (1952). 

Mandelbrojt indicated that if a function is holomorphic and bounded in a 
half-strip of the z-plane containing the half-axis ox as a part of its central line and 
if this function and a certain infinite sequence of its derivatives vanish at the origin, 
then it is identically zero. The author takes a region defined by x >d, |y| Sg(x). 
instead of a half-strip, where — © <d <0 andg(x) is a certain positive continuous 
function tending to zero with 1/x, and extends the above result, by using a theorem 
of Valiron (Sur les fonctions entieres d’ordre fini et d’ordre nul, These, Paris 1914, 
in particular p. 62, $ 32) and a result of Mandelbrojt on generalized quasi-analy- 
tieity (Series adherentes, regularisations des suites, applications, Paris 1952, Bd. 2, 
.chap. III). Noshiro. 

Gandini, Carla: Un teorema di A. E. Ingham sui „Grandi indiei*. Boll. Un. 
mat. Ital., III. Ser. 7, 143—148 (1952). 

A. E. Ingham (dies. Zbl. 16, 397) zeigte: „Wenn f(s)=La, ce": (<A,< 
A <>, a, reell) für s>0 REN Ayrıldn > © strebt und f(s) für 
s—(0 beschränkt bleibt, so ist lim (an ++ .a,) = lim f(s).““ Dieser Satz 

no s>0 
wird unter Anwendung einer Methode von G. Ricei (dies. Zbl. 11, 15) neu bewiesen, 
und zwar gestützt auf einen Satz von G.H. Hardy und J. E. Littlewood (1926), 


der die Beschränktheit der a, sicherstellt. Robert Schmidt. 
Sheffer, I. M.: On certain entire functions. Proc. Amer. math. Soc. 3, 514—516 
(1952). 


Verf. gibt eine Charakterisierung der ganzen Funktionen von der Gestalt 
m—1 ; j 
(„Spezielle Exponentialsummen“): (1) Q(2) +2 A,exp (wW2), wo Q(2) ein 


Polynom und w=exp(2mi/m) ist. Die Funktionen (1) besitzen an jeder 
;Stelle 2, die folgende Eigenschaft J: Alle Ableitungen von f(2) nehmen für 


18 


2 = 2, nur endlich viele verschiedene Werte an. — Es wird nun gezeigt: 1. Besitzt 
eine analytische Funktion f(z) die Eigenschaft J an zwei Stellen, so ist sie eine spe- 
zielle Exponentialsumme. 2. Besitzt f(z) die Eigenschaft J an einer Stelle 2, und 
sind an einer Stelle 2, #2, unendlich viele Ableitungen gleich, so ist sie wieder 
von der Gestalt (1). Es wird ein allgemeiner Satz bewiesen, der 2. und damit 1. ent- 
hält. — Der Verf. weist auf den Zusammenhang seines Satzes mit dem bekannten 
Satz von G.Szegö über Potenzreihen mit endlich vielen verschiedenen Koeffi- 
zienten hin. E. Hlawka. 

Shah, S. M.: A note on entire functions of perfectiy regular growth. Math. Z. 
56, 254—257 (1952). 


Let f(2) = N a,2” be an entire funetion of order og, M(r) = max |f(2)| and 


v(r) the rank of the maximum term of fon |2| = r. L(r) (> 0) is a continuous func- 
tion forr >r,and L(cr) = L(r) as r— 00 for every c > 0. — Itis proved that when 
log M(r) = T re L(r) where 0O<T7T< oo, then v(r) wo Tr? L(r), and conversely. 
log M (r) 
me) 


‚ and of those of — — , respectively, are given. 


W. W. Rogosinski. 
Schubart, Hans und Hans Wittich: Einige ganze Funktionen und ihre Riemann- 
schen Flächen. Math. Ann. 124, 450—452 (1952). 
Soit la fonetion entiere g(2) = II (1— z/n‘), definie pour 1>1. Les zeros 


N 

log log|g(&)l _ 1 
log &, I 
—A avee O <A<m si l>2. C’est & la d&emonstration de 


and relations be- 


More generally, two-sided estimates for lim and ak of 
log M (r) 
r?® L(r) 


tween the lim and lim of 


&„deg’(2) verifient g(&,)—>0 quand u—oo si 1<I<2, lim 
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ces dernieres proprietes, prevues par Schubart (ce Zbl. 43, 77) qu’est consacr& 
cet Article. J. Dufresnoy. 

Singh, S. K.: A note on entire funetions. J. Univ. Bombay, n. Ser. 20, 1—7 
(1952). 

L’A. demontre quelques proprietes simples se rattachant imme&diatement soit 
aux resultats connus de S. M. Shah, soit & la formule de Jensen, soit aux travaux 
de Borel et Valiron. J. Dufresnoy. 

Kober, H.: A remark on a monotone singular function. Proc. Amer. math. 
Soc. 3, 425—427 (1952). 

In Verallgemeinerung früherer Ausführungen (dies. Zbl. 35, 47) wird ge- 
zeigt: Es. seien a,b reell, a>5b>1 und O<r<+&, g(x) =g(x;a,b) = 


+00 
Ser], =, ur al) fernert= c„g9(2), L()=L(;a,b)=2z=gÄi(t) 


mit Vier ro: dabei ar [u] für u >0 die größte ganze Zahl <u. 
(Für ganzzahliges b ergeben sich die a.a.O. eingeführten Funktionen @(x) = 
9g(— 0), ol) = Lit)). — (1) Es gilt Lit) =bLfltja) und Li’ +’) <L(t) + 
L(t”),t,t’ =0. Ferner ist bei gegebenen , >1, M >0 und für O<x <M, 
(Et 0(M),ma.b 6b, gleichmäßig g9(x;a,b)— x sowie L(t;a, b) —t, wenn 
a—b—0. — (2) Ist f(x) stetig in 0 <sxzs1 und wird gesetzt «= 2 + 1/n, 


fernen. | (2) = 1 (oa - 2)(a—1) E: (a 2mal), 02 Weunds 7 
lim f,(x), so gilt f(x) = lim f, (x) Bidiehrea Bien next, —(5) Jede in|z| = 1 


zoll 

stetige Funktion (2), wobei 2=x+iy, läßt sich gleichmäßig approximieren 
neh nahezu analytische Funktionen H,(2) d.h. durch stetige H„(z), welche in 
fast allen Punkten analytisch sind. Genügt feiner Lipschitzbedingung bzw. ist f(z) 
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analytisch in |z2| <1 mit beschränktem f’(z), so können die H,(2) so gewählt 
werden, daß jede ebenfalls einer Lipschitzbedingung genügt bzw. daß fast überall 
H,„(2) = f'(2) für jedes n. Otto Haupt. 

San Juan, Ricardo: Une proprist6 generale des celasses quasi-analytiques et 
des developpements asymptotiques dans des demi-plans. C.r. Acad. Sei., Paris 
235, 282—284 (1952). 

Des inegalites de Gorny (ce Zbl. 22, 154) et Cartan (Actual. sci. industr. 
Nr. 867, Paris 1940) ’A. deduit que toute classe quasi-analytique c {M,} est con- 
tenue dans une autre c {M#}, oü les M# forment une suite non-decroissante. [On 
sait depuis Gorny que si la classe c{M,} est definie sur l’intervalle (— oo, oo), 
on peut choisir c {M*%} equivalent äc{M,}.] En modifiant un peut le raisonnement 


n—2 
de Gorny-Cartan, I’A. demontre aussi qui si R, = 5) ION a |\zm Zm, 
v=0 
pour R(e) >0, alors pur Re) >a>0 ona Rn<m* ou mt <crm,.» 
c ne döpend que de a et les m forment une suite non-decroissante. J. Horvath. 


Roux, Delfina: Sul comportamento delle serie di potenze sugli archi di regola- 
rita. Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 33, 255—262 (1952). 

Ein klassischer Satz von Fatou und Riesz lautet: Wenn die Koeffizienten- 
folge einer durch eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius Eins definierten 


Funktion f(x) = Sa, x" der Bedingung a,=o(l) für n— co genügt, dann 
n=0 


konvergiert die ganze Folge ihrer Teilsummen f,(x) = B3 a,x* gleichmäßig auf 
=0 


jedem abgeschlossenen Regularitätsbogen von |z| = 1. In der vorliegenden Ab- 
handlung versucht die Verf. diesen Satz zu verschärfen, indem sie eine feste Teil- 
folge {f„,(x)} betrachtet und dann eine verbesserte hinreichende Bedingung für 
solche gleichmäßige Konvergenz f,,(x) > f(x) festsetzt. Y. Komatu. 

Bernardi, S. D.: A survey of the development of the theory of schlicht functions. 
Duke math. J. 19, 263—287 (1952). 

R.-Salinas, Baltasar: Bemerkung über den Wertebereich einer schlichten 
Funktion. Revista mat. Hisp.-Amer., IV. Ser. 12, 223—228 (1952) [Spanisch]. 

Mit Hilfe von Variationsmethoden werden die (schon früher mit anderen 


Methoden festgestellten) genauen Wertebereiche von logf(2) und log on 
ermittelt, wenn f(2) die Gesamtheit der in |2|<1 schlichten regulären Funktionen 
mit f(0) = 0, f'(0) = 1 durchläuft. H. Grunsky. 


oe Caratheodory, C.: Conformal representation. 2nd. ed. (Cambridge Tracts 
in Mathematics and Mathematical Physics, No. 28). Cambridge: At the University 
Press 1952. IX,-115p. 12s.-6d. net. 

Royden, H. L.: A modification of the Neumann-Poincar& method for multiply 
connected regions. Pacific J. Math. 2, 385—394 (1952). 

Birkhoff, Youngand Zarantonello (this Zbl. 43,125) have given an iterative 
method for the solution of the conformal mapping problem for simply connected 
regions. The convergence of his method is the same as that for the classical Neu- 
mann-Poincar& method in potential theory, which fails to converge for the 
computation of the harmonic measures of multiply conneeted regions. The author 
gives a modification of the Neumann-Poincar6 method which converges in this case 
and applies it to the conformal mapping of doubly connected regions. J. Gorski. 

Ahlfors, Lars V.: Remarks on the Neumann-Poincare integral equation. 
Pacifie J. Math. 2, 271—280 (1952). 

The author gives a new estimate of the convergence rate of Neumann’s series 
by means of quasi-conformal mappings. Aside from its practical application the 
result seems to present some theoretical interest. J.Görski. 
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Wolontis, Vidar: Properties of conformal invariants. Amer. J. Math. 74, 
587—606. (1952). 
Unter der extremalen Distanz zweier kompakter Gebiete E, und E, (E,,E, © D) 
definiert Verf. das Verhältnis 
Ap (E,, E,) = sup | inf L, al (D) 
eeP |yer 
mit 


Da) fo . ld2|; A, (D) = [I day, 
n 


wobei o (z) eine bestimmte Massenbelegung auf D bezeichnet und y einen in D rekti- 
fizierbaren Weg angibt. Für bestimmte Massenbelegungen werden diese extremalen 
Distanzen berechnet bzw. abgeschätzt. Weitere Abschätzungen ergeben sich durch 
Deformationen von E, und E, im Sinne von Symmetrisierungen. H.P. Künzi. 

Meschkowski, Herbert: Einige Extremalprobleme aus der Theorie der kon- 
formen Abbildung. Ann. Acad. Sci. Fennicae, Ser. A I 117, 12 8. (1952). 

Es sei f(z) in einem n-fach zusammenhängenden Bereich D einschließlich des 
Randes C eindeutig und bis auf Pole regulär. Verf. definiert die Norm f(2): 


fl = ji f'-fdz. Er behandelt in D die verschiedenen Klassen K von mero- 
( 


morphen Funktionen. Es zeigt sich, daß die Funktionen, welche D auf die n-fach 
gewundene Fläche des Einheitskreises bzw. auf den Komplementärbereich oder 
‚auf einen schlichten Vollkreisbereich usw. abbilden, gewisse Extremaleigenschaften 
in bezug auf die Klassen K besitzen. Z.B. F,, sei die Klasse der Funktionen, die : 
in D-+Ü meromorph mit einfachen Polen in 2, und entsprechenden Residuen 
r„k=1,2,...,m, sind. Dann hat von allen Funktionen der Klasse F,, N„(2) = 


Sr, N (2, 2,) die’ kleinste Norm.. Dabei ist .N(22,)=43 [Als2) 722): 


A(z,2,) bzw. B(2,2,) ist die Funktion, die D auf einen Parallelschlitzbereich mit 
Schlitzen parallel zur reellen bzw. imaginären Achse so abbildet, daß z, in oo über- 
geht. Unter Benutzung von gewissen Orthonormalsystemen wird eine Verallgemei- 
nerung des Flächensatzes von Bieberbach für die n-fach zusammenhängenden 
Gebiete abgeleitet. J. Görski. 
Stallmann, Friedemann: Zum Parameterproblem der konformenAbbildung von 
Kreisbogenpolygonen. Mitt. math. Sem. Gießen, Nr. 43, 46 S. (1952). 


Die Arbeit befaßt sich mit der konformen Abbildung einer Halbebene in Kreisbogenpolygone. 
Sind %,(x) und %,(x) zwei linear unabhängige Lösungen von 


n—1l n—4 
(2-n-8,°+ 5 92) 2 + Z by 
v=1 k=0 


a) VERS 1-62 ' 
Y >% 4 DEN] (2 —e,)? n—1 i 
F 4 (x —e,) 
= 
so stellt n(&) = Yyı(z)/y,(x) eine Abbildung eines Kreisbogen-n-Ecks dar. nö, sind die Winkel 
der Polygonecken, die singulären (reellen) Punkte e,,...,e„_, und oo gehen in die Eckpunkte 


über. Das im allgemeinen noch ungelöste Problem ist die Auffindung des Zusammenhangs 
zwischen den e, und den akzessorischen ebenfalls reellen Parametern 5, mit den Eckkoordinaten 
des Polygons. — Verf. sucht für große Werte der akzessorischen Parameter Ersatzdifferential- 
gleichungen, die Zylinderfunktionen als Lösungen haben. Dazu wird zunächst der schon von 
v. Koppenfels (dies. Zbl. 21, 415) behandelte Fall des Kreisbogenvierecks mit den Winkeln 
a2, n/2, n/2, ör mit O<06,< 1/2 behandelt, der auf die Lamesche Differentialgleichung 
führt. Durch eine Liouvillesche Transformation erhält man 

W 1—- (2 8,)? 
2 — —o? = 
(2) air: 4 
Für 6,=3% ergibtsich „ = e”°, wobei € die Umkehrfunktion von x — p(&) ist. Die Ab- 
bildung ist hier leicht zu überblicken. Im Fall ö, <} wird (2) auf die Form 
N u 1— (2 6,)? 
3 a - 
( ) m % 4 &2 g) 


p(&) mit , = 0°. 
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gebracht. Für q=0 ergeben sich die Lösungen 
(4) I N (-iod)m eres, 
Im Anschluß an Scheffe (dies. Zbl. 14, 347) wird dann mit Hilfe einer Volterraschen Integral- 
gleichung gezeigt, daß sich die Lösungen (4) von den Lösungen von (3) nur durch einen mit wachsen- 
dem o verschwindenden Anteil unterscheiden. Da die Zwischenabbildung &(x) eine Halbebene auf 
ein Rechteck abbildet, wird die analytische Fortsetzung in der £-Ebene mit Hilfe von Spiege- 
lungen untersucht, wobei die verschiedenen Lagen der Singularitäten im Anfangsrechteck ver- 
schiedene Arten der analytischen Fortsetzung erfordern. — Daran kann jetzt leicht der allgemeine 
Fall angeschlossen werden. An Stelle von (3) ergibt sich eine entsprechende Gleichung, die analog 
behandelt wird. Zum Abschluß wird diese Ersatzabbildung für das allgemeine Kreisbogen-Vier-, 
Fünf- und Sechseck diskutiert sowie für das spezielle Viereck mit 6,> 1. Bei diesen Abbildungen 
werden Teilrechtecke eingeführt, so daß in jedes dieser Rechtecke nur eine Singularität fällt. 
Aus der Gestalt der Rechtecke (mit > 4 Ecken) lassen sich die zugehörigen Kreisbogenpolygone 
in gewisse Typen einteilen, was besonders bei der Umkehrung der Fragestellung (Polygon ge- 
geben) von Nutzen ist. Zahlreiche zeichnerisch durchgeführte Abbildungen veranschaulichen 


die Arbeit. Eine Weiterführung dieser Typenuntersuchung und der damit verbundenen geo- 
metrischen Invarianten stellt Verf. in Aussicht. W. Haacke. 


Albrecht, Rudoli: Zum Schmiegungsverfahren der konformen Abbildung. 
Z. angew. Math. Mech. 32, 316—318 (1952). 

Verf. gibt ein neues, in vielen praktischen Fällen brauchbares Schmiegungs- 
verfahren an. Es beruht auf der konformen Abbildung des Inneren eines speziellen 
Kreisbogendreiecks, bestehend aus einem Bogen des Einheitskreises und zweier dazu 
orthogonalen sich in seinem Innern unter dem Winkel & zz schneidenden Kreisbogen. 
Die praktische Durchführung benötigt neben Ähnlichkeitstransformationen lediglich 
ein Netz von Kreisen eines elliptischen und hyperbolischen Büschels. Für x = 2 
erhält man das Verfahren des Ref., für x = 1 das von Ringleb als Spezialfälle. 

J. Heinhold. 

Popken, J.: An arithmetical theorem concerning linear differential-difference 
equations. Acad. Serbe Seci., Publ. Inst. math. 4, 121—128 (1952). 

Beweis des Satzes: In der Gleichung 

FE 8 Ayla) 0 

LP=0r=0 
seien die Koeffizienten A,„, algebraische Zahlen (nicht alle gleich 0) und seien keine 
zwei w, einander gleich. Ferner sollen die n + 1 Gleichungen 


A Re 
= 
keine gemeinsame Lösung haben außer allenfalls i= 0. Dann hat die gegebene 
Gleichung keine transzendente Lösung y(2) vom Exponentialtypus mit lauter 
algebraischen Taylor-Koeffizienten. Der Beweis beruht auf dem Lindemannschen 
Satz über die Exponentialfunktion und auf einigen bekannten Sätzen über lineare 
Differentialgleichungen unendlicher hoher Ordnung mit konstanten Koeffizienten. 
O. Perron. 
Day, J. W.R.: A theorem on Bernoulli numbers and the zeta function. J. Lon- 
don math. Soc. 27, 502—504 (1952). 
Wird einerseits mit 2 = 0(1) die Teilbruchreihe für cetg (r 2) angesetzt, an- 
dererseits im Gebiet 0 < |z2| <1 die Potenzreihe, so folgt die Differentialgleichung, 
und für die Koeffizienten dieser erzeugenden Funktion die rücklaufende Beziehung 


1) Zcencer-2n-(z+)te) Bar 


die in leichter Abwandlung bei Estermann (dies. Zbl. 29, 394) vorkommt. Setzt 
man aber 


(2x :)2” 


(Zn)! &(2n) 5 Pr =) 
so geht (1) in die entsprechende Aussage für Bernoullische Zahlen über. W. Maier. 
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Sears, D. B.: Two identities of Bailey. J. London math. Soc. 27, 510—511 
(1952). 

Das Hermitesche Transformationsprinzip für elliptische Thetafunktionen 
2. Ordnung läßt mit |g| <1 


[0,0} 
und U che) 
das Produkt f(xa) f(xa!) in die Summe zweier entsprechender Produkte zer- 
fallen. W. Maier. 


Modulfunktionen. Fastperiodische Funktionen: 


Lehner, Joseph: A diophantine property of the Fuchsian groups. Pacifie J. 


Math. 2, 327—333 (1952). 


Es ist bekannt, daß die diophantische Ungleichung |x — p/g| <1/y 5 9? für 
irrationales & unendlich viele Lösungen hat. Verf. verallgemeinert diesen Satz für 
Fuchssche Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden: Sei ( eine solche Grenzkreis- 
gruppe von erster Art und bezeichne P die Menge der parabolischen Punkte. Denn 
die Ungleichung |x — p/q|< h/g? hat für alle «e P— P unendlich viele Lösungen. 
Hier bezeichnet p/q die reduzierte Form der parabolischen Ecken und A ist 
unabhängig von «. 1.8. Ga 

Berezanskij, Ju. M.: Über die Theorie der fastperiodischen Funktionen be- 
‘ züglich der Schiebung in hyperkomplexen Systemen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 85, 9—12 (1952) [Russisch]. 

In früheren Abhandlungen von Levitan und Verf. wurde die Parsevalsche 
Identität in der klassischen Form bewiesen in den Fällen der Existenz eines nicht- 
ausgearteten Mittels [d.h. aus M {lf(t)|} = 0 folgt f(t) = 0]. Wegen der mit der 


Nachprüfung des Bestehens dieser Bedingung verbundenen Schwierigkeiten wird. 


in dieser Note die Parsevalsche Identität bewiesen bei vergleichsweise einfach kon- 
trollierbaren Beschränkungen, welche nicht der Klasse aller fast-periodischen 
Funktionen auferlegt werden, sondern nur den Charakteren des hyperkomplexen 
Systems. Als nicht-triviale Folgerung ergibt sich so die endgültige Verallgemeinerung 
des Levitanschen Satzes über gerade fast-periodische Funktionen auf lokal-kom- 
pakte Abelsche Gruppen. Die im ersten Hauptteil der Note skizzierte Theorie der 
hyperkomplexen Systeme mit lokal-kompakter Basis setzt die genaue Kenntnis 
einer Reihe von vorangehenden Arbeiten von Berezanskij, Krejn u.a. voraus, 
wo wesentlich mit höheren Begriffen der Maßtheorie gearbeitet wird. Für die Einzel- 


in 


heiten muß auf die Note und die dort zitierten Abhandlungen verwiesen werden. 


H. Schwerdtfeger. 
Gewöhnliche Differentialgleichungen. Differenzengleichungen: 


Lawden, D. F.: On the solution of linear difference equations. Math. Gaz. 
36, 193—196 (1952). 

In Analogie zur Benutzung der Laplacetransformation bei der Auflösung 
linearer Differentialgleichungen ordnet Verf. jeder Folge eine Funktion zu, die durch 
eine Potenzreihe dargestellt wird, deren Koeffizienten die Glieder der betreffenden 
Folge sind; er formt lineare Differenzengleichungen für die Glieder der Folge in 
Relationen für die zugeordnete Funktion um und löst auf diesem Wege die Diffe- 
renzengleichungen. (Verf. hat anscheinend nicht bemerkt, daß auch dies Verfahren 
sich bereits bei Laplace findet.) Einige Beispiele werden durchgeführt; u. a. wird 
die lineare partielle Differenzengleichung 


Yy-dly-ıt %-ıy t %-ı9-1 v0, y20; 5y=#+0,0) 
unter den Randbedingungen wo = 1, u, _ı = u_1,y = 0 gelöst. Die Lösung dieser 
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Gleichungen kann als Anzahl gewisser Wege in einem gewissen Graphen gedeutet 
werden; mit dem obigen Verfahren ergibt sich insbesondere u, „= P, (3), wo P, 
das Legendresche Polynom der Ordnung n ist. A. Stöhr. 


e Rainville, Earl D.: Elementary differential equations. New York: The 
Macmillan Company 1952. XII, 392 p. 

A first course on ordinary and partial differential equations with emphasis on 
engineering applications. M. M. Peixoto. 


Nemyckij, V. V.: Probleme der qualitativen Theorie der Differentialgleichungen. 
Vestnik Moskovsk. Univ. 7, Nr. 8 (Ser. fiz. mat. estestv. Nauk 5), 19—39 (1952) 
[Russisch ]. 

This is a review of the work done in the seminar on „Qualitative theory of 
differential equations“ under the direction of the author and V.V.Stepanov 
during the last few years. J. L. Massera. 


Scorza Dragoni, Giuseppe: Una applicazione della quasicontinuitä semi- 
regolare delle funzioni misurabili rispetto ad una e continue rispetto ad un’altra 
variabile. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. nat., VIII. Ser. 12, 55—61 
(1952). 

Sia f(x, y) una funzione definita nella striscia S: a <z <b;—-—o<y<+o, 
continua rispetto ad y e misurabile rispetto ad x e sia in S: (1) |f(, y)| <Sk(«) 
con k(z) sommabile in (a, b). E noto che l’equazione differenziale: (2) y’ = f(x, y) 
ammette soluzioni: y = y(x) assolutamente continue in (a, b) le quali soddisfano 
quasi ovunque la (2). L’A. dimostra che si puö determinare una porzione e di 
(a, b) avente la stessa misura di (a,b) ove tutte le soluzioni (assolutamente con- 
tinue) sono derivabili e soddisfano la (2). Questo elegante risultato e conseguenza di 
un precedente risultato dell’A. sulla quasi continuitä in modo semiregolare delle 
funzioni del tipo di f(x, y) e di una osservazione sull’insieme dei punti ove la deri- 
vata di un integrale coincide con la funzione integranda. In ultimo si pongono & 
raffronto alcune ipotesi formulate dal Cinquini [medisimi Rend. 11, 255—259 
(1951)] eon quelle formulate dal relatore e dal Volpato [Rend. Sem. mat. Univ. 
Padova 20, 446—461 (1951)] per assicurare l’unicitä degli integrali di un’equazione 
a derivate parziali del primo ordine soddisfacenti ai dati di Cauchy. @. Stampacchia. 

Viswanatham, B.: The general uniqueness theorem and successive approxi- 
mations. J. Indian math. Soc., n. Ser. 16, 69—74 (1952). 

L’A. demontre la convergence des approximations successives pour l’equation 
differentielle y’= f(x, y), en supposant des conditions d’une nature gen6rale. 
Mais un theoreme plus general a &t& etabli par M.Nagumo: Japanese J. Math., 
7, 71—19 (1930). M. Hukuhara. 


Coddington, E. A. and N. Levinson: Uniqueness and the convergence of 
successive approximations. J. Indian math. Soc., n. Ser. 16, 75—81 (1952). 

Un criterium de M. Nagumo pour la convergence des approximations succes- 
sives est &tendu au cas oü le second membre de l’equation differentielle auxiliaire 
est mesurable par rapport & la variable ind&pendante. M. Hukuhara. 


Levitan, B. M.: Über einen Satz von H. Weyl. Doklady Akad. Nauk SSSR, 


n. Ser. 82, 673—676 (1952) [Russisch]. 

Es handelt sich um den Satz von Weyl: Für jeden nicht reellen Wert A besitzt die Dif- 
ferentialgleichung Ly+Ay= y"’+ [2 —g(2)] y= 0 mit der in jedem endlichen Intervall 
summierbaren Funktion q(x) mindestens eine Lösung, deren Quadrat von 0 bis oo integrierbar 
ist [Math. Ann. 68, 220—269 (1910)]. Verf. zeigt, daß dieser Satz aus dem Eintwicklungssatz 
nach Eigenfunktionen obiger Differentialgleichung gefolgert werden kann, für den er eine neue 
Beweismethode angegeben hat, die im Gegensatz zu den sonstigen Beweisen keinen Gebrauch 
von dem Weylschen Satz macht (dies. Zbl. 41, 57). Somit liegt ein neuer Beweis des Satzes von 
Weyl vor. — Es wird die Funktionenfolge fi(®), fs(&),- -- n(%),... (OS xS oo) eingeführt 
mit den Eigenschaften: 1. ,()>20; 2.,.@)=0 für z21/n; 3. 5,0)= (0) = 0; 

6* 
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4. fa (x) stetig und 5. j f„(x) de = 1. Ferner wird gesetzt 


© 


2,0= | In) 0.2) mad | 


0) — 0 
wo 9,(%,}) eine Lösung der Differentialgleichung mit den Anfangswerten @,(0, A) = cos &, 
(0,4) = sina bezeichnet. Da sich das zweite Integral als in jedem endlichen Intervall absolut 
und gleichmäßig konvergent erweist, wie durch Abschätzungen von 9,(%, 4), #,„(4) und 0x(A) 
bewiesen wird, ist 


Pa (X; )) E,„ (2) dox (4) 
2 —/ 


’ 


+00 +00 
—Apa (2,2) E,(A) dox(} f 
Eman- |[ RATEN a4 | Mal Ende. 
— oo 0 
Das letzte Integral hat dieselbe Eigenschaft, so daß es auf Grund des Entwicklungssatzes gleich 
f(x) ist und somit für x > 1/ngilt: Ly,(&,2)= —2y,„(%, 2). Um hier den Gültigkeitsbereich 


der gefundenen Lösung auf 0 < x< oo auszudehnen, wird gezeigt, daß der Grenzübergang 


n— co ausführbar ist und zu einer Lösung lim w,(z,2) = y(z,z) führt, die sich auf Grund 
Nn—> 00 


[0,0] 
eines Hilfssatzes | f \yn(z, 2)? dx < C mit einer von n nicht abhängigen Konstanten C | als 
0) 


zur Klasse Z,(0, oo) gehörig erweist, w.z.b.w. Schließlich wird die Lösung y(x,z) durch Be- 


+00 


rechnung von (0,2) und y’(0,z) durch die Formel y(z,2) = | cos & [ +sina| -9,(%, 2) 


— 00 
+c0sa.0,(x,2) dargestellt, in der zusätzlich 6,(x,}) eine Lösung der Differentialgleichung 
mit den Anfangswerten 0,(0,4)= —sina, 09,(0,4)= cos«& bezeichnet. BE. Svenson. 

Pollaczek, Felix: Sur une application de l’integrale d’Hadamard ä la th6orie 
des &quations differentielles lineaires. C. r. Acad. Sci., Paris 235, 681—684 (1952). 

I punto x= 0 sia un punto singolare regolare dell’equazione differenziale 
lineare omogenea di ordine n 

Ly= 23T, Dh = Im i-l...n 
q,(x) sia olomorfa in x = 0, nessuna delle radici dell’equazione caratteristica corris- 
pondente sia uguale ad un numero intero positivo, e sia y,(%),...,y,(2) un suo 
sistema fondamentale di integrali. L’equazione non omogenea 

[0,0] 
L(y) — u I» a, 


v- 


00 
conf(%2)= =, fx’ olomorfa nell’intorno di x = 0, possiede allora un solo integrale | 


olomorfo in x = 0 che ha l’espressione 


He] | re | 


wos lie, (elle Je uaae) elle. es) .e.JelLeseLLenege,.je 


dove il simbolo ‚l sta ad indicare un integrale di Hadamard. G. Sansone. 


Taam, dieytake The boundedness of the solutions of a differential equation 
in the complex domain. Pacific. J. Math. 2, 643—654 (1952). 

Der Vergleich der Differentialgleichung d2W/da +Q(x2)W=0 mit der 
Gleichung d?Y/d« +aY=0 führt auf die Beziehung 


W(x)=Acos Ya x+Bsin Vax+ N [a—Q (t)] W (t) E Versenlat = Va „nal | dt, 


en 
Konvergenz des Integrals vorausgesetzt. Das macht verständlich, daß man Aus- 
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‚sagen über das Verhalten der Lösungen W (x) für & — oo in Abhängigkeit von dem 
Wachstum von 


De) = J (la Regio) + Im@ta))) dr 


bei geeigneter Wahl von a gewinnen kann, wie sie vom Verf. zunächst für komplex- 
wertiges Q(x), x reell, in verschiedener Weise gewonnen werden und unter Anwen- 
dung funktionentheoretischer Hilfsmittel auf Halbstreifen und andere Bereiche 
ausgedehnt werden . Vgl. Levinson (dies. Zbl. 24, 399). Adam Schmidt. 


Vinograd, R. E.: Einige Beschränktheitskriterien für die Lösungen eines Sy- 
stems von zwei Differentialgleichungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 85, 
265—268 (1952) [Russisch]. 

By means of a suitable linear substitution, a linear system with two unknowns 
can be transformed in general into: & = A(t) 2, — w(t) 2, &, = voll) 1 —u(t) x,- 
The author states without proofs several criteria for the boundedness and asym- 
ptotic stability of the solutions of such systems. The simplest among them says: 
asume & >(0, h(t)=2w/(A+u) 21-+e, e fixed >0, h monotonic; then, if 


t [6°) 
(A—u)dt <K, the solutions are bounded; if f (A—u)dt= — ©, the solu- 
Ö Ö 
tions tend to 0 as t— + oo. Further generalizations for the case of non-linear 
systems are stated. J. L. Massera. 


Manacorda, Tristano: Sul comportamento asintotico degli integrali di una 
elasse di sistemi di equazioni differenziali lineari non omogenei. Boll. Un. mat. 
Ital., III. Ser. 7, 281—284 (1952). 

A.Wintner ha dimostrato (questo Zbl. 34, 58) che se nel sistema omogeneo 
(1) w(t) = A(t) u(t) la matrice A(t) soddisfa alle condizioni 


[0,0] 
Y Ann ds 
i 


scelto comunque un vettore costante c, esiste uno e un solo integrale della (1) tale 
che lim u(t) = c. Continuando una sua precedente ricerca (questo Zbl. 44, 88) 


00 


(2) f Gy, dt = conv., f dt 


Bao} lim la,.x.| = 8, 
t>© 


t> 00 
l’A. fa vedere, in questa Nota, con un metodo di approssimazioni successive, che 
[0,0] 
se alle ipotesi (2), si aggiungono le ipotesi m; dt =conv., Jim lu,(t)] =, 
t> oo 


esiste un integrale particolare della equazione (vettoriale) (3) w(t) = A(t) u(t) + u(t) 

che soddisfa alla condizione lim uP(t) = 0. Se si osserva che, data l’equazione 

t> 00 i 

(vettoriale) (4) x’(t) = A(t) x(t) + n(t), in cui x(f) e (ft) sono funzioni continue 
t 

dit per i,< t <oo, ponendo x!(t) = f n(t) dt, essa puö scriversi sotto la forma (3) 

in eui w(t) = A(t) x!(t), da quanto ha stabilito ’A. e dal risultato di Wintner 


si deduce che per l’integrale generale della (3) si ha lim w(t)=c, e quindi per 
t>00 


| quello dalla (4) si ottiene a [) - a] = e. L. Giuliano. 


Manacorda, Tristano: Sul comportamento asintotico degli integrali di una 
elasse di equazioni differenziali non lineari. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 7, 137—142 
(1952). 

Zu jeder Lösung der Differentialgleichung 

xp (t) + lt) = Plt) 
gehört unter sinnvollen Voraussetzungen eine Lösung der nichtlinearen Diff.-Gl. 


2 (b) + xt) = pl) + FO) I), 
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die den Bedingungen 

lim {x(t) — x,()} = lim {#’(t) — A = 

t> 00 t>o0 
genügt. Die nichtlineare Differentialgleichung steht in Beziehung zu Problemen der 
Punktmechanik. Adam Schmidt. 


Barbafin, E. A.: Über die Stabilität der Lösung einer nichtlinearen Gleichung 
dritter Ordnung. Priklad. Mat. Mech. 16, 629—632 (1952) [Russisch]. 

Für die Differentialgleichung x’ + ax’ + go(x’) + f(x) = 0, (0) = FI) =, 
werden hinreichende Bedingungen für die asymptotische Stabilität der Lösung 
x = 0 angegeben, die im Fall der linearen Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten in die Routh-Hurwitzschen, notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen übergehen. [Druckfehler: In Ungleichung (5) und (13) fehlt je einmal die 
Konstante a.] Adam Schmidt. 


Turrittin, H. L.: Asymptotie expansions of solutions of systems of ordinary 
linear differential equations containing a parameter. Contrib. Theory of nonlinear 


Oseillations, II, Ann. Math. Studies 29, 81—116 (1952). 

Es handelt sich um die Differentialgleichung e* dX/dt = A(t,e) X, wo die unabhängige 
Variable t auf ein Intervall a <t<b beschränkt ist. Die Unbekannte X ist ein Vektor mit 
N Komponenten und A (t, e) demgemäß eine N-reihige Matrix, und zwar in bezug auf Z unendlich 
oft differenzierbar und in bezug auf e analytisch in einem Gebiet, das den Nullpunkt zum Rand- 

‚oo 
punkt hat. Für &—0 soll dabei eine asymptotische Entwicklung Alte) D e* A,(t) 


u 


‚gelten, wobei auch die A,(t) unendlich oft differenzierbar sind. Durch eine lineare Transfor- 
mation mit von t abhängenden Koeffizienten kann man erreichen, daß die Matrix A,(t) die be- 
kannte Kästchenform hat, und es wird vorausgesetzt, daß Anzahl und Struktur der Kästchen 
von t unabhängig sind. Dann werden Reihen aufgestellt, die nach gebrochenen Potenzen von e 
fortschreiten und die Differentialgleichung formal befriedigen. Alsdann beweist Verf. die 
Fxistenz von N unabhängigen Vektorlösungen, die durch solche formale Reihen bis zur Potenz e” 
dargestellt werden; diese Lösungen ändern sich aber mit m. Daß es auch N unabhängige Vektor- 
lösungen gibt, die den formalen Reihen im strengen Sinn asymptotisch gleich sind (also mit 
m — oo), wird dann auf dem auf den Ref. zurückgehenden und später auch von Besicovitch 
und Tamarkin beschrittenen Weg bewiesen, indem gezeigt wird, daß Lösungen, die für einen 
festen Wert £ den formalen Reihen asymptotisch gleich sind, diese Eigenschaft für alle i bei- 
behalten. Zum Schluß wird auch die inhomogene Gleichung noch kurz behandelt. O. Perron. 

Krasovskij, N. N.: Sätze über die Stabilität von Bewegungen, die durch ein 
System von zwei Gleichungen bestimmt sind. Priklad. Mat. Mech. 16, 547—554 
(1952) [Russisch]. 

Theorem 1: Let <= f(x) +ay, Y=fs(2) +by, a, b constants, f,(0) = 
p(0)=0, A,)= file) Kl) +b<0, Alk)b—h,(x)a>0 (generalized 

[0,0] 
Routh-Hurwitz conditions), Ni (Hl) b— f(x) a] dx = 00; then for any solution 
Ö 

224 y2—>0 ast—> +00, Theorem 2: Let &= fi +ay, Yy=bzx+%(y) 


oo P 
oab+0, kA) +,<d, Khla)yg=ad>0, [ (Kl), -ablde= oo, il, 
0 


for certain constants c, such that c, a = ab; then + 2 —0 as t> + 0. An 


example shows that the condition on the integrals is essential in the non-linear case. 
J. L. Massera. 

Grobman, D. M.: Den linearen analoge Differentialgleichungssysteme. Do- 
klady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 86, 19—22 (1952) [Russisch]. 

Consider the equations (1): &=Ax+flt,x) and (2): y= Ay, where A 
is a constant matrix, f(,0) = 0, |fft,«) — f(t, «')| <g(t) |e” — 2”). Let @, be 
the real part of a characteristie root of A. Two solutions x, y of (1) and (2) having 
the same characteristic exponent w, are said to be analogous if | — y| = o(e®rM); 
equations (1) and (2) are said to be analogous in the exponent w, if all the solutions 
having characteristic exponent o, can be put in a one-one continuous correspondence 
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such that any two corresponding solutions are analogous. The author states the 
following theorem: let m, + 1 be the highest rank of the submatrices corresponding 
to the characteristic roots having real part &, in the Jordan normal form of A; 


[ee] 
if jr mr g(t) dt < + 00, (1) and (2) are analogous in the exponent w,. Other 
t 


similar results are also stated. J. L. Massera. 

Coddington, E. A. and N. Levinson: Perturbations of linear systems with 
constant coefficients possessing periodic solutions. Contrib. Theory of nonlinear 
Oscillations, II, Ann. Math. Studies 29, 19—35 (1952). 

Wenn die reelle Vektorgleichung (1) x’ = f(x, £, 2) (Areell) für A = 0 die mod T periodische 
Lösung p(t) besitzt, so hat (1) für hinreichend kleine A>0 eine mod T periodische Lösung 
x(t,A),a) mit x(0,),a)= »p(0) +a, falls det{x, (T,},a)—E} nicht verschwindet. Dabei 
ist x, die Funktionalmatrix. Verff. betrachten Fälle, in denen-die erwähnte Jacobische Deter- 
minante verschwindet. — Die Vektorgleichung (2) x = A x mit konstanter reeller Matrix A 
besitze wenigstens eine Lösung p(f) der Periode 2z. Unter welchen Bedingungen hat dann 
x —=Ax+Af(x,t,A) für hinreichend kleine A eine mod 27 periodische Lösung ? f sei eine reelle 
Vektorfunktion, die in t mod 2 periodisch ist. Es wird angenommen, daß A auf die reelle kano- 
nische Normalform gebracht ist, die im einzelnen erläutert wird. Zu (2) gehöre die Lösungs- 
matrix e’*. Unter Benutzung der Struktur von A und e‘4 wird ein Vektor c, konstruiert, der der 
Bedingung x(0,},c,) =c, genügt. Die Voraussetzungen sind in der Arbeit weiter präzisiert. 
Ist f analytisch, so ist auch die periodische Lösung analytisch und läßt sich rekursiv bestimmen. 
Dazu werden zwei Beispiele diskutiert. — In einem zweiten (kürzeren) Abschnitt wird das Sy- 
stem (3) «@ = Ax+Rf(x,}) behandelt. Für A= (0 ergibt sich wieder (2) mit einer mod 2r 
periodischen Lösung. Die Periode der Lösung von (3) sei T=2nr+r(}). Analog wie oben wird 
die eindeutige Existenz bewiesen. Die Analytizität von f ergibt wieder die Entwickelbarkeit 
der Lösung. W. Haacke. 

Jeffreys, Harold: The case of equal periods in gyroscopie systems. J. London 
math. Soc. 27, 362—364 (1952). 

Consider the problem of small oscillations about a steady motion and let the 
corresponding equations be 

ot It = h=l,..,n, 
where a,,, b,,, 9;, are reals, @,, and b,, are symmetric, g,, is antisymmetric, @,, %, %. 
is positive definite. The period equation is ||—a,y®+iygn-+ d;.|| = 0. Let 
it be 9, #0, b,,%,%, non positive definite, and y, a real root of order > 2 of the 
above equation. It may be conjectured that no terms of the form’ t"”1 (cos y t, sen y t) 
oceur in the solution, no power of t above the first occuring. In this paper an example 
is given that disproves this conjecture. M. M. Peixoto. 


Papus, P. N.: Über das Aufsuchen regulärer halbstabiler Grenzzyklen. Uspechi 
mat. Nauk 7, Nr. 4, 165—168 (1952) [Russisch]. 

Let s be the arc-length (measured from a fixed point) of a closed trajectory L 
of dy/dx = f(x, y), n the shortest (oriented) distance of a point M to ZL. The diffe- 
rential equation may be written dn/ds = F(s, n) in a neighborhood of L; L is called 
a semistable regular limit cycle if F(s,n)- F(s, —n) >0 for n #0. A necessary 
condition us: d®=ff,-f,=\ Dd, +72, =0 mL. J. L. Massera. 

Minorsky, Nicolas: Sur des systemes oseillatoires contenant des parameötres 
ä inertie. C. r. Acad. Sei., Paris 235, 604—605 (1952). 

Im Anschluß an K.F. Theodorchik (Systemes autoentretenus, Moscou 1948) 
wird die aus der van der Polschen Gleichung für ein sich mit dem Ausschlag x, einer 
Schwingung langsam veränderndes Widerstandsgesetz R(x,) = Ro + di %o” + d3 %° 
entstehende Gleichung gebildet £-.2.[A—-n(,°—b 2. — day) a + x = 0. 
Dabei sind A, n, S,, b,, b3, e Konstanten und e klein. Hier tritt also gegenüber der 
sonst betrachteten van der Polschen Gleichung als Erschwerung hinzu, daß neben 
der Variablen x(t) auch ihr Ausschlag x, auftritt. Mit Hilfe der „stroboskopischen 
Methode“ (Minorsky, dies. Zbl. 42, 100) kann die Aufgabe auf die Diskussion 
einer Differentialgleichung für eine Hilfsfunktion o(t) zurückgeführt werden. Diese 
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hat hier die Form do/dt = — nbz,o(0? + Bo—C). Auch Widerstandsgesetze der 
6 
Form R(x,cost) = & m,cosnr mit expliziter Zeitabhängigkeit können ähn- 
n=0 
lich behandelt werden. L. Collatz. 

Conti, Roberto: Soluzioni periodiche dell’equazione di Li6nard generalizzata. 
Esistenza ed unieitä. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 7, 111—118 (1952). 

L’A. dimostra che un recente criterio di esistenza di soluzioni periodiche dell’ 
equazione (1) &+f(x)&+g(x)=0 di A.F.Filippov estende un criterio di 
N. Levinson e O. K. Smith ; dimostra poi l’esistenza di al piü una soluzione periodica 
dell’equazione (1) se sono verificate le seguenti condizioni: i) xg(x) >0 per |x| > 0; 


ii) posto G(x - [sie )dE, ee G(-@)=G(+X0)= +00; iii) se invertendo 
Br V26 (x) )sgn x, con la funzione x = x(2), posto 
= [ foas, ©) = F(xte)) 


la funzione D®(z)/2 risulta non crescente per 2<0, non decrescente per 220, e 


\® (2)[2| < 2. — L’A. mostra infine con un esempio che questo teorema puö portare 
alla esistenza di al piü una soluzione periodica in casi che sfuggono a precedenti 
eriteri. G. Sansone. 


Reeb, Georges: Remarques sur l’existence de mouvements periodiques ds 
certains syst&mes dynamiques. Arch. der Math. 3, 76—78 (1952). 

L’A. cherche une condition suffisante pour l’existence d’une solution ea 
du systeme d’equations differentielles 

x" + fl®, x) +ı= D(x, X, Y); y' == U(y) + Ps x, Y), 

oü y decrit une variete V,„& n dimensions, U(y) et F(x, x’, y) designant des vecteurs 
tangents & V,. M. Hukuhara. 

Mizohata, Sigeru: On the existence of systems of periodie solutions for several 
nonlinear eircuits. Mem. Coll. Sci., Univ. Kyoto, Ser. A 27, 115—121 (1952). 

Considerato il sistema non-lineare: 


(1) Et a) + pa) = mW (el. 
tale che la NR: quadratica NS L,,&,£, sia definita positiva, p,(t) funzioni perio- 
5 


diche di periodo w, !’A. dimostra che (1) ammette una soluzione periodica, di periodo 


{0} 


@,se @,(x,) ha lo stesso segno di x, per |®,| sufficientemente grande, se Al p,()d=(, 


IRG )dz;,= + ©0 e se esistono due costanti positive r, e e tali che per | 


Vz ++ u >orgsia: BYE, [F,(&,) — P;(] 9,(x,)) Ze dove L,, sono i com- 


Kr] 


plementari delle Z,, nel determinante delle L,, e -f 1.(2) day Pal) 


J p,(t) dt. Come caso particolare ritrova un risultato del Graffi e dimostra l’esi- 


ae di soluzioni periodiche per un sistema del tipo di Van der Pol. D.Graffi. 


Ura, Taro: Sur les courbes definies A la surface du tore par des 6quations 
admettant un invariant intögral. Ann. Sci. Beole norm. sup., III. Ser. 69, 259—275 
(1952). 


Soit E un champ de vecteurs sur le tore 72, admettant un invariant integral 
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de degre deux. L’A. montre que si E admet exactement deux points singuliers 
simples (qui seront n&cessairement un col et un foyer) deux cas sont possibles: 
a) toutes les trajectoires de E sont fermees; b) les trajecetoires fermees entourant 
le centre remplissent une rögion R (contenant le col) et les trajectoires de E sont 
partout denses (ergodiques) dans T?— R. La demonstration utilise le dernier 
theoreme geometrique de H. Poincar& ainsi que le th6oreme de recurrence de 
H.Poincare. Un lemme important est le suivant: Soit E un champ de vecteurs 
du plan, admettant un invariant integral, qui laisse invariante une region de mesure 
finie R du plan: dans ces conditions les trajectoires de E dans R sont toutes fermees. 
[Theoreme II, ligne 4, lire ergodique au lieu de periodique. L’affirmation de la pre- 
miere ligne de 5. n’est pas &vidente, elleest une consequence de l’existence de l’invariant 
integral]. G. Reeb. 

Fuller, F. B.: Note on trajeetories in a solid torus. Ann. of Math., II. Ser. 56, 
438 —439 (1952). 

L’A. construit un champ de vecteurs dont les trajectoires entrent dans un 
tore plein & trois dimensions et dont les trajectoires ferm6es sont homotopes & z6&ro 
dans ce tore. Utilisant un tore & quatre dimensions l’A. met en &vidence des cir- 
constances encore plus curieuses. Ces exemples, d’ailleurs tres simples, indiquent 
„la difficulte de predire l’existence de lignes integrales fermees“. G. Reeb. 


Fomin, S. V.: Über dynamische Systeme mit invariantem Maß. (Autoreferat der 
Doktordissertation.) Uspechi mat. Nauk 7, Nr. 6 (52), 230—232 (1952) [Russisch]. 


Partielle Differentialgleichungen. Potentialtheorie : 


Papy, Georges: Introduction algebrique a l’&tude d’une classe d’&quations aux 
derivees partielles non lineaires. Bull. Soc. math. Belgique 1951, 15—37 (1952). 

Expose synthetique des principaux resultats dus ä Lepage et a l’A. dans la 
theorie de la divisibilit& par une forme quadratique exterieure /' de rang 2n dans 
l’algebre exterieure d’un espace vectoriel r&eel ou complexe de dimension 2n. Theoreme 
fondamental de divisibilit& par /'; definition et proprietes des restes; critere de 
divisibilit& par J' utilisant les matrices symötriques; isomorphisme de l’espace des 
restes de degre n et de l’espace des polynömes lin&aires en les mineurs de tout ordre 
d’une matrice syme&trique; relations entre les mineurs d’une matrice syme6trique; 
röle de groupe de Siegel. P. Dedecker. 


Gillis, Paul P.: Sur la primitive d’une forme differentielle exterieure fermee. 
Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sci. V. Ser. 38, 612—631 (1952). 

A partir de la donn&e d’une forme exterieure m avec dw = 0, l’A. determine 
explicitement une forme « telle que dx = w, da* = (0, «* etant l’adjointe de x; 
la methode opere d’abord avec des formes nulles sur la frontiere du domaine, puis 
passe au cas general; le caleul des coefficients de & est fait & partir de potentiels 
dont la densit& s’exprime en fonction des coefficients de la forme w. Note du 
referent: une legere modification de la methode permet d’etendre le resultat aux 
formes dont les coefficients ne sont plus necessairement continus, mais represen- 
tent des ‚‚distributions‘“‘ au sens de L. Schwartz (cf. Theorie des distributions. 
t. I, II, Actual. Sci. industr. Nr. 1091 et 1122, Paris 1950, 1951, ce Zbl. 37, 73; 
42, 114). P. Lelong. 

Stiefel, E.: On Cauchy-Riemann equations in higher dimensions. J. Res. nat. 
Bur. Standards 48, 395—398 (1952). 

Verf. definiert das System von n linearen homogenen partiellen Differential- 
gleichungen 


= Soh 0 , (ürj=1,2,...n) 
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mit konstanten (komplexen) Koeffizienten aj, als ein System verallge meinerter 
Cauchy-Riemannscher Gleichungen, wenn es Konstanten bi, gibt mit 
al, 


N 
Au; ==> >’ unse 
fer 0m 


Dann folgt nämlich unmittelbar Au, —= 0 aus 1,0. Olga Taussky-Todd be- 
wies (dies. Zbl. 22, 22), daß es solche Systeme nur für n = 2” gibt. Verf. zeigt durch 
Aufstellung einer Matrixalgebra der Ordnung 2*-1 und mit Hilfe der Darstellungs- 
theorie für Matrixalgebren, daß n = 1,2, 4 oder 8 sein muß. Für n = 2 und 4 gibt 
es je drei und für n = 8 zwei einander nicht äquivalente Systeme. Betrachtet man 
nur reelle Koeffizienten as, so gibt es nur das klassische System der Cauchy-Riemann- 
schen Gleichungen, die zwei Dirac-Fueterschen Systeme von je 4 Gleichungen und 
3 Systeme von je 8 Gleichungen, die in enger Beziehung zu der nichtassoziativen 
Algebra der Cayleyschen Zahlen stehen. L. Collatz. 


Mönnig, Paul: Über die Lösung der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung 
durch Trennung der Variablen. Math. Z. 56, 49—56 (1952). 

In order to determine a complete integral of the Hamilton-Jacobi partial 
differential equation a well known method of Jacobi requires the knowledge of n 
Re integrals of the canonical equations dx,/dt = ©H|öp,, dp,[dt = — OH |0x,, 
i=1,...,n. Suppose now that one knows just one integral F of (1) which besides 


Di . en —=( as every integral do 

== \op, Oxı 0x, 6pı/ j 

satisfies also the relations ren 2a 22 — (El Zee henzitlisıchown 
op, ©, 0x, 0Pı 

how this may be used to obtain a complete integral of the Hamilton-Jacobi equation 

by separation of variables. This method contains as a particular case the method 


of Dall’Acqua. M. Peixoto. 


Manfredi, Bianca: Su la risoluzione delle equazioni alle derivate parziali, del 
second’ordine, lineari e a coefficienti costanti. Rivista Mat. Univ. Parma 3, 91—95 
(1952). 

Fortführung einer vorangehenden Untersuchung der Verf. (dies. Zbl. 36, 66). 
Die formale Auflösung der Gleichung der schwingenden Saite als Summe einer be- 
‚liebigen Funktion von x + y und einer beliebigen Funktion von x — y läßt sich 
auf den Fall einer linearen homogenen partiellen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten ausdehnen, bei welcher das charakteristische 
Polynom reduzibel ist. G. Cimmino. 

hachajsky, M. B.: Application des fonetions caracteristiques dans la theorie 
gcometrique des caracteristigu s. Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 38, 
536—546 (1952). 

Applicando la teoria di N.Saltykow. delle funzioni caratteristiche l’A.costruisce 
un integrale completo dell’equazione a derivate parziali del primo ordine 

: 02 02 cr 
F(x, y,2,p,q9) = 0 (=. eg +) 
Il metodo & esteso. all’equazione 
E(8., 0 220, 5 Pr Dose, 0 (=; = 0) 
z ae: 2% ; 08," ep, / 
e ad un sistema in involuzione. M. Oinquini-Cibrario. 

Kamke, E.: Über den Existenzbereich der Integrale der quasilinearen Diffe- 
rentialgleichungen 1. Ordnung. Acad. Serbe Sci., Publ. Inst. math. 4, 61-68 (1952). 

Data l’equazione alle derivate parziali semilineare 


satisfying the relation (4, F) = 


N 
(1) DA = bh (% y2)@ = 9(8, 9, 2) 
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dove y=(y,..,9%,) 2=2% 4), p= %löx, = &2j0y,, nelle ipotesi che f, 
e g siano continue per |E—£| <a ed ye z qualungue, con derivate parziali rispetto 
a , e 2 continue e in valore assoluto minori di una costante A, supposto inoltre 
che &(y) sia una funzione continua assegnata, le cui derivate parziali ,, soddisfano 
la limitazione lo,,,| <(, F.J.Perausöwna eT. Wazewski (questo Zbl. 10, 165) 
hanno rispettivamente dimostrato che se 


ie per n=]1 = 1 18 cc +1 
AC+I a =11)458 » 034 


allora, se x soddisfa la limitazione |x— £| <x, esiste un integrale 2= y(x, y) 
dell’equazione (1) che verifica la condizione iniziale w(£, y) = w(y). — L’A. dimostra 
direttamente il teorema senza ricorrere, come i due Autori ricordati, alle proprietä 
delle eurve caratteristiche della (1) ne ad un teorema di Hadamard sull’inversione di 
un sistema di funzioni, giovandosi invece di un importante teorema sul campo di 
esistenza delle soluzioni del sistema 


()= End =... WO=-LWE=0, v+AA=1,...n 


1 öyr 
e di una limitazione per le funzioni |U,(x) — U,(&)| dove 
U,(x) = uw (2), U,(x) = w(x) w!(x) per v=+4. G. Sansone. 


Douglis, Avron: Some existence theorems for hyperbolic systems of partial 
differential equations in two independent variables. Commun. pure appl. Math. 5, 
119—154 (1952). 

The main purpose of this paper is to establish existence and uniqueness theorems for hyper- 
bolie systems of quasi-linear equations in two independent variables x, y, the coefficients and 
initial data being simply continuously differentiable. The initial data are given on a segment 
of the y-axis. Following a method suggested by R. Courant, the author writes the system as 
follows: 


peran 1 


n du, du, 5 
Pr +2, )-n ln a ran 


where »,, r,; and z, depend on x, y and the w,’s. In the particular case of a linear system, an 
equivalent system of integral equations may be obtained, by integration of the given equations 
on the so-called characteristie curves O(&,y): n=f(&;%,y), dh/dE = 2,(&,n), OSE<K. 
Then an existence and uniqueness theorem isobtained by a method of iteration. This first result 
yields immediately a uniqueness theorem for quasi-linear systems. These systems themselves 
are equivalent to a system of integral equations, the unknowns being the first partial derivatives 
of the u,’s, no longer the u,’s. Studying this last system the author succeeds in proving that 
certain families of quasi-linear equations determine an equicontinuous family of solutions in a 
certain neighbourhood of the y-axis. This compactness theorem, as he calls it, is undoubtedly 
the most important result of this paper. It leads to a method of successive approximations 
establishing the existence of a solution under broad assumptions: the required solution is shown 
to be the limit of solutions of a family of systems for which the compactness theorem holds. — 
The relations between the differentiability of the coefficients and of the initial data on the one 
side, and that of the solution on the other, are studied in great detail by the author, resulting 
in his important theorem 6. — The last section of the paper is devoted to some applications of 
the author’s method to a hyperbolie system of non linear (and no longer only quasi-linear) equa- 
tions. The procedure is again by successive approximations. The reviewer wonders whether 
the fixed point theorem and the methods of Schauder and Leray would not lead more elegantly 
to the same results, in this last case. ©. Racine. 


e Coulson, €. A.: Waves. — A mathematical account of the common types 


of wave motion. (University Mathematical Texts.) Edinburgh and London: Oliver 
and Boyd, Lt., 1952. XII, 159 p. 7s. 6d. 


Povzner, A. Ja.: Über das Cauchysche Problem. Uspechi mat. Nauk 7, Nr. 5 
(51), 229—233 (1952) [Russisch]. 

Cauchy’s problem for the wave equation with data on a space-like surface is 
solved by a Fourier transformation of the time coordinate and the use of an elementary 
solution of the equation Au +42u=0. A change of this elementary solution to 
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a Green’s function for a region outside a bounded surface gives a solution of 
a mixed problem for the wave equation with data on the space-like surface and a 
homogeneous boundary condition on a cylinder parallel to the time-axis. 

L. Gärding. 

Kamynin, L. I.: Über die Konvergenz des Differenzenverfahrens für die Wärme- 
leitungsgleichung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 85, 701—703 (1952) 
[Russisch]. 

Dans une note recente (ce Zbl. 46, 101) ’A. a d&montre que l’unieite de la 
solution de l’&quation de la chaleur (1) du/dt = O?u/0x? satisfaisant A une condition 
initiale (1’) u(2,0) =p(a), -— © <x <+ %, subsiste dans une classe de fonc- 
tions plus &tendue que celle de l’&quation aux differences finies 


(h) 
(2) __ [ua + 4,1) — 2 uMm(z, t) + um(a — h, N], 


satisfaisant & la condition initiale analogue 
(2’) un 2,0)= ol, ein, 22h, oh hr. 
Dans la note presente I’A. d&montre la convergence pour 4 — 0 de la solution de (2), 


l4 


satisfaisant & (2’), vers l’integrale de Poisson 


+00 
2 1 PL) „-w- Haie, 
2Vn - Vt 
I 


sous l’hypothese que la fonction @(x) soit continue et satisfasse & l’inegalite 
lp(a)| SA eC»loet+ied) (A et C etant deux constantes positives). Il est bien 
connu que l’integrale de Poisson constitue une solution de (1), satisfaisant & (1’), 
& condition que @(x) soit continue et satisfasse A une inegalite |p(x)| SA el. 
L’A. d&montre en outre le theoreme analogue de convergence pour la suite de solu- 
tions de (2), determindes pour |x2|<_X, s’annulant pour |x| = X, et satisfaisant 
ä (2), le nombre X tendant vers oo lorsque k—0, de telle maniere que h=1/X?*«. 
M. Krzyanski. 


Giuliano, Landolino: Sull’unieitä della soluzione per una classe di equazioni 
differenziali alle derivate parziali, paraboliche, non lineari. Atti Accad. naz. Lincei, 
Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. Ser. 12, 260—265 (1952). 

L’A. demontre le theoreme suivant: Soient f,(%,t,w,7p,r), @= 1,2), deux 
fonetions continues dans un domaine D dont la projection sur le plan (x, t) contient 
le reetangle R: O<x<1, 0 <t<T, et soit h(t, 0) une fonction continue pour 
0<t<T,09>0. Supposons que 1°0(t) = 0 est l’unique integrale de l’&quation 
. = h(t,0), satisfaisant aux conditions ol) = lim 0-(t) = 0, 21a, Toncuon 

> t>0 

fi est non-d&croissante par rapport ä la variable r, 3°si u, > u,, alors f,(z, t, u,,?,r) 
fl bu, Pp,r) Shit, u) — U,). Dans ces hypotheses, lorsque u,(x, 8) et u,(z, t) 
sont deux solutions respectives des &quations (1) u = h(%t,uu,u,,) et 
(1,) u = fa(®, t, u, U,, u,,) dans R, continues avec leurs derivees Au,/öx, Ou,ldt, 
u,0x” dans Rettelles que u,(z2, 0) < u,(x, 0), u, (0,1) <u,(0, 2), u,(1,) <u,(1,t), 
alors on a u,(%,t) <u,(x,t) dans R tout entier. Dans la d&monstration, basee 
sur un lemme de T. Wazewski (ce Zbl. 8, 158), 1’A. fait intervenir la theorie des 
inegalites differentielles ordinaires. Dans le cas particulier fi = f,, le theoreme 
fournit un eritere d’unieite de la solution du probleme mixte pour l’&quation (1,). 
Ce critere constitue une generalisation d’un theoreme de H. Westphal (ce Zbl. 
35, 65). L’A. indique la gen6ralisation de son critere pour l’&quation A plusieurs 
variables: 


u f(x; U U Ugıs oo Ugpı Una» > Ug.2g)- 
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Rectification. Le theoreme de J’A. est faux. Voici un contre-exemple dü & 
A. Plis. Posons f, (%,t,u,p,r) = ujt, alors toutes les hypotheses du theoreme 
sont satisfaites, n&anmoins le proböme mixte u(%,0) = u(0,t) = u(1,t) = 0 pour 
l’equation (1,) possede deux solutions, & savoir =0etw= x(x —1)t. Le 
theoreme est pourtant vrai, si au lieu de l’hypothese 1° on suppose que: A(t) = 

est l’unique integrale de l’equation n — h(t,0) satisfaisant ä& la condition 


lim O(t) = 0. Avec cette modification le theoreme continue d’etre une gänerali- 
t>0 
sation du critere de Westphal. J. Szarski. 


Myskis, A. D.: Das einfachste Randwertproblem für verallgemeinerte Systeme 
von Telegraphengleichungen. Mat. Sbornik,n. Ser. 31 (73), 335—352 (1952) [Russisch]. 

The system is Lu, +w,+Ri=h (dl), Cu +i.,+@Qu=hs,h) (<xS[}; 
0<t< T), where L, R, C and G are constant square matrices, L and Ü' being symmetric and 
positive definite, and z, u being vectors. In addition, v|, „= |, _, =I((<t<T).i,_,=y(x), 
ul,_, = Ye) (O<x< |). The author’s aim is to justify the method of substituting 

[0,0] [0,0] In 
ee ee (3) TeSso sin (27) 
2 1 L 1 l 

and solving the ordinary differential equations obtained by equating coefficients (cf. 
N.A. Brazma, this Zbl. 42, 203). He first does this with rather severe .restrictions on 
the derivatives of @, y, h, and Ah, („basic lemma 3°). He next defines a ‚‚generalised 
solution‘‘ (g.s.) as the limit in mean square of a sequence of ordinary solutions, and gives in 
'Theorem 1 a set of conditions, regarding the summability in square of @, y, h, and h,, under 
which the g. s. exists and is unique. 'T'heorem 2, giving conditions under which the g.s. is conti- 
nuous, has more severe restrietions, including that Ah, and Ah, should be ‚‚continuous in square‘ 
with respect to 2, and that »(0) = y(l) = 0. Under the conditions of Theorem 3, requiring 
‚apart from differentiability restrictions that Ah, (0, t)= h;(l, t) = 0, 9'(0) = 9 (I) =y(0)= y()=0, 
the g.s. will be in fact an ordinary solution. 'T'heorem 4 relates to the existence of higher deri- 
vatives of the g.s. Finally theorems 5 and 6 give conditions for the convergence of the above 
‚series, either in mean or uniformly. F. V. Atkinson. 


Fulks, W.: On the boundary values of solutions of the heat equation. Pacific 
J. Math. 2, 141—145 (1952). 

Hartman e Wintner (questo Zbl. 38, 258) considerano soluzioni della equazione 
del calore (1) ww. —%=0 nel camp D: 0 <r <1, OL <t<k <+&, rap- 
presentate in ogni punto P di detto campo dall’integrale di Stieltjes 


u(P)= [G(P,Q)dAQ), 
F,D 


‚essendo @(P,@) la ben nota funzione di Green per il problema al contorno relativo 

alla (1), consistente nell’assegnare la u sulla parte F, D della frontiera di D, costi- 

nierear ne ne Bel, Vz RS Bel, Veh, VER Se 

.essendo A(Q) una funzione a variazione finita definita su #, D. Essi dimostrano 

‚che in ogni punto Q nel quale esiste la derivata A’(Q) di Asiha: lim u(P) = A’(Q), 
P 


intendendo che P tende a Q lungo la normale va F,D in Q. — L’A. estende tale 
risultato dimostrando che se Q si trova su uno dei due lati x = 0, oppure x = lese 
‚esiste la derivatasinistra A(_,(Q)diAinQsihaallora lim u(P)= A_,{Q). 


P-Q (su») 
@. Fichera. 


Feller, William: The parabolic differential equations and the associated semi- 
groups of transformations. Ann. of Math., II. Ser. 55, 468—519 (1952). 

This paper, dedicated to the memory of H. Bohr, gives an exhaustive investigation of the 
pair of diffusion equations: 
(d) u,(t,2)=a(2)u,. (6,2%) + b (2) u, (, x) in © (r1 73) 
(2) v,.(,2) = aly)e, yo), in Lulu ro), 
where C (r,r,) and L, (r,,rz) denote the Banach spaces of bounded continuous functions and 
integrable functions in the open interval (r,, r,) respectively. The method of attack lies in a 
:systematic use of the theory of one-parameter semi-group due to E. Hille and the rev. viz. 
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2 
nn) for A>0 and, at the same time, its 
dx? dx 
adjoint. The completeness of the results is due to the „lucky eircumstance that these study are 
those of ordinary differential equations‘. In this respects, it is stated that a counter-part to 
Weyl’s theory and the spectral properties in Hilbert space of the resolvent are now under 


investigation. — It is assumed that a’(x) and b(x) are continuous in (r, r,) and a(x) >0. By 


in the research of the resolvent (a1 —qa 


T 
virtue of Hille’s function W(x) = exp | — M b(s) a1(s) 2), the nature of the boundary r, 


(and similarly of r,)is classified: i) Regular if W (x) €L,(%, 7) and at(2) W! (2) EL, (% 2); 
% 
ii) Exitif a1(x) W1(2) EL,(x,r,)and W(x) [ a!(s) W(s)ds € L, (%, r5), iii) Entrance 


To 
x 
if a (x) W4x) € L,(%, 75) and a!(x) W! (x) f W(s) ds€ L, (%, r,),iv) Naturalin all other 
To 
cases. When the boundary r, is regular, the boundary conditions of the type g, lim u (t,=) + 
Tor, 
9-1)” lim W1(x)u,(t, x) = (0) arein one-one correspondence with the common fundamen- 


>15 

tal solutions of (1) and (2). If the two boundaries are natural, the initial value problem both 
for (1) and (2) is uniquely determined and the solutions are generated by the unique common 
fundamental solution, no boundary conditions being imposed. If r, be a natural and r, an exit 
boundary, the initial value problem for (1) has infinitely many solutions but that for (2) is 
uniquely determined. — The remarkable fact is the discovery that, from the view point of the 
semi-group theory, the corresponding adjoint of (1) is no longer the differential equation (2). 
It is, for example, of the form (3) 


(3) v,(t, 2) = {a(&) v(b, 2)), — bla) vl, ©). + ro! V,(t)p’(d), 
where Y()=pa!V;tt), Vl)=- mo !V;,(t) —- lim {(a(&) v(t, 2)). — dx) vlt, 2)}. 


oT, 
Thus an essentially new boundary condition is introduced: We interprete v(t, x) as the mass 
density at the time moment tin the interior of (r,,r,) and V,(t) as the mass at r, at the time 
moment t. Then the mass flows out of the interior at r, but not at r,. The mass concentrates 
at r, from where it flows out at the constant ratio 9,/o. "The outflowing mass goes in part to r,, 
in part to the interior of (r,,r,) and in part it disappears, the three parts being in the ratios 
P1:T:(pg — Ppı Tr) and the part going to r, being inactive forever. Thus it is stressed that the 
„oversimplified diffusion equation (2) must bereplaced by the complete Fokker-Plankequation“ 
of the type containg (3). K. Yosida. 


Grosberg, Ju. I.: Über die Anwendung der Methode von B. 6. Galerkin auf 
. Probleme mit inhomogenen Randbedingungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 
85, 473—476 (1952) [Russisch]. 
On cherche une solution de l’&quation du type elliptique 


NW o ”n 
e cu ou \ 
(1) L[w] N u (Gr) Da, rss Uhl); 
= (%, %y..,,%,)€EQ, satisfaisant A une condition aux limites sous la forme 
2u AR ou 
(2) Alu] Ze (32, %,) Yu = pie) S@JR. 


2 etant un domaine born& et I’ sa frontiere. On suppose que les coefficients de 
l’equation (1) sont continus et les coefficients a, , admettent en outre les derivees 
3 n 
continues dans Q + I" et que Y est borne sur I. La forme N a,,&,&,y est 
. ” . * . . Rk,j= \ f 
supposee definie positive. On choisit un systeme complet de fonctions u,(x) 
(= 1,2,...), admettant les derivees du second ordre continues dans Q + T. En 
suivant la methode de Galerkine, on cherche ä determiner une expression de 
m 
la forme um) (x). = a 5%, (2) approximant la solution du probleme pos6; les c, 
sont des constantes ä& d&terminer. On obtient pour c, un systeme de Galerkine 


Il fr u, do + Jam) U, in), [ ru, do + [p u, do. 
P.— 2 Ye 


lo 
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L’A. demontre que si le probleme pos& pour (1) avec la condition aux limites (2) 
admet une solution unique u,(x), alors m &tant assez eleve6, le döterminant du systeme 
(5) est different de 0, et la fonetion u) converge en moyenne vers la fonction %, 
(la convergence concernant encore le gradient de u”). M. Krzyianski. 
Browder, Felix E.: The Dirichlet and vibration problems for linear elliptie dif- 
ferential equations of arbitrary order. Proc. nat. Acad. Sci. USA 38, 741— 747 (1952). 
A linear differential operator K with principal part 
L =» Pi]-*"igm (%) gem jo, ee OR, m (iı; er n), 
is called elliptie in a region D if the polynomial „S Pa igm (ME dm 15 uniformly 
positive definitein D. Itis shown that if Dis bounded and the coefficients p,, - 
uniformly continuous then the Dirichlet integral 


2) 0: 0” 
FD Deinen (Oz K ) f&) 
D X dx 


2 ae 0x, IX, a Of 


"" iam 


has a finite lower bound when fis m times continuously differentiable, vanishes in 


a boundary strip of D and [t&) dz=1 [this theorem which shows that Dirich- 
let’s principle works in this case was announced by the rev. in C.r. Acad. Sci., 
Paris 233, 1554—1556 (1951)]. From this follows easily that Dirichlet’s problem 
for K + t has a unique solution if tis large enough. Proofs are sketched of a number 
of other results concerning eigenvalues which are wellknown when m = 1, and 
some extensions to unbounded D are also given. L. Gärding. 


Visik, M. I.: Über allgemeine Randwertprobleme für elliptische Differential- 
gleichungen. Trudy Moskovsk. mat. Obse. 1, 187—246 (1952) [Russisch]. 
Geleitet von dem klassischen Ergebnis: für die elliptische Gleichung 


nz P) N 
(1) Li=—- > 5 (ante) 2) + > Bla) a + ea) f= hüa); c(&) > 0 
ei E 1 ; 


a) ist die erste Randwertaufgabe (Rdfg.) für beliebige h(z) eindeutig lösbar, b) hängt ihre 
Lösung stetig von h (x) ab, stellt der Verf. zwei Probleme auf: 1. alle Rdfgen zu finden mit Eigen- 
schaften a) und b). 2. Aufstellung von Kriterien, die festzustellen erlauben, ob für die gestellte 
Rdfg. a), b) gilt. — Beide Probleme werden vollständig gelöst und 2. auf die mehrdimensionale 
Riemannsche Rdfg. angewendet. — Methode. Bezeichnungen: L,(D) Hilbertscher Raum 
der quadratisch integrierbaren Funktionen im Gebiete D mit dem Rande I. 2, Definitions- 


0 
bereich von L; 2, die Menge der Funktionen /, € L,(D) für die hr = % . 
L, ist der Operator L, eingeschränkt auf 2, .. Es werden Fortsetzungen A von L, so AGL 
untersucht, für die: I. A vollstetig ist (vollständig auflösbar), II. für Af=h(f€E2,), 4*f= 
h* (ff €Q,-) die drei Fredholmschen Sätze gelten (regulär auflösbar), III. das Analogon des 


dritten Fredholmschen Satzes gilt. Es wird gesagt „der Operator A (dessen Definitionsbereich 
aus solchen Funktionen € 2, besteht, die den homogenen Randbedingungen genügen) und die 
Rdfg. entsprechen einander.“ — Im $1, der einen allgemeinen funktionalanalytischen 
Charakter hat, wird von L, vorausgesetzt, daß er abgeschlossen und sein Definitionsbereich 
dicht ist im abstrakten separablen Hilbertschen Raum. mit beschränktem Z75t:|| ZI*|| 
<-+ 00. Es werden alle Fortsetzungen A von Lg: In C ACL (L gegeben), die resp. 1., II., 
III. sind, aufgestellt. In $$2—5 werden die Ergebnisse von $1 auf den Operator L:(1) an- 
gewendet und zu jeder Fortsetzung ADL, die ihr entsprechende Rdfg. aufgestellt. Dazu 
[%) ou 
werden die Randoperatoren y,, ya definiert: y, f(x) = flr; YaF(x) = al, [Pr = ae 
u(x) ist die Lösung der ersten Rdfg.: Lu= 0, ul» =f|r]. Mittels der linearen Gleichung zwi- 
schen y, f und y, f wird die entsprechende Rdfg. aufgestellt: z. B. dem Falle I. entspricht die 
Randbedingung yı f= Oyzf (O vollstetiger, dem Operator A zugeordneter Operator). Solche 
Gestalt der Rdfg. wird kanonisch genannt. — Um das zweite Problem zu lösen, wird die 


[) 5 i 
Rdfg. zuerst in die kanonische Gestalt gebracht, z. B. die Aufgabe a — Rflr (R-linear) wird 


in der Gestalt: y„yf= (R— P)y,f geschrieben; wenn z.B. (R — P)-! vollstetig ist, ist die 
Rdfg. vollstetig lösbar. Wir müssen uns hier mit diesen knappen Beispielen aus der Fülle der 


—0 gilt. 
Kehe 
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interessanten Ergebnisse des Verf. begnügen. Alle Ergebnisse gelten ohne größere ‚Änderungen 
für elliptische Gleichungen beliebiger Ordnung, für die die erste Rdfg. gelöst ist. Die Er- 
gebnisse wurden bereits früher, meist ohne Beweise, veröffentlicht (vgl. dies. Zbl. 36, 198, 
362; 483, 95). K. Maurin. 

Hellwig, Günter: Randwertprobleme nichtlinearer eiliptischer Differential- 
gleichungssysteme erster Ordnung mit Anwendungen auf die Verbiegung von ellip- 
tisch gekrümmten Flächenstücken. Math. Nachr. 8, 13—30 (1952). 


This article is concerned with a quasi-linear system of partial differential equations of the 
first order with two unknown functions, u and v. The boundary condition is of the Dirichlet type: 
Kı(s)U + H2(s) v = u(s). 

The author has already published a paper on such a problem (see this Zbl. 46, 102) and another 
paper is to be published shortly in the same Math. Z. The majn results of these two papers are 
summarized in $1. Provided the homogeneous system has a solution satisfying a suitable con- 
dition, the non homogeneous system has at least one solution and, with an additional restrietive 
condition, this solution is unique. — $2is a detailed study of a system of the type u, — v, = 
m,(&%, Y, 4, v), u, + v, = m,, studied by the author and Haack already (see this Zbl. 42, 104). 
It is shown that if no restrictive condition is assumed there are infinitely many solutions such 
that u= 0 on the boundary. The condition for uniqueness is expressed by the vanishing of an 
integral (norm condition). — In $ 3 the system is made to depend on a parameter and, by means 
of Green’s functions, shown to be equivalent to a system of integral equations. Theorems of 
existence and uniqueness are then obtained and it is estaklished that uniqueness requires special 
restrictions. — The last paragraph deals with interesting applications of the theory to the study 
of the deformations of surfaces of positive curvature. ©. Racine. 


Pini, Bruno: Sulle equazioni lineari a derivate parziali d’ordine ?n di tipo 
ellittico e sui sistemi ellittici di equazioni lineari del secondo ordine sopra una super- 
ficie chiusa. Rend. Mat. e Appl., V. Ser. 11, 176—195 (1952). 

Die Arbeit behandelt elliptische lineare Differentialausdrücke Lu beliebiger 
(gerader) Ordnung 2n aufeiner topologisch definierten geschlossenen zweidimensiona- 
len Mannigfaltigkeit. Verf. zeigt, wie die im Falle n = 1 vom Ref. erhaltenen Re- 
sultate (dies. Zbl. 18, 25) ausgedehnt werden können, was für einen speziellen ellip- 
tischen Differentialausdruck 4. Ordnung früher von Zwirner (dies. Zbl. 31, 308) 
schon gezeigt wurde. Das Hauptergebnis ist ein Alternativensatz des gewöhnlichen 
Typus für die Lösungen der Gleichung Lu = f, je nachdem die adjungierte homo- 
gene Gleichung Mv= 0 von der Null verschiedene Lösungen zuläßt oder nicht. 
Verf. weist kaum auf jene Teile der Beweisführung, die sich aus einer leichten An- 
passung der Entwicklungen des Ref. ergaben, und beschäftigt sich hauptsächlich 
damit, zu zeigen, wie die Hauptschwierigkeit dieser Verallgemeinerung überwunden 
werden kann, welche aus der Herleitung und geeigneten Benutzung einer zweck- 
mäßigen, für die Lösungen der gegebenen partiellen Differentialgleichung charakte- 
ristischen Integraleigenschaft bestand. Im zweiten Teil der Arbeit wird die analoge 
Untersuchung für den noch schwierigeren Fall durchgeführt, in dem die Gleichung 
Lu=f durch ein elliptisches System partieller Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung ersetzt wird. G. Cimmino. 


Kuramochi, Zenjiro: Potential theory and its applications. II. Osaka math. 
J. 4, 87—99 (1952). 

Piece I. voir meme J. 3, 123—174 (1951). Dans cet article, de lecture peu facile, 
VA. etudie le probleme de Dirichlet sur les surfaces de Riemann F pourvues d’une fonc- 
tion de Green, en s’inspirant des travaux de Brelot, Bader, Parreau. Il considere 
d’abord les el&ments-frontiere id&6aux classiques (d6finis par des domaines emboites 
& partir d’une suite de compacts croissante exhaustive), puis les d&compose, s’ils 
sont accessibles, gräce aux valeurs-limite de la fonetion de Green G; ces nouveaux 
points ont des voisinages döpendant de @ et de la distance g6odesique. Enfin il 
considere un domaine partiel en conservant la fonetion de Green de F pour introduire 
des notions analogues et montre essentiellement la r6solutivite d’une donnee bornde 
borelienne sur cette frontiere. M. Brelot. 
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Ninomiya, Nobuyuki: Sur une suite convergente de distributions de masses 
et leurs potentiels correspondants. Math. J. Okayama Univ. 2, 1—7 (1952). 

Deny [C.r. Acad. Sci., Paris 218, 497—499 (1944)] avait montre que d’une 
suite u, de mesures de Radon > convergeant voguement vers u, on peut estraire une 
suite dont le potentiel newtonien converge presque partout vers le potentiel de u: 
L’auteur ame&liore ce presque partout en quasi-partout, mais avec une restrietion 
sur la eonvergence des u,,, restrietion dont Deny me signale qu’elle a 6t6 &tudiee par 
Dieudonn& (ce Zbl. 43, 112). M. Brelot. 


Ninomiya, Nobuyuki: Sur le caractere fonctionnelle de la solution du problöme 
de Dirichlet. Math. J. Okayama Univ. 2, 41—48 (1952). 

L’A. etudie (explicitement dans l’espace ordinaire) la determination de la 
solution Hr (M) du probleme de Dirichlet pour f continue, comme fonctionnelle 
lineaire croissante de f sous certaines conditions (y); il perfectionne des r6sultats 
de Keldych [Doklady (C.r.) Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 32, 308—309 (1941)] et 
Inoue [Mem. Fac. Sci. Kyushu Univ. 5, 69—74 (1950)] et donne pour (y), par 
exemple, la majoration par le potentiel d’une couche spherique uniforme >(0 et 
l’egalite avec un potentiel continu de masses > 0 hors 2, lorsque f vaut ces poten- 
tiels sur la frontiere. M. Brelot. 


Grünsch, H. J.: Eine Fehlerabschätzung bei der dritten Randwertaufgabe der 
Potentialtheorie. Z. angew. Math. Mech. 32, 279—281 (1952). 

Verf. leitet folgende Fehlerabschätzung her: An Stelle der exakten Lösung u, 
die in einem beschränkten Bereich ® eines dreidimensionalen reellen euklidischen 
Raumes der Differentialgleichung Au = 0 genügt und auf der stückweise glatten 
Berandung /' dieses Bereiches die Randbedingung „,+au=0 (dabei x <0 
vorausgesetzt) erfüllt, liegt eine Näherungslösung U vor, die zwar in B der Differen- 
tialgleichung AU = 0 genüge, aber auf /' die Randbedingung nur angenähert 
erfülle: U, +taU= ß*. Dann läßt sich für jeden Punkt der Berandung I" eine 
Funktion y = (ß* — ß)/x ermitteln. Der Minimal- bzw. Maximalwert von y auf I" 


ist eine untere bzw. obere Schranke des Fehlers (U — u) in B. — Das Verfahren 
läßt sich auf allgemeinere elliptische Differentialgleichungen und auf gemischte 
Randwertaufgaben erweitern. Borkmann. 


Svesnikov, A. G.: Das Prinzip der asymptotischen Dämpfung für die meta- 
harmonische Gleichung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 86, 231—234 (1952) 


[Russisch]. 
The author outlines the proof of two theorems regarding solutions of 


Arw+ 0, Artu +: a, u=—f(M), 

where M = (x, y,2), f(M) is a function vanishing outside a finite region, and the 
a, are constants, possibly complex. The solutions are to exist everywhere, there 
being no boundary conditions on finite surfaces. The first result asserts the exi- 
stence of a unique solution bounded at infinity if the „characteristic equation‘ 
z® Ha, x"1+.--+a,„=0 has no negative real roots. The case of one such root is 
then treated by a limiting process, this process being justified by the second theorem. 
This extends to the metaharmonic equation the „principle of limiting absorption‘“‘, 
previously considered by the author (this Zbl. 40, 419) as one of various alternatives 
to Sommerfeld’s radiation condition for the wave equation. F.V. Atkinson. 


Teissier du Cros, Francois: Sur le lien entre les notions „champ r6el autonome“ 
et „cellule d’harmonieite“. C. r. Acad. Sci., Paris 235, 600—601 (1952). 

H(D) etant la cellule d’harmonieite (ef. P. Lelong, ce Zbl. 30, 360, 43, 103) 
d’un domaine D, !’A. montre que les fonetions & champ r&eel autonome introduites 
par G. Bouligand [J.Math. pur. appl., IX. Ser. 93, 363 (1930)] sont les. fonctions 
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pour lesquelles l’analyticit@ dans un domaine r&el @ entraine qu’elles soient holo- 
morphes dans la reunion ZH (B) des cellules d’harmonieite des boules BE 
P. Lelong. 

Maruhn, Karl: Über die Potentiale von Belegungen auf unendlichen Flächen. 
Math. Nachr. 8, 239—248 (1952). 

Majoration du potentiel newtonien et de ses derivees partielles du 1°” ordre 
pour une couche 6tendue sur une surface 2 —= f(x, y), dont la densit&e u(x, %, 2) 
satisfait une condition de Lipschitz et & l’infini la condition a <c(1-+ R)*%, 
)»>1, R etant la distance & l’origine. P. Lelong. 

Lax, Peter D.: On the existence of Green’s funetion. Proc. Amer. math. 
Soc. 3, 526—531 (1952). 

Application du theor&me de Hahn-Banach & la d&monstration de l’existence 
de la fonction de Green d’un domaine borne de R” limite par un nombre fini de 
courbes simples A tangente continue (n = 2) ou de surfaces satisfaisant a la condition 
de De La Vallee Poussin (n > 2). La methode est remarquablement simple et 
la seule propriete utilisee des fonctions harmoniques est le principe du maximum 
sous sa forme la plus &l&mentaire. J. Deny. 


Variationsrechnung : 


e El’sgol’e, L. E.: Variationsrechnung. (Physikalisch-mathematische Biblio- 
thek des Ingenieurs.) Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch-theoretische 
Literatur 1952. 167 S. R. 5,30. [Russisch]. 

Es handelt sich um eine Einführung in die Variationsrechnung für Studierende 
der Ingenieurwissenschaften. Die wichtigsten Begriffe und Methoden — darunter 
auch die direkten Methoden — werden dargestellt und an vielen Beispielen und 
Aufgaben erklärt. W. Thimm. 

Nyström, E. J.: Anschauliches zur Variationsrechnung. Math.-phys. Seme- 
sterber. 2, 207—216 (1952). 

Bekanntes über die Radlinie als Kurve kürzester Fallzeit, ferner über die 
Kettenlinie (und Goldschmidts Linienzug) als Erzeugende der kleinsten Dreh- 
fläche. — Kakeyas Aufgabe K (1917): Welches ist das kleinste ebene Gebiet 
$, in dem man eine Strecke PQ der Länge 2 umdrehen kann ? Unter allen kon- 
vexen Gebieten ist fl nach Päl (1921) das gleichseitige Dreieck der Höhe 2 mit 
einer Fläche von knapp 3/4. Läßt man nichtkonvexe Gebiete zu, so bietet 
sich als kleiner das Innere © eines Steinerschen Dreispitzes von der Fläche /2. 
Aber auch © ist nicht schlechthin $; dies folgt aus dem Ergebnis B von Besico- 
vitch (1928), daß K keine Lösung besitzt. Ohne Bezug auf B könnte man fi da- 
durch herzustellen suchen, daß man P und Q auf einer großen geschlossenen kon- 
vexen Kurve laufen ließe; dieser Versuch schlägt aber wegen eines Satzes von 
Holditch fehl, nach dem das dabei von P @ überstrichene Ringgebiet N genau 
den Inhalt z hat. Beschränkt man sich auf Teile von Rt, so ist ein solcher nach- 
weislich nie kleiner als ©. — Verf. umreißt einen Unmöglichkeitsbeweis nach Art 
von B, indem er beliebig kleine Gebiete ermittelt, in denen man PQ um einen 
Winkel p drehen kann; ihre geeignete Zusammenstellung führt zu einem beliebig 
kleinen Gebiete f, in dem sich P@ umdrehen läßt. Ist etwa 9 = 60°, so kann 
man f durch Zusammenfassung von Büscheln schmaler Dreiecke mit gemeinsamen 
Querstrecken in wachsender Höhe bilden. Dabei dehnt sich aber f gewaltig aus, 
in allen Teilen so schmal, daß davon kaum noch etwas sichtbar bliebe. Forderte 
man, daß ft auf einem Blatte von mäßiger Größe Platz hätte, so käme man wahr- 
scheinlich auf © zurück. — In der Aufzählung der Lehrbücher der Variations- 
rechnung S. 208, Anm.!) vermißt man A. Knesers Lehrbuch der Variations- 
rechnung (1910, 2. Aufl. 1929). L. Koschmieder. 


99. 


Krasnosel’skij, M. A.: Über eine Abschätzung der Anzahl der kritischen Punkte 
von Funktionalen. Uspechi mat. Nauk 7, Nr.2 (48), 157—164 (1952) [Russisch]. 

Auf einer Mannigfaltigkeit X sei eine stetige Involution A ohne Fixpunkte ge- 
geben. Verf. nennt eine kompakte Teilmenge ECK von der Art 1, wenn keine 
Komponente von E ein Paar zugeordneter Punkte x und Ax enthält. Dagegen 
heißt eine Menge ECK vonder Art n, r(E) = n, wenn jeder kompakte Teil von E 
mit n Mengen der Art 1, aber nicht jeder kompakte Teil von E mit n — 1 Mengen 
der Art 1 überdeckt werden kann. Ist K die Mannigfaltigkeit, die aus X durch 
Identifizieren von zugeordneten Punkten x und A x entsteht, so entspricht jeder 
Menge ECK eine bestimmte Urbildmenge ECK. Dann besteht zwischen r(E) 
und der Kategorie von E, cat E, die Ungleichung r(E) < cat E. Ist z.B. K die 
n-dimensionale Sphäre, A die antipodische Transformation, soist K der n-dimensionale 
projektive Raum, und man hat r(K) = cat (oy n +1. Es gibt Beispiele, in 
denen r(E) < cat (E) ist. — An zwei Beispielen wird die Nützlichkeit des Art- 
begriffes für die Abschätzung der Anzahl kritischer Punkte von Funktionalen dar- 
getan. H. Seifert. 

Cooperman, Philip: The multiplier rule for ordinary differential equations. 
Proc. Amer. math. Soc. 3, 143—146 (1952). 

L’A. da una dimostrazione della regola dei moltiplicatori per il problema di 


%ı 
render stazionario l’integrale: /[y] = if F(&, Y5 + Yn Y1>-- > Ym) dx con le 
%o 
ulteriori condizioni: (1) @,(%, Ya + + +; 4» Ye IU S12. Dn)asenzä 
far ricorso alla teoria delle equazioni differenziali ordinarie. G. Stampacchia. 


Viola, Tullio: Su una classe di problemi non regolari, di calcolo delle varia- 
zioni, attinenti all’equazione Azu= 0. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Scis 
fis. mat. natur., VIII. Ser. 12, 511—518 (1952). 

Verf. betrachtet die beiden nichtregulären Funktionale 


(1) I fu] — ft. Ku)idr, (2) I [u] = J\grad 43 u” de, 
2 ä 


wobei A ein beschränkter Bereich des r-dimensionalen euklidischen Raumes, A, 
der Laplacesche Operator und p eine positive ganze Zahl ist. Es wird die Existenz 
des absoluten Minimums behauptet in der Klasse der mit genügenden Regulari- 
tätsbedingungen ausgestatteten Funktionen, für die am Rand von A im ersten 


Fall A u= f, al = g» (= 0,...,p—1) und im zweiten Fall außer diesen 


auch noch A u == f, vorgeschrieben ist. Die Funktion, die das Minimum liefert, 
genügt der zum Funktional gehörigen Eulerschen Differentialgleichung, AR u = 0, 
wobei im ersten Fall n = 2p und im zweiten Falln=2p-+ 1. Der Beweis, der 
im ersten Fall als direkte Verallgemeinerung des von Fichera [Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. natur., VIII. Ser. 11, 34—39 (1951)] für das Funktional 


Na = N: (A, u)? dr gegebenen Beweises gestaltet werden kann, wird nur skizziert 


ä 
und eine ausführliche Darstellung in Aussicht gestellt. M.J. De Schwarz. 
Magenes, Enrico: Sul minimo relativo nei problemi di calcolo delle variazioni 


d’ordine n. Rend. Sem. mat. Univ. Padova 21, 1—24 (1952). 
Considerata la classe delle curve ordinarie 0: y= y(x), (&ı S x < x,), con y(x) assoluta- 
mente continua insieme con le proprie derivate dei primi » —1 ordini e tale che esista finito 


% 
lintegrale (nel senso di Lebesgue) /(C) = j! Play Yon ana y”) dx, ove f(x, 9, y’,...y”) 
ER . * * * . . 
& una funzione continua, insieme con le proprie derivate parziali dei primi tre ordini, in ogni 
punto (x, y) del campo A e per tutti i valori finiti di y’, y”,.. Eh si studia, mediante la 
metrica lagrangiana di ordine g (con OS g<n), il problema di minimo relativo per l’integrale 
7* 
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I(C) sopra una curva O,: y= Y(%), (% < x< x,) interna al campo A e tale che sia continua 
anche la derivata 4," (x), quando, per fissare le idee, si considerino le seguenti condizioni agli 


estremi 
2 cost, %, = cost 


ui = RR G=L...n—. 

Tra i risultati raggiunti dall’A. riportiamo il seguente: Se: a) sulla curva (\, sono soddisfatte 
le note condizioni sufficienti per l’esistenza del minimo forte (di Eulero, di Legendre, di Weier- 
strass, e quella relativa alla variazione seconda); b) esiste un numero 0, > (0 e una funzione 
©(r), (O <r< + oo) inferiormente limitata e tale che lim [®(r)/r] = + in modo che, 
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per tutti gli (x, y) del campo 4 tali che |y— y,(x)| So, e per ogni n-pla y',..., y”, sia 
fin el ya Yo de nr lv): 


allora esiste un o > tale che, per tutte le curve ordinarie O' soddisfacenti alle (1) e alla con-- 
dizione |y(x) — %(2)| <o, (LS XS %,), risulta I(O) 2 /(C,).— Il lavoro termina con alcune 
significative considerazioni, a proprosito degli studi compiuti dal relatore sulla semicontinuitä 
degli integrali I(C) e sull’esistenza del minimo assoluto di I(C), le quali riconfermano che la 
metrica lagrangiana di ordine n— 1 & la piü opportuna per tali ricerche. S. Cinquini. 

Sigalov, A. G.: Variationsprobleme für Doppelintegrale. Uspechi mat. Nauk 
7, Nr.5 (51), 198—199 (1952) [Russisch]. 

Glebskij, Ju. V.: Konvergenz dem Inhalt nach und Konvergenz dem Funktional 
nach. Mat. Sbornik, n. Ser. 30 (72), 529—542 (1952) [Russisch]. 

Verf. beweist folgenden Hauptsatz: Sei @ ein beliebiges Gebiet des R®. In den 
Vektoren (x) = (2, 2%, %)E€E@ und (&) = (&,&%,&;)€ R? sei die Funktion F(x,£) 
1. dort” steug. 2 Pi, key, 0, el, 
4. FE +&) <SFl®,&) + Fila). Die Vektorfolge (x,)=f,(w)€E6G, uw= 
(ü,w)eK(0 <u, <1l, 0 <w<1) gehöre zur bekannten Klasse D, im Sinne 
von McShane, und f,(u) konvergiere in K gleichmäßig gegen f,(u). Ferner gelte: 

3 fh 
I FrkW. I) dnduy SS FW, I) dudu, mit I, (,J3,38), I, ll). 
K K (u), U,) 


Dann gilt für die Flächeninhalte: 
JS Verm? + (9° + (9% au du, > SS VD? + DE + (Id> du du. 
K 


Ein analoges Theorem für Kurven hat bereits Tonelli angegeben. Zum Beweise 
werden die grundlegenden Resultate von A. G. Sigalov mit herangezogen (dies. 
Zbl. 44, 101). H. Beckert. 

Glansdorfif, P.: Sur une forme nouvelle en cascade du terme aux limites de 
la variation d’une integrale multiple. Acad. Roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 38, 
136—153 (1952). 

Den allgemeinen Ausdruck für die erste Variation eines n-fachen Integrals, dessen 
Integrand von m Funktionen und deren Ableitungen bis zu einer vorgeschriebenen 
Ordnung abhängt, hat Th. De Donder aufgestellt. Verf. bringt die dabei auf- 
tretenden Ausdrücke an den Grenzen in eine bemerkenswerte neue Form, die sich 
als Summe von Integralen über die Begrenzung absteigender Dimensionen (n — 1), 
(n — 2), ..., ergibt. Verf. weist auf Anwendungen hin, bei denen sich die neue Form 
bewährt. H. Beckert. 


Integralgleichungen. Integraltransformationen : 


Guy, Roland: Existence de solutions pour des systömes d’6&quations op6ra- 
torielles integrales & limite variable. C. r. Acad. Sci., Paris 234, 918—920 (1952). 

Nomokonov, M. K.: Über das Spektrum einer Klasse von Integralgleichungen 
mit stochastischem Kern. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 84, 445 —448 (1952) 
[Russisch]. 

Für die von Sarmanov betrachteten Integralgleichungen (z. B. dies. Zbl. 29, 
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404; 30, 313) hat Verf. unter gewissen Bedingungen die Einfachheit des ersten und 
zweiten Eigenwertes festgestellt (dies. Zbl. 37, 371, 479). Sei nun der Kern K (x, y) 
der Integralgleichung symmetrisch in R(a <xz<b, a<y<b) 


Y Y 
0 
a IX A [4-18 dt; A,(a,b) = 0 


=1,2,...,n). In Verallgemeinerung der früheren Ergebnisse wird mit ähnlichen 
Hilfsmitteln wie dort gezeigt: Die n + 1ersten Eigenwerte sind einfach und positiv, 
A 0,: ungerade 
> (,i gerade 
Vorzeichen, falls A, >0 füralle <@ =1,...,n). L. Schmetterer. 


Schmeidler, Werner: Algebraische Integralgleichungen. Math. Nachr. 8, 
31—40 (1952). 
Es sei P[y] = ay(s) y" (8) + als) y" (8) + +a„(s), 
d 


b 
Kly] = > f oe IT (st ...h,) YA) Ye (4) 9” (d) dt, dt 
+ + +a,sna a 


mit reellen stetigen Koeffizienten a,(s) und ee a und d endlich, a,()=1,a, (s) = 0. 


Es sei stets P’[y] >O für y> 0. Ferner sei eine stetige Funktion f(s) >0 vorgelegt. Dann 
wird die algebraische Integralgleichung 


dA) J[y] = Ply) + Kly] = f(o) 
vom äußeren Grad m und inneren Grad n auf positive Lösungen %(s) untersucht. — Sei 
Max{K, u... (Stv. +b) 0} ZU ra) 


wenn in R ‚ die (einfachen) Eigenwerte haben alternierendes 


b b n—1 
A [y]= a A Mu) yo), 
a a 7 


+ +. +,Sn 
Kly) = M[y)— L[y). 

I. Es seien alle M,„...., — 0. Gibt es dann eine stetige Funktion ,(s) > 0, so daß P[y) > 
f(s) > L[y,] ist (eine solche gibt es stets im Fall m > n oder bei Volterraschen Integralgleichun- 
gen, bei denen alle Integralgrenzen von a bis s laufen), so führt die Rekursion P[y.4.] = f(s) + 
L[y,] zu einer monoton abnehmenden Folge stetiger positiver Funktionen y,(s), deren Grenz- 
funktion y(s) nach dem Hauptsatz von Lebesgue Z-integrabel ist und der Gleichung (1) ge- 
nügt, mithin auch stetig ist. — II. Aus M[y] entstehe Q[y; A,,-. .,A,_ı], wenn in M[y] der 
Koeffizient von y*(s) durch die Konstante A, ersetzt wird. Durch ein analoges Verfahren der 
sukzessiven Approximation erhält man eine positive Lösung %Y(s; Ag Ay - - -» 4-7) der Integral- 
gleichung 


P[y] +Q[y Ay: ® + An-ıl — L[y] = Hs) — A QL[Y; A» ..., An-1)> 


falls A, < f(s) im ganzen Intervall gilt. — III. Allgemeiner Existenzsatz, Beweis unter 
Heranziehung des Brouwerschen Fixpunktsatzes: (1) besitzt eine stetige positive Lösung y(s), 
falls es nichtnegative Konstanten cy, €; - - -, %n-ı gibt derart, daß die durch II bestimmte Funk- 
1100,277(830022:,0102,. 0.220) dessen Bedingung EM a (SO EOOTE AO) EEC, 
genügt, cu, < f(s) ist und eine positive Funktion %,(s) existiert, so daß P[y) > f(s) + L[y] 
ist. — Bei Volterraschen Integralgleichungen ist die Eindeutigkeit stets gesichert; bei allgemeinen 
algebraischen Integralgleichungen die Existenz für ein genügend kleines Intervall (a, b). 
Anwendungen: 1. Integralgleichung für den Druck, den eine elastische Kugel beim Auf- 
prall auf einen beiderseits gestützten elastischen Stab erzeugt. — 2. Die Wirkung des magneti- 
schen Eigenfeldes einer Diffusionssäule (Pinch-Effekt). R. Iglisch. 


Barrucand, Pierre: Transformation de Stieltjes et calcul aux differences finies. 
C. r. Acad. Sci., Paris 234, 37—39 (1952). 

Riassunto dell’A.: „Si kA(1+x),— h(x) = Ah(x) =g(x) et sous certaines 
reserves relatives & la distribution des singularites de h(x), on a 


[0,0] R 
! era le]: 


Applications diverses“. A. Zitarosa. 
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Calderon, A. P. and A. Zygmund: On the existence of certain singular inte- 
grals. Acta math. 88, 85—139 (1952). 


Les AA. etendent & l’espace euclidien E” les proprietes des transformees de Hilbert 


® Bo, 


P et Q etant des points de R”, ils considerent la transformation 

fr) = [SER IAR 
avee K(P—-Q) = |P-Q|"2[(P—Q) |P—Q|""] oü 2 est definie sur la sphere unite Let 
verifie les deux conditions [A2(P)de=0 et |2(P)—-2@)| <o(|P—Q|) oü ® est une 


il 
dt 
fonction croissante telle que w(t) >t et Y @(£) Es <oo. On psse Kı(P-Q)=K(P—Q) 
Ö 


eg 2 et K,=0 si |P-Q| er et [, (P) = / K,(P—0Q)f(Q) dQ. Larticle 


comprend trois chapitres. Le resultat essentiel du Iest: „Si f{P)eL? (1<p< ©), alors 
f(P),e D’et All <A,|jfj| ou A, est une constante independante de A et f. En outre n con- 


verge pour la topologie de I? vers f quand A — 00“, — Le 91m chapitre est consacre A l’etude de 
la convergence simple de l’integrale ve Ona „Si f{PJEL’(1 <p< oo), alors f(P) converge 


presque partout vers f(P); en outre p(P) = sup \/(P)| EL” et ||pll < c ||f|| ot c est une con- 

2 

stante dependant de p et de K. Le resultat s’etend a l’integrale m K,(P—Q) du(Q) ou u est 
En 


une mesure definie sur les boreliens et de variation totale finie“. — Le 3!°®® chapitre est consacre & 


l’etude de la differentiabilite de f (P) pour certaines formes de K. Ona: „Si f(s, t) est integrable 
dans le plan tout entier, et | rs log* |f| l’est sur er cercle fini, alors l’integrale 


00 SE 


converge sur presque toute parallele a 0x et est absolument continue en x. La derivee partielle 
u, existe presque partout et s’obtient presque partout en derivant sous le signe f F . Si fest 


integrable dans tout le plan etsi fE L?(g > 2) sur tout cercle fini, alors« (x, y) est differentiable 
presque partout“. Üe resultat s’etend a& 2”. — Enfin, si f(s, £) est nulle hors d’un cercle et si 
I/| 1og* |f| est integrable, l’integrale 


il 
u(x, y) = II y—t) log ers ds dt 


est absolument convergente, u(x,y) est absolument continue, les derivees partielles pre- 
mieres et secondes de u existent presque partout et sont obtenues par derivation formelle, et 
«u admet presque partout une differentielle seconde. Ce resultat s’etend & Z" en prenant 


K(P-9)=|P—-Q| is: ö A. Revuz2. 


Meyer-König, W.: Das Torlorche Verfahren zur Limitierung von Funktionen. 
Math. Z. 56, 179—205 (1952). 


Den Taylorschen Verfahren T,=(1-— «)r+1 ( 6) N ih 

Summierung von Reihen (W. Meyer-König, dies. Zbl. 41, 184 und 43, 286) werden 
n+1 h 

nunmehr die Verfahren = —t e-“ (4«>0) zur Summierung von Inte- 

gralen an die Seite eostel: Übergang von Potenzreihen zu Laplace-Integralen. 

Das Integral F(z -/ en ar wird für R2>0 als konvergent voraus- 


gesetzt. Wenn die u für MN — a| <a konvergente Potenzreihe = b,(2 — a)” 


von F(2) auch für 2= a konvergiert und den Wert s hat, dann wird I“ x) dx als 
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T,-summierbar zum Wert s bezeichnet. Die T/-Verfahren sind permanent. — Es 
werden die zu einem T,-Verfahren gehörigen Summierbarkeitsbereiche von Laplace- 
Integralen untersucht, Produktbeziehungen zwischen der Matrix T/ und den 
Matrizen einiger geläufiger Verfahren (Taylor, Abel, Borel, Cesäro) angegeben 
und eine Anzahl von Vergleichs- und Verträglichkeitssätzen bewiesen. 

Robert Schmidt. 

Herrmann, A.: Eine Anwendung der Poincareschen Formel des Matrizen- 
caleüls. Ann. Univ. Saraviensis 1, 93—101 (1952). 

Der von U. Broggi [Ist. Lombardo Sci. Lett. Rend., II. Ser. 63, Fase. XI—XV 
(1930)] und G. Doetsch (S.-Ber. mat.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 
1931, 1—16) studierte ee na zwischen der rationalen Funktion f(s) = ee 
mit P(s) = "+ a, ,8”"1+ "+ a, der Originalfunktion Pt ) von der f(s) die 


Laplace-Transformierte ist, A der Differentialgleichung ei a,Y®r =0( wird 


. vermittels des Matrizenkalküls von einer neuen Seite nn Wird die Dif- 
ferentialgleichung in bekannter Weise durch ein System ersetzt, so läßt sich dieses 
als Matrizengleichung so schreiben: Z’(t) = AZ(t), wo die Matrix A sich in ein- 
facher Weise aus den a, ergibt und Z(t) die Spaltenmatrix aus den Unbekannten des 
Systems ist. Unter der Anfangsbedingung Z(0) = E = Einheitsmatrix lautet die 
Lösung Z(t) = e“. Nach der Poincar6schen Verallgemeinerung der Cauchyschen 


ts 
Integralformel auf Matrizen ist Z(t) = Is 


ds, wo f ein Kreis ist, der 
8 
alle charakteristischen Wurzeln von A enthält. An dieser Formel lassen sich die 
erwähnten Zusammenhänge übersichtlich ablesen. Der Fall Z(0) = entspricht 
(s) = 1, der Fall Z(0) = beliebige Matrix entspricht einem beliebigen g(s) mit 
niedrigerem Grad als p(s). G. Doetsch. 

Churchill, R. V.: Integral transforms and boundary value pzohleibs, Amer. 
math. Monthly 59, 149—155 (1952). 

L’A., al fine di mostrare l’utilitä delle trasformazioni integrali per la risoluzione 
dei oben al contorno per le equazioni a derivate parziali, considera l’equazione 
Dar WW... Fire), Verl ee con "le" condizioni: 
oe NV Oi EB NOS ET, 
lim W(r,x) = 0, e la risolve in due modi: con trasformazioni rispetto alla r,e 
>00 
rispetto alla x. A. Zitarosa. 

Delerue, Paul: Sur quelques images en caleul symbolique ä trois ou n variables, 
Bull. Sci. math., II. Ser. 765, 119—123 (1952). 

Verf. leitet für die n-dimensionale Laplace-Transformation formal eine Anzahl 
von ‚Sequenzen‘ ab, die darin bestehen, daß eine Reihe von Funktionen paarweise 
durch Laplace-Transformation verbunden sind, woraus sich eine Relation zwischen 
der ersten und der letzten ergibt. Dies wird auf spezielle Funktionen angewendet, 
insbesondere auf die vom Verf. eingeführten Hyperbesselschen Funktionen. 

G. Doetsch. 

San Juan, Ricardo: Caracterisation directe sous forme exponentielle des 
transformations de Laplace gen6ralisees. Portugaliae Math. 11, 105—118 (1952). 

Es handelt sich um die Charakterisierung der Laplace-Transformation in den 
Räumen ZL’ und U durch die Stetigkeit und das Faltungs-bzw. Differentiations- 
gesetz, wobei die Beweise sich auf die Darstellung eines stetigen Funktionals durch 
ein Integral nach den Sätzen von F. Riesz und Steinhaus stützen. Um diese 
Sätze in ihrer ursprünglichen Form, die sich auf ein endliches Intervall bezieht, 
verwenden zu können, hatte der Verf. in seinen früheren Bahn (dies. Zbl. 43, 321; 


46,328) die Laplace-Transformation in der Gestalt (2) = [v y(x) x"! dx geschrieben. 
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[0,0] 
In der vorliegenden Note wird sie nun in der ursprünglichen Gestalt (2) = ! o(t)e dt 
ö 


zugrunde gelegt, und es werden die Sätze von Riesz und Steinhaus in einer 
auch für ein unendliches Intervall gültigen Form angewendet. Die Beweise dieser 
Sätze sind zwar noch nicht publiziert, sollen aber nach brieflichen Mitteilungen an 
den Verf. in den weiteren Bänden des Bourbaki-Werkes erscheinen. Einen Beweis 
des auf L’(— 00,00) bezüglichen Satzes siehe auch in S.Mandelbrojt, General 
theorems of closure. The Rice Inst. Pamphlet, Monograph in Math. Nov. 1951. 
G. Doetsch. 

Boas jr., R. P.: Sums representing Fourier transforms. Proc. Amer. math. 
Soc. 3, 444—447 (1952). 

Nach R. J. Duffin [Bull. Amer. math. Soc. 51, 447”—455 (1945) und dies. Zbl. 
37, 198] sind unter gewissen Voraussetzungen über (x) die Funktionen 

le on ti lee 2% 
p2 2% el 2x ) ar dm ı 7 Be m) 
Fouriersche Sinus-Transformierte voneinander. Verf. zeigt, daß diese reziproke Be- 
ziehung mit einem Spezialfall der Poissonschen Summenformel äquivalent ist und 
daß sich aus einer von Hardy herrührenden Verallgemeinerung der letzteren all- 
gemeinere Reziprozitäten herleiten lassen. G. Doetsch. 

Takeda, Ziro: A note on Fourier-Stieltjes integral. Kodai math. Sem. Reports 
‚1952, 59—61 (1952). 

Notwendige und hinreichende Bedingungen dafür, daß eine in (— 00, oo) be- 
schränkte und stetige bzw. meßbare Funktion f(x) als Fourier-Stieltjes-Transfor- 
mierte dargestellt werden kann, wurden von S. Bochner [Bull. Amer. math. Soc. 
40, 271—276 (1943)), I.J. Schoenberg (ibidem, S. 277—278) und R.S. Phillips 
(dies. Zbl. 39, 331) angegeben. Diese Sätze werden verallgemeinert auf Funktionen 
f(x), die auf lokal kompakten Abelschen Gruppen bezüglich des Haarschen Maßes 
meßbar sind. @. Doetsch. 

Levy, M.: Sur quelques probl&ömes poses par les möthodes d’analyse des gra- 
phiques par le caleul. Canadian J. Phys. 30, 147—158 (1952). 


Verf. betrachtet Transformationen f(t) — % (r), die folgendermaßen durch Faltung mittels 
einer fest gewählten Funktion F(t) entstehen: 


+00 
Esm= S FWFL-Yd. 


—00 


Verf. geht zu den Fourierschen Transformierten über und will solche transformierenden Funk- 
tionen F(t) finden, die einen linearen Phasengang und nach Art eines Bandfilters einen solchen 
Amplitudengang (,Selektionskurve‘“) besitzen, der außerhalb eines endlichen Durchlaßintervalls 
verschwindet. Wenn die Selektionskurve an den Enden des Durchlaßintervalls Sprungstellen 
aufweist, so nimmt F(t) nur wie it”! ab; wird jedoch die Selektionskurve so gewählt, daß sie 
stetige n-te Ableitungen besitzt, so nimmt Ft) mindestens wie t"'"*" ab. (In dem durchgerech- 
neten Beispiel muß die transformierende Funktion in der letzten Formel auf S. 154 unten nach 
Beseitigung mehrerer Druck- und Rechenfehler 


239m -o)l-d) I, +W,)(l-4) 


lauten.) In diesem Falle kann F(t) durch eine außerhalb eines nicht allzu großen Intervalls 
verschwindende Funktion F*(t) ersetzt werden, ohne daß sich die dadurch bewirkte Trans- 
formation in den dem Verf. vorschwebenden Fällen merklich ändert (eine Fehlerabschätzung 
ist weder hier noch an andern Stellen der Arbeit durchgeführt). Weiter wird angedeutet, wie 
abermals ohne merkliche Anderung der Transformation die Funktion F*(t) durch eine Linear- 
kombination äquidistanter Diracfunktionen ersetzt werden kann. Das obige Faltungsintegral 
wird dann durch einen Ausdruck der Gestalt 


Ir) = let) 


ersetzt; unter der im Titel genannten ‚analyse des graphiques par le caleul‘“ wird vom Verf. 
die Bildung derartiger Linearkombinationen von Ordinaten von y= f(t) verstanden. A. Stöhr. 
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Lukäcs, Eugene: An essential property of the Fourier transforms of distri- 
bution functions. Proc. Amer. math. Soc. 3, 508—510 (1952). 


Es, sei f(s) = " K(s, t) dF(t) = Ix [F(t)] die Integraltransformierte einer 


Verteilungsfunktion F(t) mit einem komplexwertigen, für alle s,t definierten 
und in t Borel-meßbaren Kern X (s, t). Es wird in einigen Zeilen die bemerkenswerte 
Tatsache festgestellt, daß f = I, [F] dem Einzigkeitssatz: f, = f, einzig für F,= F, 
und dem Faltungssatz: fi f,= Ik [F}*F,] dann und nur dann genügt, wenn 
K(s,t) = exp (61 A(s)) ist mit einem A(s), welches die reelle Achse umkehrbar 
eindeutig auf eine im Reellen überall dichte Menge abbildet. T. Szentmartony. 
Lukaes, Eugene and Otto Szäsz: On analytic charaeteristic functions. Pacific 
J. Math. 2, 615—625 (1952). 

In Verallgemeinerung des Satzes, daß aus der Existenz aller Ableitungen einer 
charakteristischen Funktion o(t) im Nullpunkt die Existenz aller Momente der 
zugehörigen Verteilung F (x) folgt [R.Fortet, Bull. Sci. math., II. Ser. 68, 117—131 
(1944)] wird zunächst gezeigt, daß es schon genügt, daß 


lim inf | Aon, (0; (2 2% | = M, 
t>0 


+00 
für eine Folge von ganzen Zahlen n, endlich ist, wo (ft) = f etz dF(x) und 
— 00 
Ayys)=ply+h)—-ply—N, Arıplyst) = Ad. ply5t) 
ist. — Weiter wird bewiesen: Wenn die charakteristische Funktion (2) in einer 


Umgebung von 2= 0 analytisch ist, so ist sie in einem horizontalen Streifen um 
die reelle Achse analytisch und durch ein Fourier-Integral darstellbar (dies. wurde 
schon von R.P. Boas, dies. Zbl. 36, 332 bewiesen), und die rein imaginären Punkte 
auf den Konvergenzgeraden sind singuläre Punkte. — Durch Kombination mit 
anderen bekannten Sätzen folgt hieraus: Ist p(t) analytisch und gleich der charak- 
teristischen Funktion eines unendlich oft teilbaren Gesetzes (d.h. [p(t)]/* ist für 
jedes n eine charakteristische Funktion), so hat p(t) in seinem Konvergenzstreifen 
keine Nullstellen. G. Doetsch. 


Funktionalanalysis. Abstrakte Räume: 


Roberts, G. T.: Topologies in vector lattices. Proc. Cambridge philos. Soc. 
48, 533—546 (1952). 

Es wird eine Theorie der Vektorverbände aufgebaut in engem Zusammenhang 
mit der Theorie der lokalkonvexen Räume, insbesondere der Theorie der Linear- 
systeme von Mackey. Jedem Vektorverband K wird zugeordnet der konjugierte 
Vektorverband K° aller reellwertigen linearen Funktionale, die beschränkte Mengen 
in ebensolche abbilden. X und K° bilden dann ein Linearsystem im Sinne von 
Mackey. Es wird vorausgesetzt, daß K° eine totale Menge von linearen Funk- 
tionalen auf K: ist. Besonders wiehtig sind lokalkonvexe Topologien auf einem 
Vektorverband K, die durch ein System von Nullumgebungen erklärbar sind, die 
mit x alle y mit |y| <|x| (der Betrag im Sinn des Vektorverbandes) enthalten. 
Ist K bezüglich einer solehen Topologie folgenvollständig, so ist K° die „bounded 
closure‘‘ des konjugierten linearen Raumes (im Sinn von Mackey). Zu derschwachen, 
starken und Mackeyschen Topologie von K und K° tritt noch die Topologie, die durch 
die polaren Mengen der ordnungsbeschränkten Mengen aus X bzw. K“ auf K“ bzw. K 
erzeugt wird. Es werden die Beziehungen zwischen diesen Topologien näher unter- 
sucht. Die so eingeführten Topologien sind für die Anwendungen wichtiger als die 
verbandstheoretischen von Birkhoff und Kantorovitch, die in vielen Beispielen 
pathologischen Charakter haben. G. Köthe. 
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Donoghue jr., William F. and Kennan T. Smith: On the symmetry and bound- 
ed closure of locally convex spaces. Trans. Amer. math. Soc. 73, 321—344 (1952). 

Apres avoir rappele un certain nombre de resultats connus de la theorie des espaces locale- 
ment convexes, les AA. etudient un processus general de „limite inductive“: etant donnes un 
espace vectoriel E et une famille (F,) d’espaces localement convexes, ainsi que, pour tout a, 
une application lineaire f, de F, dans E, on considere sur E la topologie localement convexe 
la plus fine rendant toutes les /, continues. Ils montrent que toute limite inductive d’espaces 
bornologiques est bornologique, et reciproquement que tout espace bornologique separe s’obtient 
comme limite inductive (au sens pr&cedent) d’espaces normes. Ils etudient ensuite les espaces 
E ayant les proprietes suivantes: 1. E est infratonnele („symmetric‘ dans la terminologie des 
auteurs), c’est-A-dire que toute partie fortement bornee du dual E’ est &quicontinue; 2. E', 
muni de la topologie forte, est bornologique. Beaucoup d’espaces fonctionnels usuels ont ces 
proprietes. Si un tel espace E est sous-espace ferme& d’un espace localement convexe F, la 
topologie forte de Z’ est isomorphe & la topologie quotient de la topologie forte sur F’ par lor- 
thogonal E° de E dans F’. Tout produit d’espaces de ce type est encore du m&me type (en ce 
qui concerne les theoremes donnes sur les produits par les auteurs, certains sont dus a Katetov 
[Acta Fac. Rer. Nat. Univ. Carol., n° 181 (1948); non cite dans la bibliographie]). Reprenant 
des resultats de Mackey [Bull. Amer. math. Soc. 50, 719—722 (1944)], les AA. montrent que 
la question de savoir si un produit ]/]J EZ, d’espaces bornologiques est bornologique depend 

sed 

uniquement de la puissance de A, et est liee & un probleme d’Ulam sur la mesure. Vient ensuite 
T’stude de l’espace C/(S$) des fonctions numeriques continues sur un espace localement compact 8, 
muni de la topologie de la convergence compacte; utilisant un resultat de Grothendieck (dont 
ils donnent une demonstration), les AA. prouvent que si $ est denombrable a l’infini, Z est 
metrisable et #’ fort bornologique; par contre, si $ est semi-compact et non compact (par exemple 


l’espace des ordinaux de 2° classe), E n’est pas infratonnele, bien que complet, et isomorphe 
‚A un sous-espace ferme d’un produit de cespaces de Banach (produit que l’on sait &tre bornologique, 
en vertu des resultats d’Ulam). Enfin, les AA. donnent des demonstrations de deux theor&mes 
de Grothendieck (legerement generalises) sur les espaces (F); ils montrent que si Z et F sont 
deux espaces (F) tels que Z’ fort soit bornologique, toute transformation faiblement continue 
de F' sur E’ est un homomorphisme, et enfin que pour tout espace (LF) reflexif Z, E' est borno- 
logique. J. Dieudonne. 


Nikodym, Otton Martin: Universal real locally convex linear topological spaces. 
Ann. Inst. Fourier 3, 1—21 (1952). 

Soient E un espace localement convexe separe, E’ son dual, (U,) un systeme 
fondamental de voisinages convexes de 0 däns E; les polaires U? des U, sont faible- 
ment compacts dans E’, et il est immediat, par le theoreme des bipolaires, que E 
peut &tre plong& dans l’espace K des fonctions nume&riques definies dans Z’ et dont 
la restrietion ä chaque U% est continue, la topologie sur K &tant celle de la convergence 
uniforme dans chaque U? (pour un theoreme beaucoup moins trivial et qui inclut le 
precedent, voir A. Grothendieck, ce Zbl. 34, 374). Si E contient un ensemble 
partout dense de puissance 8, il en est de möme de chaque U ,, et un raisonnement 
classique de Banach, base sur le theoreme de Hahn-Banach, montre que chacun des 
U} contient un ensemble partout dense (faihlement) B,, de puissance x; K peut 
alors &tre plonge dans l’espace B des fonetions definies dans la r&union des B,, 
et dont la restrietion & la reunion B, des B; contenus dans B, est bornee (pour 
chaque &), la topologie sur B &tant la topologie de la convergence uniforme dans 
les B}. C’est ce resultat que demontre l’A.: il juge necessaire pour cela de deve- 
lopper au prealable 15 pages de gen6ralitös bien connues sur les espaces localement 
convexes, en particulier une d&monstration du theoreme de Hahn-Banach (que I’A. 
attribue d’ailleurs & Wehausen alors que l’&nonce de ce dernier est une consequence 
triviale de l’enonce de Banach). De fagon generale, l’A. semble totalement ignorer 
tous les travaux sur les espaces localement convexes de ces 10 dernieres annees: 
sa bibliographie ne contient d’ailleurs aucun article posterieur 1941! J. Dieudonne. 


Lorch, E. R.: Convexity and normed spaces. Acad. Serbe Sei., Publ. Inst. 
math. 4, 109—112 (1952). 


‚ Given is a real vector space M, and for FEM a norm |f| is defined satisfying: 
G) | 0 with |f|=0 if, and only if, f=0. (ii) aflsalfl ft «>0. 
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ü) |f+gl <i/ + igl. (iv) There exists a universal c>0 such that c-! fs 
|- fl ze|f|. With |jf|| = If + I- fl, M becomes a metric space. M is said to be 
 oftype M, if this metric space is complete (a Banach space). The norm of a bounded 
linear functional F on M is defined as |F| = sup F(f)/|f|, (f + 0). The conjugate 
space M* of these functionals is then itself of type M, and it is seen, in the usual 
' way, that the Hahn-Banach extension theorem holds in a space of type M. — Con- 
versely, a real vector space X with a norm satisfying (i) and (ii), and for which the 
 Hahn-Banach extension theorem holds, is a subspace of a space of type M [so that 
(ii) and (iii) also hold]. As an application the author reproves a theorem of Mazur, 
i. e. the existence of support planes to a closed bounded convex set in a Banach space. 
W. W. Rogosinski. 

Smith, Marianne Freundlich: The Pontrjagin duality theorem in linear spaces. 
Ann. of Math., II. Ser. 56, 248—253 (1952). 

Soit E un espace localement convexe reel. Pour f€ E* (le dual de HE), soit 
T f le earactere continu du groupe additif # defini par (Tf) (x) = exp (if(x)). D 
est connu et aise de voir que 7 est un isomorphisme du groupe additif #* sur le 
groupe multiplicatif des caracteres continus de E. Si on identifie les deux groupes 
par cet isomorphisme, la topologie de la convergence compacte sur le groupe des 
caracteres devient la topologie de la convergence compacte sur E*. Bien que E 
soit non localement compact pour dim E = + ©0, l’A. montre que le theoreme de 
bidualit& de Pontrjagin est applicable lorsque E est reflexif, et lorsque Z est un 
espace de Banach. J. Dixmier. 

Michael, Ernest: Transformations from a linear space with weak topology. 
Proc. Amer. math. Soc. 3, 671—676 (1952). 

Soient E et G des espaces vectoriels topologiques r&eels ou complexes, K un 
ensemble d’applications lineaires T: E— Fr de E dans des espaces vectoriels topo- 
logiques Fr. Supposons que la topologie de E soit la moins fine rendant ls TEeK 
continues, et que G soit norme. Soit LC_L(E,@) (espace des applications lin&aires 
continues de E dans @) l’ensemble des combinaisons lineaires d’applications de la 
forme ST, ou Te Ketou Se _L(F7,@). L’A. donne une condition suffisante (non 
necessaire) pour ue L= L£(E,G):s T,T,... T,REK, si J: E>Fn, x Fr, X 
J..%X Fr, est defini par J(x) = (T,(8), .. ., T,(&)), et si V est une application 
lineaire continue de J(E) dans G, alors V peut &tre prolongee en une application 
lineaire continue de Fr, X X Fr, dans G. Cette condition redonne les cas 
connus ou L= _£f(E,G) comme cas tres particuliers. J. Diamier. 

Kaplansky, Irving: Orthogonal similarity in infinite-dimensional spaces. Proc. 
Amer. math. Soc. 3, 16—25 (1952). 

Soit V un espace vectoriel admettant une base denombrable, sur un corps F 
alg&briquement clos et de caracteristique == 2. On suppose donne&e sur V une forme 
bilindaire symeötrique (x, y) non degeneree, et une transformation lineaire T de V 
dans lui-möme, autoadjointe pour (x, y), e’est-a-dire telle que (zT, y) = (2, yT). 
L’A. aborde le probleme de la classification de ces transformations par rapport au 
groupe orthogonal [groupe laissant invariante la forme (x, y)]; alors que dans le cas 
oü V est de dimension finie (les autres hypotheses &tant conservees), les diviseurs 
el&ementaires de T sont les seuls invariants relativement & cette classification, il 
n’en est plus de m&me lorsque V est de dimension infinie. L’A. se restreint aux trans- 
formations T localement algebriques [c’est-ä-dire que tout vecteur xEV est 
annul& par un polynöme f(T) en 7, f=#0]; il montre dans ce cas qu’on peut se ra- 
mener & n’etudier Que les transformations 7 localement nilpotentes. En fait, il 
aborde seulement l’&tude des T nilpotentes; gräce ä la theorie de Prüfer [Math. Z. 
17, 35—61 (1923)] des modules sur les anneaux principaux, on peut encore parler 
ici de diviseurs elömentaires, et l’A. donne un cas oü les diviseurs el&mentaires sont 
encore les seuls invariants de T pour le groupe orthogonal. Il fait enfin l’etude 
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detaillee du cas T2 = 0; soit alors R l’image de V par T, NDR le noyau de T, 
N’ le sous-espace orthogonal aN;on a NDN’DR, et le theoreme prineipal du 
m6moire est que les dimensions (finies ou non) de R, N’/R et N/N’ forment un 
systeme complet d’invariants de T pour le groupe orthogonal. J. Dieudonne. 
Nevanlinna, Rolf: Über metrische lineare Räume. III. Theorie der Ortho- 


gonalsysteme. Ann. Acad. Sci. Fennicae, Ser. AI 115, 278. (1952). 

Part I and II see this Zbl. 46, 122. Ris a complex linear vector space, Q(x, y) a Hermitean 
bilinear form on R, and Q(x) the associated quadratie form; Q need not be definite. The problem 
is to metrize R with respect to Q. — A linearly independent sequence {a,} in Ris given. This is 
orthonormalized with respect to Q into a sequence {x;}. The first n of the x, span a linear sub- 


space L,, and Z, = LÜ! + L, where L/}' is spanned by the corresponding „positive“ 
x; [Q(x;) = 1), and L/? by the negative’ones.. The projection of a point zof Ron L„is given by 


n 
Pn(X) = DE; where &=Q(x,) Q(x, x;). Also 2, = pl’ + pl’, the sum of the projections 
T 
[0,0] 
on 2. and De It is assumed that: (ij) > ?,.| < oo forallx. This is equivalent to the con- 
{0,0} 
vergence of E]- For a definite Q this assumption is automatically satisfied. (ii) lim Q& (?) 
al Nn— 00 
Ne ie KM) (). This assumption guarantees the „closure“ ofthe x,;i.e.Q (p,) > Q (2), 
N 00 


[0,0] 
or Parseval’s equation Q(xz) = I Q(x,) |Q(z, x;)|”. The space R is now metrized by the non- 
i 


negative form P(x,y) = I Q(z,x,)Q(y, x); thatis, &—a means P(x—a)— 0. With this 
& 
notion of convergence we then have the Fourier development © = N &, x,forevery xin R. Two 


G 

further assumptions are added: (iii) The ‚‚completeness‘‘ of the metric; i.e. every Cauchy-se- 
quence is convergent. Every sequence {£,} with I |&;|?< oo gives then the Fourier co-ordinates 
of a point in R. (iv) The form Q is non-degenerate. Then the relation between x and {£&,} is 
one-one, and R becomes the Hilbert space {£&,}. — The above procedure is based on the non- 
negative form P, which is a majorant form for Q; that is |Y(z)!< P(x) for allxin R. Any 
othersuch majorant H could have been used wbich imposes on R a Hilbert metric. The existence 
of such an H guarantees the existence of a sequence {a,} in R which, on orthonormalization, 
satisfies the above conditions (i) and (ii). W. W. Rogosinski. 


Brownell, F. H.: Translation invariant measure over separable Hilbert space 
and other translation spaces. Pacific J. Math. 2, 531—553 (1952). 

L’A. appelle espace de translation un sous-ensemble ferme Z d’un groupe topologique 
abelien separe @, qui contienne l’unite 0 de @ et soit telque si V est un voisinage ouvert de0enZ, 
les interieurs (relativement & Z) des ensembles ZN (V + u), u €G. constituent un recouvre- 
ment deZ (V + u: translate de V). Il montre que si de plus Z est localement compact, il existe 
une mesure de Borel regulisre (mesure de Radon) non triviale © sur Z et invariante par trans- 
lation au sens suivant: Si A est mesurable,ona® (A+u)=®(A) iACV etsiVetV" +u 
sont ouverts en Z; B[(A+u)MZJSPD(A) siAet (A-+u) NZ sont ouverts en Z. (La 
demonstration s’apparente de tres pres a celle de l’existence d’une mesure de Haar). L’A. donne 
comme exemples d’espaces de translation les sous-espaces de l’Hilbert reel /?2 definis par 


X={zEel, |x.| <Shen)} avee O<hl(n)< oo et I him) Zest Y = Ir el; 5 3<i) 


rn=N en 


[0,0] 
avec lim inff(n)=0; Z, — el; NS n”a,n<M}|. Pour X l’existence de la mesure est 
Nn_&0 n=1 


egalement prouvee en utilisant un procede du a Kolmogoroff (Grundbegriffe der Wahrschein- 
lichkeitsrechnung, Erg. d. Math. u. ihrer Grenzgeb., Berlin 1933, dies. Zbl. 7, 216) et en prenant 
une definition plus striete de l’invariance par translation: Si A est mesurable, ©®(A + u) = ®(A) 
siA+uCZ; et dans ce cas la mesure est unique (& un facteur constant pres). Enfin, PA. avait 
prouve que X n’admet pas de mesure invariante par translation non triviale silim inf A(n) > 0, 


Nn> 00 
X etant muni de la topologie de la norme, ou si h(n) = + oo une infinite de fois, X &tant muni 
de la topologie induite par celle de R%, A. Revuz. 


Edwards, R. E.: The translations of a function holomorphie in a half-plane. II. 
Proe. London math. Soc., III. Ser. 2, 279—285 (1952). 
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Ce travail fait suite & un article anterieur (ce Zbl. 42, 358); dans ce dernier, 
l’A. considere l’espace E des fonctions f(o + ir), holomorphes pour >0 et 
telles que, pour tout a > (0, le nombre 


+00 1/2 
P.(f) = sup (4 fo + in)]2 2 


o>a [6°°) 


soit fini. Muni des semi-normes p,, E est un espace de Frechet. Toute fonction 
+00 


+00 
feE peut s’ecrire f(}) = S 2) 0222 dr, ou il le=?”°2 9 (x)|? dx existe pour 


tout o >0 et est egal & (p,(f))*; le dual Z’ de E peut £tre identifi6 & l’espace des 
+00 

fonctions u (x) definies pour x > 0, mesurables et telles que fi ermu (2) dx < + co 
ö 


pour un a >0 au moins, la forme bilineaire canonique <f, u) &tant alors &gale & 
+00 
p(x) u(x) dx. Dans le present travail, l’A. prouve que # est un espace reflexif; 


ceci est en r&ealit& une consequence immediate d’un theoreme general du rapp. et de 
A.Pereira Gomes [C©.r. Acad. Sci., Paris 230, 1129—1130 (1950), th. 1]. L’A. 
considere aussi le sous-espace H de E form& des f telles que p,(f) soit fini, et &tudie le 
sous-espace de H engendre par les derivees successives de f€ H, lorsque ces derivees 
appartiennent & H. J. Dieudonne. 


Bartle, Robert G. and Lawrence M. Graves: Mappings between function: spaces. 
Trans. Amer. math. Soc. 72, 400—413 (1952). 

Soient U et V deux espaces de Banach, 2 l’espace des applications lindaires 
continues de U dans V, T un espace paracompact, X et Y les espaces des appli- 
cations continues de T dans U et V respectivement, munis de la topologie de la 
convergence uniforme. Pour tout tE T, soit K,EQ2, et supposons que t—K, soit 
continue pour la topologie forte des operateurs. Alors X definit une application 
lineaire k de X dans Y par la condition que k(x) est la fonction t—K,- x(t). Les 
AA. etudient les relations entre Ä et k, et notamment donnent une condition pour 
que k applique X sur Y: ilen est ainsi si, pour tout tE T, K, applique Ü sur V, si 
t—K, est continue pour la topologie de la norme sur (2, et en outre verifie la con- 
dition suivante: pour chaque t, K, est un homomorphisme de U sur V ; on suppose 
que la norme ||K,|| est bornee dans T, ainsi que la norme ||Z,|| de l’application 
_ lingaire r&eiproque de l’application lineaire biunivoque associee & Ä,. Ils etendent ce 
resultat & des applications non lineaires, et appliquent ces theoremes pour obtenir 
des th&oremes d’existence pour des &equations integrales du type de Volterra ou 
des equations aux derivees partielles qui s’y ramenent. J. Dieudonne. 


Kakutani, 'Shizuo: Quadratie diameter of a metrie space and its application 
to a problem in analysis. Proc. Amer. math. Soc. 3, 532—542 (1952). 
E est un espace metrique, d(x, y) la distance de deux elements. Si SCH, 


D . . . 
on pose d®(z, y, 8) = inf I [d(x,_,, 2,)]? pour toutes les suites finies %, = %, 
i=1 


&p np: %,—=Y (p arbitraire) de points de S. Le diametre quadratique de 
S est Ö&(S)= sup d®(z,y,S) et la variation quadratique est v2 (8) = 
Ü,YJEeS 


{ [Ü «#R et p 
inf N 6@(8,) pour toutes les decompositions finies S= US, de $ en 
i=1 EN 
sous-ensembles S, non necessairement disjoints. L’A. prouve que si deux points 
quelconques de $ peuvent ©tre joints par une courbe rectifiable situee en S, 
alors 6(2(S) = 0. Il donne des exemples de courbes continues dans l’espace de 
Hilbert et dans l’espace euclidien R* (n > 2) possedant un ö) >0. Par contre, 


si S est un compact de R2, v9 (S)=(, et si en outre S est connexe, on a aussi 
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5% (S) = 0. L’A. en deduit que si la fonction reelle f(x) est definie sur un compact 
de R2 et verifie une condition de Lipschitz d’ordre 2 (f(x) — f(y)| <M (d(x, y))?) 
l’ensemble des valeurs de f(x) est de mesure de Lebesgue nulle et f(x) est constante 
sur chaque composante connexe de S. Enfin, si f(u, v) est definie dans R? pour 
0<uv<1 et si ses derivees partielles premieres existent et verifient une con- 
dition de Lipschitz d’ordre 1, f(w, v) verifie une condition de Lipschitz d’ordre 2 
sur l’ensemble S(f) des points oü ces derivees partielles s’annulent toutes deux. 
S(f) est un F, et par suite, f(S(f)) est de mesure nulle et f est constante sur chaque 
composante connexe de S(f). [Resultat qui renforce un theoreme de A. P. Morse 
(ce Zbl. 20, 12) et est & rapprocher d’un resultat de H. Whitney (ce Zbl. 13, 58).] 
A. Revuz. 

Owchar, Margaret: Wiener integrals of multiple variations. Proc. Amer. 

math. Soc. 3, 459—470 (1952). 


w 
Es wird das Wienersche Integral [ 6% F(x|yy...,4,)d, x über die n-te 
& 


Variation eines Funktionals F(x) auf dem Wienerschen Raum C berechnet; es er- 
gibt sich dafür unter gewissen einschränkenden Voraussetzungen ein Ausdruck der 
Form 


[n/2] ; 1 w n—2jf 1 
SD eya-i | SAH | ehem a [ron | IEAL ae) a ) 
0 =1 |[ö i=1 


.die y,(t) sind dabei absolut stetig und haben Ableitungen von beschränkter Variation. 
Ebenso wird, wenn für die n-te Variation eine Darstellung 
1 


1 
O0 tal SSR alle) ds" yaltn) direct, 


w 
gilt, das Wienersche Integral f F® (x|t,...t,)d, x durch eine gewisse Ableitung 
© 


eines Integrals über F(x) ausgedrückt. G. Köthe. 
Kaplansky, Irving: Symmetry of Banach algebras. Proc. Amer. math. Soc. 
3, 396—399 (1952). 


Soit A une algebre de Banach complexe O-symetrique (I. Kaplansky, ce | 
Zbl. 33, 187). Alors, — x* x ne peut &tre un idempotent + 0 pour aucun el&ment 


x de A. La demonstration repose notamment sur le lemme suivant: soient F un 
corps, B l’algebre libre & coefficients dans F engendree par x et y verifiant les 
relations ?=ax, ”?=Py oüa,ßeF. Alors, ona, dans B, 2, & % %, %z = 
ou g, est la signature de la permutation r. J. Dixmier. 


Umegaki, Hisaharu: On some representation theorems in an operator algebra. 


HI. Proc. Japan. Acad. 28, 29—31 (1952). 

Referat s. dies. Zbl. 44, 328. 

Phillips, R. S.: On the generation of semigroups of linear operators. Pacifie 
J. Math. 2, 343—369 (1952). 

Let T(&),0 SE < ©, be a semi-group of bounded linear operators on a Banach 
space to itself, strongly continuous in & with 7(0) = I, the identity operator. Sug- 
gested by a somewhat formal paper by N. Romanoff (this Zbl. 38, 167) and by a 
paper by S. Bochner on stochastie processes (this Zbl. 33, 68), the author studies 
the method of generation of new semi-groups 


(1) sy=J Todal, 8) 
from T(£). Let «(t, £&) be, for t >0, non-decreasing in £ such that i) lt, His‘) 


xt‘) ® alt.) and &(0,-)—= the unit mass at 0, ii) J log (m (&)) dex(t,&E) <M 
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for 0 st <s1, where w(£) is a lower semi-continuous, subadditive function 


such that »(0)=0, lim w(£&)<coo and limsup (w(E) — w(E + 6)) < oo, 
> 6,0€8>0 


oo 
ii) D(A;a(t, -)) = [ exp (A E) dex(t,E) converges to 1 as t)0 uniformly in any 
ö 
bounded subset of R(A) <w, = inf w(E)/E. It is then proved, as an operator- 
&>0 


theoretical extension of Levy-Khintchine’s infinitely divisible law, that 


(2) ttlogd(i;adt, -)) = mA ah (exp A—-o)E-1)dy(E) +a, for RA) <wy 
i 1 
where m >0,aisrealandy(£) is a monotone increasing function such that 1 Edpy<oo 
Ö 


and ih exp (w(E) — wyE) dy < 00. Conversely, if © satisfies (2), then «(t, -) satisfies. 
i 


i)—iii) for any w. Under a similar condition on «(t, -) relating to »(£&) = log ||T(£&)||, 
S(t) defines a semi-group with the infinitesimal generator (E. Hille, Functional 
Analysis and Semi-groups, New York 1948; this Zbl. 33, 65; the rev., this Zbl. 37, 
353) B such that 


Ba=As+| (ep (- ET) )diy+taz, 


for x in the domain of the infinitesimal generator A of T(£). K. Yosida. 


Dye, H. A.: The Radon-Nikodym theorem for finite rings of operators. Trans. 
Amer. math. Soc. 72, 243—280 (1952). 


L’etude des algebres abeliennes d’operateurs sur un espacehilbertien 7 peut &tre consideree- 
comme appartenant & la theorie de la mesure. L’A. considere l’etude d’un anneau d’operateurs. 
quelconque M comme ‚la theorie non commutative de la mesure‘ : les operateurs de M jouent le 
röle de fonctions, les etats (formes lineaires positives completement additives sur M) jouent- 
le röle de mesures. Dans cet esprit, l’A. demontre le ‚„theoreme de Radon-Nikodym“ suivant: 
supposons M de type fini; soit O(M) l’ensemble des operateurs fermes appartenant au sens 
large a M, definis dans un ensemble partout dense de H; soit o un &etat; soit L?(M, o) ’ensemble 
des T€ C(M) tels que lim o(T# T,) existe, (7) etant une suite quelconque d’operateurs bornes 
de M telle que lim ||7,, x|| existe et = ||T x|| si et seulement si x appartient a l’ensemble de 
definition de 7; soit o un autre etat; io <o [i.e.sio(P)=0 entraine o(P) = (0 pour tout 
projecteur P de M], il existe un TE L?2(M,o) tel que o(A) =o(T* AT) pour AEM. Sio 
est une trace fidele, 7 peut &tre choisi auto-adjoint et est alors uniquement determine. Pour 
arriver & ces resultats, l’A. etablit diverses proprietes intermediaires interessantes, et demontre 
des theoremes annonces anterieurement par I. Kaplansky (ce Zbl. 37, 205). Il entame une 
theorie de la multiplieite dans les anneaux d’operateurs de type fini. Corollaires: 1. Tout: 
*.isomorphisme entre anneaux d’operateurs de type fini est bicontinu pour les topologies ultra- 
fortes. 2. Soit p un *-isomorphisme completement additif d’un anneau d’operateurs de type 
fini M dans un anneau d’operateurs M,, tel que p(M) soit faiblement dense dans M,; si M et M, 
sont o-finis (i. e. si toute famille de projecteurs orthogonaux + 0 dans M et My, est denombrable), 
p(M) = M,. Enfin, I’A. etablit des relations entre anneaux d’operateurs de type fini et H- 
systemes de Ambrose. Quelques-uns de ces resultats ont te annonces par R. Pallu de la Bar- 
riere (ce Zbl. 46, 119). J. Dixmier. 


Stone, M. H.: On unbounded operators in Hilbert space. J. Indian math. 
Soc., n. Ser. 15, 155—192 (1952). 

Suggested by a paper by Y. Y. Tseng (this Zbl. 12, 408), the author proposes 
the method of ‚‚the characteristic matrix of an operator‘‘ for a systematic derivation 
of the prineipal properties of unbounded operators, first established by J. von Neu- 
mann (Math. Ann. 102, 370—427 (1929); this Zbl. 4, 216; 12, 22]. Let A be an 
arbitrary operator in a Hilbert space 9 and let @(A) be its graph = the totality of 
the pair {x, A x} in the direct product 9 ® 9. Then the projection Po 9®9 
onto the closed subspace of 9 & 9 generated by the graph @(A) is represented by 
the two-rowed matrix <P,,) of bounded operators P,,in 9. This P,,is called the- 
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characteristie matrix (Ch. M.) of the operator A. Many important properties for 
the unbounded operator A in 9 are interpreted in terms of the Ch. M. of A. For 
example, a closed operator A with its domain D(A) dense in 9 is normal if and 
only if the components of the Ch. M. for A commute with each other. The most 
interesting result of the method is that it enables us to derive, without any appeal 
to the spectral theorem, the commutation criterion (Sasaki-Ogasawara: this 
Zbl. 15, 355, two rev.; Mimura, this Zbl. 16, 119) for an operator A to have 
a normal extension which is a function of a given self-adjoint operator H: A commutes 
with every bounded operator B which commutes with A. K. Yosida. 

Krull, Wolfgang: Bemerkungen zur Theorie des Hilbertschen Raumes. Arch. 
der Math. 3, 114—124 (1952). 

Es wird ein Aufbau der Spektralzerlegung beschränkter hermitescher Operatoren im 
Hilbertschen Raum H gegeben, der über folgende Begriffe läuft: Eine Stieltjeszerlegung {2,} 
von H besteht aus abgeschlossenen linearen Teilräumen ®, erklärt für ale a <x <b, d,=(, 
®,=H, DD, CPD,, wenn  S%, 2 = N 2,. Jeder Intervalleinteillungg ©, =a@a< 

x ; z>® 
2% <.-<m,—=b entspricht eine direkte Summenzerlegung H=31(P,, 2,9) zu 
solche Summenzerlegungen haben eine gemeinsame Verfeinerung in dem Sinn, daß H. die direkte 
Summe aller paarweise gebildeten Durchschnitte der Summanden beider Zerlegungen wird. 
A sei hermitesch, der Teilraum ® heißt fastskalar mit dem Faktor « und der Fehlerschranke e, 
wenn D invariant ist, d.h. ADC®, und (A—aE)g, (A—aE)r)<e(r,r) für all gC® 
gilt. a heißt Eigenwert von A, wenn es zu jedem e>0O einen Teilraum ® gibt, hinsichtlich 
dessen A fastskalar mit dem Faktor a und der Fehlerschranke eist. Eine gegenüber A invariante 
Stieltjeszerlegung {®,} heißt eine Diagonalzerlegung bezüglich A, wenn eine in [a,b] stetige 
"Funktion F (x) existiert, so daß für jedes &undalle Intervalle x, << xz,fürjedes r€ DE — 2a 


b 
stets (Au) =F(&)(£,r) wird. Es gilt dann sofort (Ay,y) = [ F(x)d(BE,x,E,»v), E, die 
a 


Projektion auf ®,. Etwa nach v. Neumann zeigt man die Existenz einer Diagonalzerlegung 
zur Funktion F(x) = x für gegebenes A. Es wird dann der Satz bewiesen, daß ein c dann und 
nur dann. Eigenwert von A ist, wenn bei einer gegebenen Diagonalzerlegung {®,} von A mit der 
zugehörigen Funktion F(x) ein nicht im Innern eines Konstanzintervalls von {D,} liegendes x, 
mit F(x,) =c existiert. Zum Schluß wird ein Ansatz skizziert, wonach zu einer Menge M von 
direkten Summenzerlegungen von H, die mit zwei Zerlegungen die gemeinsame Verfeinerung 
enthält, alle Ultrafilter aus auftretenden Summanden gebildet werden, und versucht werden 
soll, M als Diagonalzerlegung eines hermiteschen A aufzufassen in dem Sinn, daß jedem Ultra- 
filter ein Eigenwert a von A entspricht. @. Köthe. 

Chiang, Tse-Pei: A theorem on the normalcy of completely continuous 
operators. Acta Sci. math. 14, 188—196 (1952). 

Let A be a completely continuous operator in a Hilbert space, and let the 
eigenvalues of A and A* A be denoted by «&, and y, respectively, which are so 
arranged that |a,| > |a,| >, Yı ZX3 2°. It is proved that if y(x) is any 
strietly increasing convex function defined on [0, oo), then the condition 

n N Rn 

lim ( 392) — 2, v(lo,B) = 0 

n>a@\=1l i=1l 
implies the normaley of the operator A. Moreover, it is shown, by an example, 
that the result is no longer true when the function y(x) is supposed to be strietly 
increasing such that y(e‘) is a convex function of &. These results are obtained in 
connection with Weyl’s inequality (this Zbl. 32, 387) 

Nazi N 
Zvred<ZErg) M=12..) 

for every function y(x) which is increasing on [0, ©0) such that w(e) is a convex 
function of &E. K. Yosida. 

Weinberger, H. F.: Error estimation in the Weinstein method for eigenvalues. 
Proc. Amer. math. Soc. 3, 643—646 (1952). 

Ein vollstetiger Operator L in einem Hilbertschen Raum &% besitze die Eigen- 
werte A,. Zuseiner Projektion ZL’ in einem Unterraum & mögen die Eigenwerte }/, ge- 
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hören. In dem Raum B = 996 (% ist der abgeschlossene Unterraum von 9, dessen 
sämtliche Elemente orthogonal zu a von ® sind) sei 9,93, ... ein vollständiger 
Satz von Elementen. Es seien A) die Eigenwerte der Projektion von L in den 
Raum 969 {p,...,?,}. Dann eilt: 0 sam — 7, <Ay„;. Die Anwendung auf 
das Rayleigh-Ritzsche Verfahren ist nicht ohne weiteres möglich, sondern erst dann, 
wenn man den Raum $ in einen Raum SD ® ausdehnen und die Eigenwerte A 
für den auf © erweiterten (dort ebenfalls vollstetigen) Operator L’’ angeben kann. 
Dann gilt: Am <A, sam + 2, B; Collatz. 


Olevskij, M. N.: Zur Ts Hlor Deiriekhen Formel und über den Mittelwert 
einer Funktion auf der Oberfläche einer Kugel in einem Raum von konstanter Krüm- 
mung. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 86, 657—660 (1952) [Russisch]. 

Die Theorie von Delsarte (dies. Zbl. 19, 121) wird leicht verallgemeinert durch 
gleichzeitige Betrachtung zweier Operatoren, d.h. Verf. betrachtet die Gleichung 


2 
1) Would) = 0, um), mit 90, = 1-2 NY >0i=1,2). 
%9„(t) sei der Koeffizient von /* in der Entwicklung der charakteristischen Funktion 
j,(t), die zu W9, gehört. (Vgl. Zbl.1.c.). Dann gestattet 7% f(£) [Lösung von (1) 
mit u|;-o = f(x), öu/ötlı-o = 0] die formale Entwicklung T,f(&)= So, MIR HE). 
m 


Sinngemäß überträgt sich die Definition des Restgliedes R,(x,t;f) und die Rest- 
glieddarstellung von Levitan [siehe dies. Zbl. 39, 119; in diesem Referat sind fol- 
gende Druckfehlerberichtigungen vorzunehmen: 4.Z. v.u. lies (2) statt (2), 3.2. 
v.u. lies (2) statt (1)]. — Verf. illustriert seine Theorie weiter an dem Beispiel der 
Gleichung u, = A,u— ku, wobei A, der zweite Beltramische ee. 


=, 4, k= MM. 
Dann gelingt es unter Heranziehung früherer Ergebnisse des Verf. [Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 45, 95—98 (1944), 46, 3—6 (1945)], die Mittelwertformel von 


Pizetti (2) für den euklidischen Raum auf die erwähnten Räume zu übertragen. 
(2) folgt daraus’ für k—0. Eine andere Verallgemeinerung von (2) erhält man, 


im dreidimensionalen Raum konstanter Krümmung kist. Sei 


2 
wenn man _ +k=(#, A, = 99 wählt. — Details werden im Text unterdrückt. 
L. Schmetterer. 


Pol’skij, N. I.: Einige Verallgemeinerungen der Methode von B. G. Galerkin. 
Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 86, 469—472 (1952) [Russisch]. 


E sei ein Banachraum mit zwei Basen y, und , (zugehörige Funktionale Y, 
und ®,); L, bzw. M, sei die lineare Hülle der n ersten y, bzw. o,, P, die Projektion 
auf M,„, A = 4A(A) ein vollstetiger Operator, der analytisch vom Parameter A ab- 
hängt. — Die verallgemeinerte Galerkinmethode besteht darin, daß zur Lösung 
der Gleichung «—- Ax—-f=0 Nerreuf ©„€eL, mit a, —-4,.-N = 0 
bestimmt werden. (Bei ne ist 9, —=y, vgl. Krasnosel’ skij, "dies. Zbl. 
41, 71). Satzl: Gilt (A) ||| <C- Ihe z|| (xe€L,) und ist A kein Eigenwert 
von A (4), so nn die x, gegen eine exakte Lösung der Gleichung. — Dabei 
ist Bedingung (A) in gewissem Sinn notwendig. Weitere Sätze befassen sich ‚mit 
dem Zusammenhang zwischen Eigenwerten von A(A) und Eigenwerten von P„A(A). 
Schließlich werden Sonderfälle im Hilbertraum behandelt (Methode der kleinsten 
Quadrate u.ä.). K. Zeller. 


Read, A. H.: The solution of a functional equation. Proc. Roy. Soc. Edin- 
burgh, Sect. A 63, 336—345 (1952). 


Le th&oreme suivant est &tabli: L’&quation fonctionnelle f[2,9(g(2))] = p(2 
admet une solution reguliere et une seule prenant la valeur $ pour 2=/, (i) s 
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f(z, w) et g(z) sont regulieres respectivement pour (2, w) = (B,£) et pour 2={;5 
et (üi) si Jöf/öv| <1/|g’(2)| pour (2, w) = (8; P). Cette solution s’obtient par iteration. 
M. Hukuhara. 

Lojasiewiez, $.: Solution generale de l’&quation fonetionnelle f(f(--- f(x) -- -)) 
= g(x). Ann. Soc. Polon. Math. 24, 88—91 (1952). 

L’A. a obtenu la solution generale de l’&quation fonctionnelle en f(x): f"(x) = 
g9(x), oü g(x) designe une fonction qui transforme, d’une maniere univoque, le 
domaine en lui-möme et ou f”(x) designe la n-ieme fonction iteree de f(x). 

M. Hukuhara. 

Kametani, Shunzi: An elementary proof of the ‘fundamental theorem of 
normed fields. J. math. Soc. Japan 4, 96—99 (1952). 

Soit x un @el&ment d’un corps norme. Partant comme dans la d&monstration 


classique, supposons 2 — A = 0 pour tout EC (corps complexe). Alors | 


est continue et tend vers 0 A l’infini, donc atteint son maximum. Par transformation 


lineaire, on peut supposer | = -| —1 pour tout AeÜ. Considerons 
l’identite 
Al al 1 1 1 
A au Fo) Ta (1 BurT a) 
U L&p&g:..&, sont les racines niemes de l’unite. Quand n — + 0, la norme du 
2°me membre tend vers 1. Done Ir! =1 surle cercle || = _ en particulier, 
| 
EIN = 1. Par recurrence, on obtient |———|| = 1, d’ou absurdite quand 
x —1/2 x — m/2 
m-> 1. J. Dixmier. 


Praktische Analysis: 


Wenzl, Fritz: Zur numerischen Auflösung algebraischer Gleichungen. S.-Ber. 
math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1951, 81—111 (1952). 

Das Verfahren von Ph. Furtwängler zur numerischen Auflösung von Glei- 
chungen 4. Grades mit zwei Paaren konjugiert komplexer Wurzeln wird an einem 
Beispiel erläutert, sodann die Unsymmetrie dieses Verfahrens beseitigt auf einem 
ähnlichen Wege, wie er von B. Friedman (dies. Zbl. 34, 218) vorgeschlagen wurde. 
Die Konvergenzbetrachtungen führen zu schärferen Aussagen als bei Friedman. 
Unter geeigneten Voraussetzungen läßt sich das Verfahren des Verf. auf Gleichungen 
höheren Grades anwenden. | Robert Schmidt. 

Krasnosel’skij, M. A. und S. G. Krejn: Eine Bemerkung über die Verteilung 
der Fehler bei der Lösung eines Systems linearer Gleichungen mittels eines Iterations- 
prozesses. Uspechi mat. Nauk 7, Nr. 4, 157—161 (1952) [Russisch]. 

Zur Lösung desin der Form x = A x + b vorgelegten Systems von n linearen Gleichungen 
in rn Unbekannten, mit positiv definiter Matrix A werde die Iteration x, = Ax„,+b an- 
gesetzt.. Wenn jede Näherung x,, mit einer gewissen vorgeschriebenen Genauigkeit numerisch 
berechnet wird, so stellt die p-te Näherung x, die wahre Lösung x mit derselben Genauigkeit 
dar, wenn der mit der gleichen Anzahl von gültigen Dezimalstellen berechnete Werte von CT 
mit dem von x, zusammenfällt; d. h., wenn der Vektor ö,—= &%,+, — %, in eine vorgeschriebene, 
etwa kugelförmige Umgebung G des Nullpunktes fällt, so daß der Fehlervektor e,—= x — en 
(E — A)!ö, in die Menge (E— A) 1G= G, zu liegen kommt. Da (1—4,)-1 die Eigenwerte 
von (E— A)! sind, so wird sich das Ellipsoid G, weit ausdehnen können, wenn A, nahe an 1 
liegt. Daher kann e, groß sein, auch wenn der Durchmesser von G klein ist. Es stellt sich nun 
heraus, daß die Maximalfehler im allgemeinen die wahrscheinlichsten sind. Wenn der Iterations- 
prozeß mit dem p-ten Schritt enden soll, so muß wegen ö„= (E— A)e„— AT (E— A), 
der Anfangsfehler in dem Ellipsoid G,— A”? G,, aber nicht in G,_,, also in der Schicht G,—G,_, 
liegen, da andernfalls der Prozeß schon eher geendet hätte. Der Endfehler &, befindet sich in 
der Schicht A?(G,—G,_,)= 6,—6_, zwischen den Ellipsioden G, (mit den Halbachsen 
&(1—4,)"1 in Richtung der Eigenvektoren von A, wenn & der Radius der Kugel G um 0 ist) 
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und G_, (mit den Halbachsen & A, (1 —A,)-!). Es wird sodann die Wahrscheinlichkeit berechnet 
dafür, daß der Endfehler e, sich in einem Element A, der Schicht G,—G_, befindet, angesetzt 
als die Summe der Wahrscheinlichkeiten, daß sich der Anfangsfehler in den Elementen A„,= 
4" A, findet. Auf dieser Basis wird dann der folgende Satz bewiesen: Angenommen der Ite- 
rationsprozeß endet dann, wenn die Länge des Vektors ö,, kleiner als « wird; die Anfangsfehler & 
seien in einer Kugel vom Radius R gleichmäßig verteilt angenommen. Ist A, die größte Wurzel 
von A und neine beliebige positive Zahl < 1, so strebt die Wahrscheinlichkeit, daß für die Länge 
le| des Endfehlers e die Ungleichungen n&A,(1—4,)1<je|<a(1—A,)-! gelten, gegen 1. 
H. Schwerdtfeger. 

Bilharz, Herbert: Bemerkung zur genäherten Quadratur. Arch. der Math. 
251—256 (1952). 

Verf. untersucht das asymptotische Verhalten der Restglieder der Newtonschen, 
Gaußschen, Besselschen und Stirlingschen Quadraturformeln. Dabei erhält er 
unter Benutzung der Funktionalgleichung der /-Funktion, des erweiterten ersten 
Mittelwertsatzes der Integralrechnung und der Stirlingschen Formel für das Rest- 
glied der Gaußschen Formel  (—1)jr f?r) („)/(2®r-IryY nz) und ähnlich bei 
denen von Bessel und Stirling, während er für das der Newtonschen Formel unter 
Benutzung eines Satzes von Hardy-Littlewood für absteigende Differenzen 
m (Ir fm (n)/n im? rn) und für aufsteigende — f®(n)-In-!n erhält. Bei 
den Formeln von Newton-Gregory wird die asymptotische Größenordnung nur 
langsam, bei den Gaußschen usw. schnell erreicht. F.-A. Willers. 

Barrett, W.: On the remainders of numerical formulae, with special reference 
to differentiation formulae. J. London math. Soc. 27, 456—464 (1952). 

Untersucht werden Restglieder in Integraldarstellung, insbesondere Vor- 
zeichenwechsel der in ihnen vorkommenden Kernfunktionen. Anwendung auf 
Differentiationsformeln mit zentralen Differenzen. E. J. N yström. 

Barrett, W.: On the remainder term in numerical integration formulae. J. 
London math. Soc. 27, 465—470 (1952). 

Restglieder zu den Integrationsformeln von Gregory und Weddle werden 
diskutiert mit besonderer Beachtung ihrer praktischen Anwendbarkeit. 

E.J. N yström. 

Delange, Hubert: Sur une formule de Tchebichef pour le caleul approch6 des 
intögrales definies. Acad. Serbe Sci., Publ. Inst. math. 4, 9—30 (1952). 

Die asymptotische Verteilung der Abszissen bei der Tschebyscheffschen Inte- 
grationsmethode wird genau untersucht (vgl. dies. Zbl. 38, 80). E.J. N yström. 

Hammersley, J. M.: Lagrangian integration coefficients for distance funetions 
taken over right ceircular eylinders. J. Math. Physics 31, 138—150 (1952). 

In einer früheren Arbeit [Proc. Roy. Soc. London A 210, 98—110 (1951)] hat 
Verf. gezeigt, daß man das sechsfache Integral 

= IERTG) dv dv’ |r? 
(dv, dv’ Volumenelemente, r Abstand, Integrationsbereich rechte Kreiszylinder mit 
dem Durchmesser a und der Höhe ca) für ce 1 näherungsweise durch 


2 „4 c C 
Ford je uantar+ [uas'z di + lack) 
ö 
wiedergeben kann. In g und %k treten hypergeometrische Funktionen auf, während 
h von einfacher Bauart ist. — Um J(c) mit einer empirisch gegebenen Funktion 
t{(r) numerisch schnell auswerten zu können, sind erweiterte Lagrangesche Inte- 
grationskoeffizienten G(£) und H(£) tabelliert worden, die aus den gewöhnlichen 
Koeffizienten dadurch hervorgehen, daß die feststehenden Funktionen g(&)/&? und 
h(£)/&? an den Stützstellen hinzugenommen wurden. Dabei wurde der Bestandteil 
t(ac)k(c) mit dem zweiten Integral zusammen berücksichtigt. An Stelle von (2) 


hat man dann den Ausdruck 


IK) [Era CH) + La) HA) 


8*+ 
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zu berechnen. G(&) und H(£) sind für & = 0(0,01)2(0,05)3(0,25)10 mit 8 Dezi- 
malen angegeben. Die Tabelle ist so angelegt, daß für c = 1(1)10 die Werte J be- 
rechnet werden können. J(c) für nichtganzzahlige Werte von c kann durch Inter- 
polation ermittelt werden. H. Unger. 

Stiefel, E.: Two applications of group characters to the solution of boundary- 
value problems. J. Res. nat. Bur. Standards 48, 424—427 (1952). 

Bei der genäherten Lösung von Rand- und Eigenwertaufgaben mit Hilfe des 
Differenzenverfahrens bei Bereichen, die mehrere Symmetrien besitzen, kann man 
die Theorie der Gruppencharaktere zur Reduzierung der entstehenden Gleichungs- 
systeme auf Systeme mit weniger Unbekannten verwenden. Zur Lösung der ersten 
Randwertaufgabe von Au= (0 mit gegebenen Randwerten auf einer Würfel- 
oberfläche, wobei die Randwerte invariant bleiben mögen bei der Drehungsgruppe 
des Würfels, wird die Lösung in eine Reihe nach harmonischen Polynomen ent- 
wickelt und festgestellt, welche von diesen Polynomen in Betracht kommen, d.h. 
welche ebenfalls bei der genannten Drehungsgruppe invariant bleiben. L. Collatz. 

Maehly, Hans J.: Ein neues Variationsverfahren zur genäherten Berechnung 
der Eigenwerte hermitescher Operatoren. Helvet. phys. Acta 25, 547—568 (1952). 

Es wird eine Erweiterung des Ritzschen Verfahrens beschrieben. Zu einem 
hermiteschen Operator A wird mit passend gewähltem reellen p ein Operator B 
durch B(A—pl)=BA-pB=1 definiert, wobei 1 der Einheitsoperator ist. 
Die Eigenwerte u, von B berechnen sich aus den Eigenwerten /, von A nach u, = 

1/(A,— p). Dann werden folgende Sätze aufgestellt: Ist p kein Eigenwert von A 
und auch kein Häufungspunkt von Eigenwerten von A, so ist der Operator B be- 
schränkt. Das Ritzsche Verfahren liefert bei Anwendung auf B ‚‚innere Schranken 
für die äußeren Eigenwerte‘“ von B und bei Rücktransformationen auf A} „äußere 
Schranken“ für die Eigenwerte von A, für die man somit obere und untere Schranken 
erhält. Der Weinsteinsche Einschließungssatz und das Iterationsverfahren werden 
auf den hier genannten Fall übertragen. Die Eigenwertschranken wurden auf ande- 
rem Wege von N. Lehmann (dies. Zbl. 34, 379) aufgestellt. Als Beispiel werden die 
zwei kleinsten Eigenwerte },, A, von 


BR 
mit ®(0)= 0 und beschränktem f |®l?dx (Problem der Bindungsenergie des 
ö 


Deuterons) berechnet. Die Beweise werden nur skizziert. L. Collatz. 
Sura-Bura, M. R.: Fehlerabschätzungen bei der numerischen Integration ge- 


wöhnlicher Differentialgleichungen. Priklad. Mat. Mech. 16, 575—588 (1952) 


[Russisch]. 


L’A. se propose d’abord d’etudier l’erreur commise en integrant numeriquement l’&quation 
y'= f(x, y) par une formule d’extrapolation 


k k 
(*) a4 u, rh F vv,» 
Yn+ı ea Yn-r Fr Yn-1 


en tenant compte 1° des erreurs sur les valeurs de depart, 2° de l’erreur intrinsöque de (*), 3° de 
l’erreur de chute dans le calcul de y, = f(z,, %,), 4° de ’erreur de chute dans le calcul numerique 
de %n+1 par (*). Le problöme est lindarise, en sens que l’on y consid£re les erreurs comme des 
differentielles. L’A. obtient ainsi diverses expressions pour les erreurs, en separant les quatre 
causes mentionnees ci-dessus. La variation de l’erreur avec n est lie & la distribution des racines 


k 
de l’&quation caracteristique de la methode: 2" — 3 u; RA 0; si cette &quation possede 
2=0 


au moins une racine de module superieur & l’unite, ou au moins une racine multiple de module 
unite, la formule (*) est peu favorable pour n assez grand. — Considerant le caractere aleatoire 
des erreurs 3° et 4°, l’auteur calcule la variance de l’erreur sur le resultat, en fonction de la 
variance des erreurs de chute. Il montre ainsi que, si l’on diminue le pas A, l’erreur 3° diminue 
(en moyenne quadratique), alors que l’erreur 4° augmente dans les mömes conditions. En ne 


ulR 


eonsiderant que des bornes d’erreur, il n’est pas possible d’obtenir un resultat de cette nature, 
ce qui montre l’interet de considerations stochastiques. Dans une seconde partie, ’A. examine 
au meme point de vue les formules d’integration numerique par interpolation, c’est-A-dire oü 
Von a au second membre un terme en y/, „3 il n’apparait pas de differences essentielles avec les 
formules par extrapolation. En terminant, I’A. considöre bri®vement le cas des syst&mes diffe- 
rentiels. Le seul exemple traite est celui de l’integration numerique de l’equation y—= y par 
la methode d’Euler. ©. Blanc. 

Papoulis, A.: On the accumulation of errors in the numerical solution of 
differential equations. J. appl. Phys. 23, 173—176 (1952). 

Sei a=my<X<:'':<x,=b ein System von Abszissen, y(x) eine Lösung 
der Differentialgleichung y’=f(x,y) für a«<x<b und u, ein Näherungs- 


wert für y(x,), wobei u, = Yy(&%) = y(a) sein soll. — Ist Y,(x) mit Y,(x,) = u, 
eine Lösung der Differentialgleichung, so wird 
Bar un I.) für ık=0,1...,2e 1 


gesetzt; ist ferner r(x) irgendeine Lösung von r’(2)=g(z)r(x) mit 9(x) = 
f,(%, y(z)), so ergibt sich näherungsweise 


R=u,— ya) =rl) D 5. 
k=1 k 


Die Bedeutung der Formel hängt davon ab, was man über die ß, aussagen kann. 
Bei vielen praktischen Verfahren ergibt sich u,,, als Wert einer Näherungslösung 
v„(x) der gegebenen Differentialgleichung, wobei v,(x,) = u, ist. Die Zahl ß.,ı 
kennzeichnet daher den systematischen Fehler des Näherungsverfahrens beim 
einzelnen Schritt. Dazu kommt noch ein Abrundungsfehler, wenn u,,, auf eine 
gegebene Anzahl von Stellen auszurechnen ist. Die Formel für R läßt dann das 
Zusammenwirken der einzelnen Fehler 5, erkennen. Der Verf. gibt ferner eine For- 
mel für die Dispersion von R an, wenn die einzelnen ß, nur Abrundungsfehler (ge- 
gebener Dispersion) darstellen. Zu diesem Zweck ersetzt er bei äquidistanten Ab- 


szissen x, und großem n die Summenformel für R durch ein Integral. — Am Beispiel 
eines Systems von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung wird gezeigt, wie 
man die Resultate verallgemeinern kann. H. Bückner. 


Muchin, I. S.: Uber die Häufung der Fehler bei numerischer Integration von 
Differentialgleichungen. Priklad. Mat. Mech. 16, 753—755 (1952) [Russisch]. 

Rjabenskij, V. S8.: Über eine Anwendung der Differenzenmethode auf die 
Lösung des Cauchyschen Problems. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 86, 1071— 
1074 (1952) [Russisch]. 

Various results are announced concerning the application of the method of 
finite differences to the systems of partial differential equations studied by Petrow- 
sky (this Zbl. 24, 37). L. Gärding. 

Courant, Richard, Eugene Isaacson and Mina Rees: On the solution of non- 
linear hyperbolie differential equations by finite differences. Commun. pure appl. 
Math. 5, 243—255 (1952). 

Existenz- und Eindeutigkeitsbeweise für das Anfangswertproblem des quasi- 
linearen hyperbolischen Systems I. Ordnung mit zwei unabhängigen Variablen 


Aal + Bil = 0% er en, 
Ai—= Aüla,y,w),, Bi= Bö(z,yw), C=Ö (x, y, w) 
wurden in letzter Zeit von mehreren Autoren gegeben. In der vorliegenden Arbeit 
untersuchen Verff. genauer die beim Differenzenverfahren bezüglich ge- 
eigneter Gitter auftretenden Fehler. Diese erweisen sich von der Größenordnung 
der Maschenweite. Es werden noch wichtige Hinweise für die günstige Auswahl der 


Gitter sowie der Differenzenquotienten gegeben, die für praktische Rechnungen 
von besonderer Bedeutung sind. H. Beckert. 
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Panov, D. Ju.: Über die Verbesserung der Werte der Unbekannten bei ange- 
näherter numerischer Lösung von quasilinearen partiellen Differentialgleichungen 
vom hyperbolischen Typus. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 84, 17—19 (1952) 
[Russisch ]. 

Eine Verfeinerung der vom Verf. früher (dies. Zbl. 46, 137) angegebenen Charak- 
teristikenmethode um eine Genauigkeitsstufe. Anwendungen in der Elastizitäts- 
theorie sollen in einer Reihe von Fällen gezeigt haben, daß bei höheren Genauigkeits- 
ansprüchen die neuen komplizierteren Formeln einer Verkleinerung der Maschenweite 
vorzuziehen sind, weil insgesamt der Arbeitsaufwand geringer gehalten wird. 

H. Wundt. 

Dungen, F. H. van den: Formules pour l’integration numerique de P’&quation 
des ondes. II. Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 38, 669—684 (1952). 

Anknüpfend an den ersten Teil der Arbeit entwickelt Verf. weitere Näherungs- 
u u 3 0 


verfahren zur Lösung der Anfangswertaufgabe Au = 
ou 


op cr dr 


gegebenem u(2,y,0)=f(&,y) und — (2,9,0) =g(x, y). Nach Art eines ver- 


dt 
besserten Differenzenverfahrens wird in einem quaderförmigen Gitter mit der Maschen- 
weite hin der x- und y-Richtung und der Maschenweite h/c in der t-Richtung der 
Wert von u(0, 0,3 h/c) angenähert durch die f- und g-Werte an den Gitterstellen 
mit |x| + |yl <h. Bei einer zweiten Art werden die Mittelwerte m,, n, von f bzw.g 
‚auf dem Rande, und M, und N, von f bzw. g auf der Fläche des Kreises 


22 + PSK2R? benutzt, z.B. u(0,0,=°) = 2, (179m, — 279 m, + 360 m — 210m) 


AL nr (412 m, + 783 n, — 540. n, + 395 n,). Die verschiedenen Verfahren werden 


miteinander verglichen, und das letzte Verfahren wird auf den Fall von drei Raum- 
koordinaten x, y, 2 ausgedehnt. L. Collatz. 


Griffith, B. A. and K. W. Smillie: On a punched-card method of solving certain | 


integral equations. Math. Tables Aids Comput. 6, 133—138 (1952). 
Behandelt wird eine in der Wahrscheinlichkeitsrechnung wichtige homogene 
1 


1 
Fredholmsche Gleichung o(y) = [ p(s, y)y(x) dx, wo Sp, y)day—1 fü 
ö ö 
fl 


0 <x<s1,o(y) nicht negativ und [op dy=1 ist, nach einer von Bernier 
Ö 


[Ann. Radioelect. 1, 317—318 (1945)] angegebenen approximativen Methode. Aus- 
gehend von einer Stufenkurve @, mit n gleichbreiten Stufen als erster Näherung 
wird durch Einsetzen in die Gleichung eine zweite Näherung @*(y) gewonnen. 
Aus dieser nimmt man die Stufenhöhe 9*(y,) für das Gebiet (k— 1)n <y<k/n. 


Mit der sich so ergebenden Stufenkurve verfährt man genau so wie mit o, usw. 


Der dafür für die Lochkarten erforderliche Rechenplan wird angegeben und ein 
Beispiel durchgerechnet. Fr.-A. Willers. 
Nejsuler, L. Ja.: Über die Bedingungen der Eindeutigkeit der Darstellungen 


At = mit 


von Funktionen von n Veränderlichen durch die Superposition von n Funktionen 


zweier Veränderlicher (d. h. der n-gliedrigen Darstellungen). Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 85, 1211—1214 (1952) [Russisch]. 

Verf. behandelt das Problem der Eindeutigkeit der Darstellung von Funktionen 
mehrerer Veränderlicher durch Superposition von Funktionen zweier Veränderlicher. 


In einer früheren Arbeit wurde die stets eindeutige (n — 1)-gliedrige Darstellung 
für Funktionen von n Veränderlichen bewiesen. — Für die Funktion u — ee || 
ist aber auch eine n-gliedrige Darstellung möglich, und zwar ist die Darstellung : 
eindeutig, wenn die Funktion eine nicht ausgeartete Darstellung zuläßt. Dies be- - 
deutet, daß die 2n Veränderlichen %,..., Ya, vorliegen, wobei Y„=%, für! 
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ep neun alter) Seh...nm Sentsg S<erRts und 


RZ fan ...%). Jede Funktion f, (s=1,...,n) ist von zwei der 2n —1 Ver- 
änderlichen %,,..., Yg„_ı abhängig. Dabei haben zwei und nur zwei irgendwelcher 
Funktionen f, ein und nur ein gemeinsames Argument. R. Ludwig. 


Fischer, Joh.: Über projektive Papiere. Z. angew. Math. Mech. 32, 309—311 
(1952). 

Die Auswertung einer aus einer Anzahl von Einzelwerten bestehenden Messung 
(z. B. die Berechnung des Mittelwertes) kann man in einer Netztafel durchführen. 
Den Ausdruck M= (C++ %%+''+%,y,)%& +:''+%,) kann man 
durch eine der Seileckkonstruktion ähnliche erhalten. Die Polfigur als Nebenfigur 
läßt sich vermeiden durch projektive Verzerrung in der Abszissenrichtung. Dieser 
Gedanke stammt, wie Verf. angibt, von F. Wolf [Wiss. Veröff. a.d. Siemens- 
Konzern 3 (1923)]. An einem Beispiel zeigt Verf. die weitere Verzerrung mit zwei 
Fluchtpunkten. Eine weitere Veröffentlichung in den „Acta hydrophysica“ wird 
angekündigt. R. Ludwig. 

e Review of Eleetronie Digital Computers, joint AIEE-IRE Computer Conference. 
(Papers and discussions presented at the joint AIEE-IRE computer conference, 
Philadelphia, Dec. 10—12, 1951.) New York: American Institute of Electrical 
Engineers 1952. 114 p. $ 3,50. 

Die Arbeiten werden in diesem Zbl. einzeln angezeigt. 

Forrester, Jay W.: Digital computers: Present and future trends. Review 
electronie digital Computers, Conference (Philadelphia, Dec. 10—12, 1951), 109—114 
(1952). 

Andrews, E. G.: A review of the Bell Laboratories’ digital computer develop- 
ments. Review electronic digital Computers, Conference (Philadelphia, Dec. 10—12, 
1951), 101—105 (1952). 

Strang, Charles R.: Computing machines in aircraft engineering. Review 
electronie digital Computers, Conference (Philadelphia, Dec. 10—12, 1951), 94— 101 
(1952). 

Slutz, Ralph J.: Engineering experience with the SEAC. Review electronic 
digital Computers, Conference (Philadelphia, Dec. 10—12, 1951), 90—94 (1952). 

Jowett, G. H.: A simply constructed adding machine. Math. Gaz. 36, 267— 269 
(1952). 

Pearcey, T.: An automatic computer in Australia. Math. Tables Aids Comput. 
6, 167—172 (1952). 

Beschreibung des elektronischen Rechenautomaten „C.S.I, R.O, Mk. TI“, der 
in Serie mit Dualziffern arbeitet, als Hauptspeicher einen Ultraschallwellenspeicher, 
der 1024 Worte, jedes von 20 Dualziffern, faßt und als Nebenspeicher einen ma- 
gnetischen Trommelspeicher der gleichen Fassungskraft hat. Er benutzt Zwei- 
Adressenbefehle. Die Konstruktion ist sowohl vom Standpunkt des Ingenieurs, wie 
von dem des Mathematikers genügend einfach und anpassungsfähig. Die Zeit für 
die Auswahl eines Befehles und seine Ausführung beträgt etwa zwei ms. Arbeits- 
weise, Einrichtung der Recheneinheiten, Ein- und Ausgabe usw. werden im einzelnen 
beschrieben. Fr.-A. Willers. 

Felker, J. H.: The transistor as a digital computer component. Review elec- 
tronie digital Computers, Conference (Philadelphia, Dec. 10—12, 1951), 105—109 
1952). 
ae werden bei der künftigen Entwicklung elektronischer Rechen- 
maschinen eine große Bedeutung haben. Als ihr wesentlichster Vorteil wird ihr 
außerordentlich geringer Leistungsbedarf herausgestellt. So wird ein Verstärker mit 
einer Leistungsaufnahme von etwa 50 Milliwatt und ein Multipliziergerät mit 
42 Transistoren beschrieben, das mit einer Gesamtleistung von weniger als 5 W 
arbeitet. Ein weiterer Vorteil des Transistors ist seine geringe Größe, so daß die 
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damit gebauten Rechengeräte auf einem sehr kleinen Raum untergebracht werden 
können. — Obwohl die Entwicklung der Transistoren noch in vollem Gange ist, 
wird als Lebensdauer bereits eine solche von 70000 Stunden genannt. Es ist daher 
eine beträchtliche Steigerung der Betriebssicherheit der Rechengeräte zu erwarten. 
Auch die Arbeitsgeschwindigkeit hält der Verf. bei der Anwendung in elektronischen 
Rechengeräten der von Hochvakuumröhren zumindest gleichwertig. Die Wirkungs- 
weise des Transistors wird an Hand seiner Kennlinie beschrieben und einige in Ver- 
bindung mit Germanium-Dioden aufgebaute logische Grundschaltungen besprochen. 
Zum Schluß wird über einige geplante Bausteine für Rechengeräte berichtet und 
ein Ausblick auf die voraussichtliche künftige Entwicklung von Rechengeräten mit 
Transistoren gegeben. W. Breitling. 

Gephart, Landis: Linear algebraice systems and the REAC. Math. Tables 
Aids Comput. 6, 190—203 (1952). 

Der ‚Reeves Electronie Analogue Computer“ ist ein elektronisch arbeitender 
Differential-Analysator mit 20 Verstärkern (7 für die Integration, 7 für die Addition 
und 6 für die Inversion), ist also eigentlich für die Lösung von Differentialgleichungen 
bestimmt. Hier wird gezeigt, wie ein solcher Apparat zur Behandlung algebraischer 
Probleme dienen kann. Dazu werden von Adcock und Murray entwickelte 
iterative Methoden benutzt, deren erste zur Lösung eines linearen Gleichungssy- 
stems mit positiv definiter Koeffizientenmatrix, deren zweite, mehr instrumentellen 
Aufwand fordernde, zur Behandlung solcher Systeme mit beliebiger von Null ver- 
schiedener Matrix verwendet werden kann. Die Koeffizienten können dabei auch 
komplex sein. Auch Eigenwertprobleme können so behandelt und die Nullstellen 
von Polynomen bestimmt werden. — In einem Anhang wird gezeigt, wie man durch 
Anwendung von mehreren REACs lineare Gleichungssysteme mit bis zu 15 Un- 
bekannten lösen kann, ferner wie man dadurch, daß man ein für allemal gewisse 
Schaltungen herstellt, die Vorbereitung des Apparates für die zulösenden Gleichungs- 
systeme vereinfachen kann. Fr.-A. Willers. 

Teichroew, D.: Use of continued fractions in high speed computing. Math. 
Tables Aids Comput. 6, 127—133 (1952). 

Zunächst werden drei verschiedene Methoden zur Berechnung von Ketten- 
brüchen gegeben und an Zahlenbeispielen erläutert. Weiter wird die Konvergenz- 
geschwindigkeit einiger spezieller Kettenbrüche mit der der entsprechenden Potenz- 
reihen dadurch verglichen, daß die Zahl der Glieder angegeben wird, die nötig ist, 
eine vorgeschriebene Genauigkeit für ein bestimmtes Argument zu erreichen. 
Schließlich wird gezeigt, daß die Entscheidung darüber, welche Bereehnungsmethode 
sich für eine programmgesteuerte Rechenmaschine eignet, wesentlich durch die 
Kapazität des Hochgeschwindigkeitsspeichers bestimmt ist. Fr.-A. Willers. 

Tallqvist, Hj.: Ein neues Multiplikations- und Divisions-Verfahren. Soc. Sci. 
Fennica, Commentationes phys.-math. 16, Nr. 4, 38. (1952). 

Verf. schreibt über den Multiplikanden den Multiplikator a links mit den Einern 
beginnend, ferner 2a, 4a und 8a und bildet durch Addition seine den einzelnen 
Ziffern des Multiplikanden entsprechenden, zu addierenden Vielfachen. Damit ist 
die Multiplikation auf Verdoppeln und Addieren zurückgeführt und man erhält eine 
Rechentechnik ähnlich der im alten Ägypten angewendeten. Analog führt er die 
Division aus. Fr.-A. Willers. 


Wahrscheinlichkeitsreehnung und Anwendungen. 


Wahrscheinlichkeitsrechnung:: 


®e Kanellos, Spyridon G.: Wahrscheinlichkeitslehre. Bd. 1: Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. Athen: A. A. Papaspyros 1952. 560 S. [Griechisch]. 


Verf. hat das Buch für griechische Studenten geschrieben und versucht, damit dem 
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griechischen Leser eine ausführliche Behandlung der klassischen, wie auch der modernen Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung zu bieten. Verf. beabsichtigt, in einem zweiten Band die mathematische 
Statistik zu behandeln. Das Buch ist sorgfältig geschrieben und erreicht zum größten Teil sein 
Ziel. Die Einführung der Begriffe geschieht aber beim Aufbau des Buches nicht einheitlich und 
streng genug. Durch zahlreiche Beispiele und Erläuterungen kann jedoch der Leser die Begriffe 
verstehen. Das Buch besteht aus drei Teilen, die getrennt herausgegeben sind. Der erste Teil 
beginnt mit einer statistischen Definition der Wahrscheinlichkeit, die jedoch nicht in der strengen 
und widerspruchsfreien Form, die diese Definition in der letzten Zeit erhalten hat, geschieht. 
Verf. will den Anfänger nicht mit schwierigen mathematischen Begriffen, die dazu nötig sind, be- 
lasten und begnügt sich, mehr durch Beispiele seine Definitionen zu erläutern. Die elementaren 
Sätze der klassischen Theorie mit vielen Anwendungen, hauptsächlich bei Problemen der Glück- 
spiele, werden dann behandelt. Den Schwerpunkt seines Buches legt Verf. in den zweiten Teil, 
der fast die Hälfte des Inhaltes umfaßt. Hier werden die Zufallsvariablen und Verteilungs- 
funktionen behandelt und die Grenzwertsätze bewiesen. Verf. ist weitgehend von dem aus- 
gezeichneten Buch von Cramer (Mathematical methods of statistics, Princeton 1946) beein- 
flußt, hält sich jedoch nicht an die Cramersche Strenge der Einführung der Begriffe. Dazu 
braucht man ja vieles aus der Lebesgueschen Maß- und Integraltheorie, was Verf. dem Leser 
ersparen will. Verf. bietet auf jeden Fall in diesem Teil dem griechischen Leser eine moderne Be- 
handlung der wahrscheinlichkeitstheoretischen Probleme. Der dritte Teil des Buches ist un- 
abhängig von den beiden anderen und bietet dem mathematisch interessierten Leser eine maß- 
theoretische Begründung der Wahrscheinlichkeitstheorie im Stil von Kolmogoroff (dies. Zbl. 
7, 216) bzw. Halmos (dies. Zbl. 40, 168). Die dazu nötigen Begriffe aus der Maßtheorie werden 
auch eingeführt. D. A. Kappos. 

e Gnedenko, B. V. und A. Ja. Chintin: Elementare Einführung in die Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung. 3. Aufl. Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch-theo- 
retische Literatur 1952. 144 S. R. 2,20. [Russisch ]. 

Charakteristisch für die vorliegende Einführung in die Wahrscheinlichkeits- 
theorie sind das erfolgreiche Bemühen derVerff., die Begriffe anschaulich zu fundieren, 
sowie die einfache, klare Sprache. Besonders gut sind die Begriffe der zufälligen 
Veränderlichen und der Verteilungen herausgearbeitet. Der Lehrgang schließt mit 
einer Diskussion der Gaußschen Normalverteilung. Bei der Auswahl der Beispiele 
haben sich die Verff. jedoch nicht in erster Linie von ihrer praktischen Anwendbar- 
keit leiten lassen, sondern von ihrem Anschauungswert für die Erfassung der ent- 
sprechenden theoretischen Sätze. P. Lorenz. 

Robbins, Herbert: A note on gambling systems and birth statisties. Amer. 
math. Monthly 59, 685—686 (1952). 

Draper, J.: Properties of distributions resulting from certain simple trans- 
formations of the normal distribution. Biometrika 39, 290—301 (1952). 

Hernandez, Enrique Juan: Verallgemeinerung der Wahrscheinlichkeitsge- 
setze von Laplace-Gauß und Cauchy. II. Trabajos Estadist. 3, 139—166 und französ. 


Zusammenfassg. 167 (1952) [Spanisch]. 

In this continuation of his article, whose first two chapters were reviewed 
before (see this Zbl. 45, 71) the author deals with the expansion of his density 
function into a Bruns-Charlier series and with generalisations to more than one 
variable. St. Vajda. 

Toranzos, Fausto I.: An symmetric bell-shaped frequeney curve. Ann. math. 
Statisties 23, 467—469 (1952). 

Verallgemeinerung und Ergänzung einer früheren Arbeit [Revista Fac. Ci. 
Econ. Univ. Cego, 1, 7 p. (1949)]. Verf. führt Verteilungskurven der Form 


() y-= Ham 
durch die erzeugende Differentialgleichung 


y' en Imt+ıl?) _ Am-ı(%) 
2 no ren 
ein. Q,, P, sind Polynome vom Grad n. — Im Falle einfacher Wurzeln von P,,(%) 


und « < 0 ergeben sich Pearsonsche Funktionen, multipliziert mit der Gauß-Funk- 
tion. Für den Spezialfall m =1 wird auf die Bestimmung der Konstanten bei 
der Annäherung einer gegebenen Verteilung durch (1) eingegangen und die charak- 
teristische Funktion berechnet. J. Heinhold. 
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Maignan, Paul, D. Blane et J.-F. Deteuf: Th6orie &l&mentaire des fonctions 
göneratrices. Application aux fluetuations statistiques des compteurs & scintillations. 
J. Phys. Radium 13, 661—667 (1952). 

Levy, Paul: Sur une elasse de lois de probabilit6 ind&composable. C. r. Acad. 
Sci., Paris 235, 489—491 (1952). 

Let X, and X, be two random variables, respectively distributed uniformly 
over the ae “ lengths d, and d,. Let f‚(t) and fz(t) be the characteristie func- 
tions of X, and X, ee Then fı(t) and f,(t) do not admit a characteristic 
function en Iran 1 as their common factor if and only if d,/d, is irrational. This 
result implies an affirmative answer to a question proposed by H.Cramer (this 
Zbl. 32, 33; p. 171 of the paper): Restrieting the random variables in question to 
be bounded, does there exist a random variable whose probability law is both ab- 
solutely eontinuous and indecomposable ? K. Yosida. 

Gnedenko, B. V. und V. S. Michaleviö: Zwei Sätze über das Verhalten em- 
pirischer Verteilungsfunktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 85, 25—27 
(1952) [Russisch ]. 

Die Verff. setzen mit dieser Veröffentlichung eine frühere Arbeit fort (vgl. 
dies. Zbl. 46, 351). Es wird gezeigt, daß das dort gefundene Resultat der gleichmä- 
ßigen Verteilung der relativen (positiven) Sprünge einer empirischen Beobachtungs- 
reihe in bezug auf eine andere mit demselben theoretischen, stetigen Verteilungs- 
gesetz gültig bleibt, wenn die Voraussetzungen etwas verallgemeinert werden. 
Der Beweis wird mit einem kinematischen Modell geführt. Außerdem wird 
bewiesen, daß ein aus dem Vergleich der zweiten Beobachtungsreihe mit der 
theoretischen Verteilung hergeleitetes Maß ebenfalls gleichmäßig verteilt ist. 

P. Lorenz. 

Michalevit, V. S.: Über die gegenseitige Lage zweier empirischer Verteilungs- 
funktionen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 85, 485—488 (1952) [Russisch]. 

Die Veröffentlichung ist eine Ergänzung eines Theorems von Smirnoff [Bull. 
math. Uriv. Moscou, Ser. internat. 2, Nr. 2 (1939)] über die Verteilung der Zahl der 
Schnittpunkte zweier Reihen unabhängiger Beobachtungen einer zufälligen Verän- 
derlichen von verschiedener Länge, das jedoch infolge seines asymptotischen 
Charakters den Fall kurzer Beobachtungsreihen nicht erfaßt. Verf. ermittelt die 
genauen Verteilungen der Wahrscheinlichkeiten 1. der Zahl der Schnittpunkte, 2. des 
Anteils der positiven Überschreitungen einer gewissen durch eine der Reihen 
definierten Marke durch die andere Reihe, für den Fall, daß die Reihen von gleicher 
endlicher Länge sind. P. Lorenz. 

Barton, D.E. and K.E. Dennis: The conditions under which Gram-Charlier and 
Edgeworth eurves are positive definite and unimodal. Biometrika 39, 425—427 (1952). 

Rosenblatt, M.: The behavior at zero of the characteristie funetion of a random 
variable. Proc. Amer. math. Soc. 3, 498—504 (1952). 

Sei x eine stochastische Variable, F(x) ihre Verteilungsfunktion und ®(2) ihre 
charakteristische Funktion. Verf. beweist Sätze über das gegenseitige asymptotische 
Verhalten von F(x) in der Umgebung von x = + ©© und ®(2) in der Umgebung 
von 2= 0. — Beispiel für einen solchen Satz: 1—®(z) = o(|2|*) gilt dann und 
nur dann, wenn die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 

I f dF(x)' = o(l), wenn n—x, sofern 0<a<1, 


|| > nt! 


Ir ;} dFi(z)= o(l), f xdF(x) = o(l), wenn n>oound« =1, 
|2]>n le|<n 
+00 
II. n f dF(x)=o(l), wenn n>oound [ zdF(x)—=0, sofern 1<a<2. 


je] > n!la — 00 
Als Beweismittel benutzt Verf. die Fellerschen Bedingungen für das schwache Ge- 
setz der großen Zahlen und den Kontinuitätssatz für charakteristische Funktionen. 


W. Saxer. 
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Hammersley, J. M.: Tauberian theory for the asymptotic forms of statistical 
frequency functions. Proc. Cambridge philos. Soc. 48, 592—599 (1952). 

Starting from the definition of a convex function as the Lebesgue integral of 
a non-decreasing function, the author determines an open interval in which the 
limit of convex functions is convex. From this he develops a sufficient condition 
to allow the passage from a limit theorem concerning a cumulative distribution 
funetion to one concerning a frequency function. The result is expressed in two 
theorems, referring, respectively, to the continuous and to the diserete case. The 
mode (nadir) of the limiting density function may be an exceptional point and 
examples are given to illustrate such a case. Examples are also given to show how 
the theorems can be used to shorten appreciably the derivation of known results 
in statistics and also in the theory of numbers. St. Vajda. 

Hammersley, J. M.: An extension of the Slutzky-Fröchet theorem. Acta math. 
87, 243—257 (1952). 

Bei gewöhnlichen Veränderlichen sind einerseits 2,—x und 2,— 2 —0, 
andererseits %(%,) — y(2) —>0 und y(x,) > y(xz) äquivalent und bei stetigem y 
folgt aus dem ersten Paar des zweite. Slutsky und Fre&chet zeigten, daß bei 
Zufallsveränderlichen mit stetigem y und beim Grenzübergang der Wahrschein- 
lichkeit nach aus der zweiten Relation die dritte folgt. Es ist ferner eine unmittel- 
bare Folge der Definition des Grenzwertes von ein- oder mehrdimensionalen Zufalls- 
veränderlichen sowohl der Wahrscheinlichkeit als der Verteilung nach, daß aus der 
zweiten Relation die erste und aus der dritten die vierte folgt. Verf. zeigt nun, daß 
wenn die erste (vierte) Relation der Verteilung nach besteht, daraus bei einer 
‚„, Verbindungsbestimmung‘ der x,, x (y(&,), y(x)) die zweite (dritte) Relation eben- 
falls der Verteilung und somit der Wahrscheinlichkeit nach folgt. Schließlich zeigt 
Verf., daß all dies auch für „fast sicher stetige, mehrwertige‘“ y-Funktionen fest- 
gestellt werden kann. T. Szentmärtony. 

Olds, Edwin G.: A note on the convolution of uniform distributions. Ann. 
math. Statistics 23, 282—285 (1952). 

Es sei &e(x—c)=0 bzw. 1 für 2 <bzw. >c. Für die Dichte bzw. Vertei- 
lungsfunktion der Summe s von n unabhängigen Zufallsveränderlichen mit den 
Dichtefunktionen [e(2x)—e(x—a,)]ja, wo a,>0 und i=1,...,n ist, ge- 
winnt Verf. durch vollständige Induktion den Quotienten von 


sk e(s) — EZ (s— a," e(s—a,) 
eo oa na) eure le are 3%) 
i<j 
und kla, a, mit k=n-—1 bzw. n. Als Erwartungswert, Streuungsquadrat, 
Schiefe und Exzeß ergeben sich N a,/2, N a2/12, Ound —2 Sa /(N a2)?. Die 
Lindeberg-Fellersche Bedingung ergibt sodann lim De “2 a?=0 als. not- 
n>o\ksn 
wendig und hinreichend für die asymptotische Normalität dieser Summenverteilung. 


Die Frage, ob der Streubereich dieser Verteilung die (u + 30)-Grenzen um den Er- 
wartungswert u überschreitet, wird bei a,, = ra, für 0s<r <0,5 verneint, für 
r >2 bejaht. Jedenfalls ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß s unter u — 30 fällt, 
mit guter Näherung 0,00135 — 0,004 [X a#( $ a?)?]. Es ergeben sich so Schranken 
für die Schätzungen bei der statistischen Qualitätskontrolle. T. Szentmärtony. 

Udagawa, Masatomo: On numbers of positive sums of independent random 
variables.. Ködai math. Sem. Reports 1952, 45—50 (1952). 

Es seien die X, unabhängige, identisch verteilte Zufallsveränderliche, für 
welche bei geeigneten A, } oo die Verteilungen der S,/A,= (X, +:''+X,)/A, 
zu einer Verteilung von stabilem Typ [d.h. bei der Verteilungsfunktion F(x) die 
Klasse der F(a,x + b,) mit a,>0 bei Faltungen erhaltend] streben. Bezüglich 
der Anzahl N, der positiven S, unter 1Sk<n beweist Verf. allgemein und 
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; 2 
für den Fall der Normalverteilung gesondert, daß lim P B& <a! ar sin «1/2 
Nn—X 


ist. Der Satz ist die Verallgemeinerung eines Satzes von P.Erdös und M. Kae 
aus dem Jahre 1947, in welchem noch vorausgesetzt war, daß die X, Erwartungs- 
werte und Streuungen besitzen. Die Schlüsselstellen beim Beweis des Sondersatzes 
stimmen mit den von Erdös und Kac gegebenen überein, benützen aber auch eine 
fundamentale Identität von Kunisawa (1949). Der allgemeine Satz stützt sich 
auf Sätze von Doeblin, Cramer, Wold, Levy, Doob und Kac sowie Gnedenko. 
T. Szentmärtony. 

Fortet, Robert et Edith Mourier: Loi des grands nombres et theorie ergodique. 
C.r. Acad. Sci., Paris 234, 699—700 (1952). 

Eine (dies. Zbl. 42, 376) besprochene Note wird durch die Angabe eines funk- 
tionaltheoretischen Hilfssatzes sowie folgender Sätze über eine Folge {X,} von 
Zufallsveränderlichen mit gleichem Erwartungswert in einem separierbaren Banach- 
schen Raume ergänzt. 1. Bei streng stationärem {X,}, d.h. bei jedem n,,...,%, 
und m von diesem unabhängiger Verbindungsverteilung {X ms + + -» Xny-tm} Sowie 
E IIX„||° <+0oo mit x >1 gibt es ein Zufallselement Y mit E IIr||® =. 
und „B(Y)—E (X) 50 dab Kim. 1, Free) NR url 


N 00 
2. Sind die X, unabhängig und die E||X,|* <M <+oo mit « >1, dann 
gilt im EI (X + -+X,)|P=0 fürjedes 0<B <a. 3. Bei >2 strebt 
„(Xı+'''+X,) fast sicher stark gegen das Nullelement des Banachschen 
Raumes. T. Szentmärtony. 

Chung, K. L. and J. Wolfowitz: On a limit theorem in renewal theory. Ann. 
of Math., II. Ser. 55, 1—6 (1952). 

Es seien X,,X,... identisch verteilte, unabhängige ganzzahlige Zufalls- 
veränderliche mit dem Erwartungswert m =-+0 und es bezeichne t den absoluten 
Wert des größten gemeinsamen Teilers aller n=0,+ 1,4 2,... mit P{X,=n} >0. 
Verff. beweisen, daß, je nachdem 0 <m soo bzw —oo<m<O ist, bei 

[0,0] 
= a PX, + "HN, =%} die‘ Grenzwerte lim u, en 0 und 
ji=1 n>-+% Mm 

im u.=0 bzw. n werden mit —_ 0 für m= oo. Den Fall nichtnega- 
NnN>— 0 
tiver Veränderlichen erledigten 1949 sehr elegant Erdös, Feller und Pollard mit 
Hilfe einiger Ergebnisse von Kolmogorov. Die vorliegende Lösung des vollständigen 
Problems benützt außer den Gedanken dieser Verff. einige von Doob und Chung. 

T. Szentmärtony. 

| Chung, Kai Lai and Harry Pollard: An extension of renewal theory. Proc. 

Amer. math. Soc. 3, 303—309 (1952). 

Es seien X, X, .. . unabhängige, identisch verteilte Zufallsveränderliche mit 
dem Erwartungswert m +0 und -— co sowie der charakteristischen Funktion 


p(t). Es handelt sich um die Grenzwerte lim N P{X, +: +X,= a} baw. 


s>oon=1 


im EZ P{ze <X,+..-+X,<Sxz-+h} bei ganzzahligen X, bzw. sonst. 


s>oon=1 

Nachdem der ganzzahlige Fall für positive X, von Erdös, Feller, Pollard 
und für negative X, von Chung und Wolfowitz unlängst (s. vorangeh. 
Referat) erledigt wurde, zeigen hier Verff. vom zweiten Grenzwert, daß er h/m 
bzw. 0 für m >0 bzw. <0 ist. Es wird allerdings noch vorausgesetzt, daß 


lim sup |p(t)| <1 ist. Diese Bedingung ist aber — wie Harris und Blackwell 
t—> 00 
mittlerweile durch einen ganz anders geführten Beweis zeigten — überflüssig. Der 


vorliegende Beweis benützt eine Fouriersche Umkehrformel und stützt sich auf 
direkte Rechnung. T. Szentmärtony. 
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Foster, F. G.: On Markov chains with an enumerable infinity of states. Proc. 
Cambridge philos. Soc. 48, 587—591 (1952). 
Let an infinite system of linear ‚inequations“ 


= Pr; <S% (Ü=I,1,...) 
I= 


. . © 
be given with 9,>0 and > ?,;,=1 for all i. The author gives sufficient 
= 


conditions for a set x, to exist which satisfy the inequations and for which 0 <x, <oo 
for all :, lim %; = © (such a solution is called ‚‚properly divergent‘‘). The main 
>00 
conditions mean, essentially, that the Markov chain given by p,, is not dissipative 
and that there exists a finite closed set of states j which is accessible from any state. 
A converse of this theorem, extending an earlier result of the author (this Zbl. 42, 
137) is due to D.G. Kendall (this Zbl. 42, 377). Applications to random walks 
are discussed and illustrated; the „gambler’s ruin‘‘ emerges as a special case. 
St. Vajda. 

Consael, R.: Sur les processus de Poisson du type compose. Acad. roy. Belgique 

Bull. Cl. Sei., V. Ser. 38, 442—461 (1952). 


Man gelangt von der Poissonschen Verteilung P,(t) = ae durch 


Verbindung mit einer beliebigen stetigen Verteilung U (x) wie folgt 


oo 
Bo a 
6 ! 
zu den sogenannten Poissonschen Prozessen zusammengesetzten Typs. Verf. stellt 
zunächst ein System von Differentialgleichungen auf, denen die Funktionen P, (t) 
genügen, und gewinnt dann mittels der Methode der erzeugenden Funktionen neue 
Verteilungen des betrachteten Typs. Besondere Aufmerksamkeit hat er den Pro- 
zessen gewidmet, die zugleich zusammengesetzte und verallgemeinerte Poissonsche 
Prozesse sind. Er beschreibt eine Methode, die gestattet, eine Familie von Prozessen 
dieser Art mittels ein und derselben Ausgangsverteilung zu gewinnen. Eine Reihe 
bekannter Verteilungen werden unter dem gemeinsamen Blickpunkt der Poisson- 
schen Prozesse betrachtet, und zwar von Pascal, Neymann, Polya-Eggenberger, 
Pearson, Feller, Riebesell und Hadwiger. P. Lorenz. 
Grenander, Ulf and Murray Rosenblatt: On spectral analysis of stationary 
time series. Proc. nat. Acad. Sci. USA 38, 519—521 (1952). 
Die durch die unabhängigen Zufallsveränderlichen [&,1_“ mit dem Er- 
. wartungswert Null, Streuungsquadrat 0? und Exzeß e sowie durch die reellen 


{a,}y2 _ oo mit konvergenter Quadratsumme gebildete Zufallskette 3 = 3 a, 
ist bekanntlich streng stationär. Sie besitzt eine absolut stetige spektrale Vertei- 
lungsfunktion F(}) mit der Dichte F’(A) = f(A) =, j Par a, ei”. rg Auf An- 
regung von J.L.Doob geben die Verff. die folgenden Vertrauensbänder für die 


N 2 
> x eint 
n 


n=1 


A 
Schätzung von F(}) mit Hilfe von F}(}) = [58 dt, also dem 
ö 


Integral des Periodogramms an. Es ist 


lim P| max |N {F% Mr) <a -P| max |Z()| <a), 
N>© lWsisa j 0sı<a 
wo Z(A) ein normaler Vorgang ist mit EZ(}) = 0 und 


min (A, 4) 


EZ4)Z(u)=eF@Flu)+2n [ Pia. 
0 
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Beie=( tritt statt N als Faktor YN und statt Z(A) der Wienersche Vorgang 
W(}) auf mit normal verteilten W(A) und EW())= 0 sowie EW(A) W (u) = 
min (A,u) für 0 <A <2nG(n), wo @(A) das letzte Integral bedeutet. Zu 27 G(r) 


fiir — KENDEZy KIN ZEN 


strebt nach der Wahrscheinlichkeit Ry = 


- > %n &n+pj beik >0 und 0 <«& <1. Dann ergibt sich aber 


| 


lim PlmaxYN|Ry Rx [F&@) — FW)] <a} bzw. 


No 
‚im P ImaxYN/(Ry,+ Rn.) IF}, (4) - FA] <a} = P {max |W(A)| < o} 
>00 
ir = 1 =1 bzw.n. T. Szentmartony. 


Itö, Seizö: Brownian motions in a topological group and in its covering group. 
Rend. Circ. mat. Palermo, II. Ser. 1, 40—48 (1952). 
Let @ be an arcwise connected and locally simply connected topological group 


satisfying the second axiom of countability. Let a simple Markoff process in@G 


satisfy the following three conditions: (i) im (s—t) Fl, 2;,G—- U)=0 for 
t 


sY 

any vieinity U ofx, Ü) Fit +7,2;5s+rT,E)= Fit, x;s, E)and (iii) F(t,yx;s,yE) = 
Fit,x;s, E). Here F denotes the transition probability of the process. By a result due 
to the rev. (this Zbl. 46, 354), such process may be called as a Brownian motion in @. 
Let @* be the universal covering group of @ and let o be the natural homomorphism 
of @* onto @. It is proved that the Brownian motions rı*(t, w) in @* are connected 
with the Brownian motions z(t, ) in G by r(t,o) = yp(n*(t,w)) such that the 
corresponding transition probabilities are connected by Fit,o(£);s, E) = 
F*(t,&;s,o!(E)) for almost all £ with respect to the probability law of n*(t, w). 
Moreover, when @ is locally compact, F is absolutely continuous with respect 
to the Haar measure on @ if and only if F* is absolutely continuous with respect 
to the Haar measure on G*, and the corresponding densities are connected by 


00 
Be ea) 
Er 
where x* denotes one of the inverse images of x under pgand G*/Nx&2.G, N = 
{x &%9 . . .}: These results generalize those due to P. Levy (this Zbl. 23, 58) for 
the case when @G is the eircumference of a circle. K. Yosida. 

Karhunen, Kari: Lineare Methoden in der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Trabajos Estadist. 3, 59—136 und engl. Zusammenfassg. 136—137 (1952) [Spanisch]. 

Übersetzung der in dies. Zbl. 30, 165 besprochenen Arbeit. 

Katz, Leo: The distribution of the number of isolates in a social group. Ann. 
math. Statistics 23, 271—276 (1952). 

In einer N-gliedrigen Personengruppe wähle jedes Glied genau d verschiedene 
andere Glieder der Gruppe. Unter der Annahme zufälliger Auswahl bestimmt Verf. 
die Wahrscheinlichkeit dafür, daß genau k Personen Einzelgänger seien, d.h. keine 
Stimme bekommen, zu 


"P,= u pe+H(})8, 


= 


Hieraus werden Mittelwert und Varianz berechnet und mit Hilfe derselben die exakte 

Verteilung durch Binomialverteilung approximiert. M.-P. Geppert. 
Pollaczek, Felix: Delais d’attente des avions atterrissant selon leur ordre 

d’arriv6e sur un a6roport ä s pistes. ©. r. Acad. Sci., Paris 234, 1246—1248 (1952). 


mit 
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Das m=s+1,...,n-te Flugzeug, das nach einem Poissonschen Gesetz mit 
dem Parameter c über einen Flughafen gelangt und auf die freien unter s Landungs- 
bahnen gelenkt wird, soll eine Landungszeit mit der Verteilungsfunktion f(t) besitzen, 
welche wegen Schätzungsfehler der Lenkstelle um eine Zeit mit der Verteilungsfunktion 
g(t) verlängert wird. Verf. behauptet, daß die charakteristische Funktion der 
Wartezeit bzw. die erzeugende Funktion der Wahrscheinlichkeiten Pr= 
lim », [n/e,n] dafür, daß in einem gegebenen Zeitpunkt ö Flugzeuge warten 
N 00 
oder landen, o(gq,c)= lim a Ze) RAN Pr) bu lee 53 P,«!= 

” P>c+ & j=0 
lim (p—c)Fy(0;%,p,c) für c<s und sonst null ist. F,und F, sind hier Lösungen 


p>c+0 
von s linearen inhomogenen Integralgleichungen zweiter Art mit zwei besonderen 


„rechten Seiten‘, welche die vom Verf. unerklärt gelassene Veränderliche q ent- 
halten. Für s=1, c<1 mit den Laplaceschen Transformierten &(z), y(z) von 
| . % : a ey) —- IC 
f(t), g(t) ergibt sich no. 9(g,c0) = Tree 
Ylc—c%,2)e(ce—cx) bei E(0)+y(0)=—1, R(q)<0 und el <1. 
T. Szentmärtony. 


(82) — 


Statistik: 


e Nicolas, Marcel: Wesen und Aufgabe der Statistik. (Wirtschaftswissen- 
schaftliche Abhandlungen Heft 1). Berlin: Duncker & Humblot 1952. 94 S. DM 7,50. 

Verf. analysiert kritisch die bereits von anderen Autoren zusammengestellten 
über 150 bisher gegebenen verschiedenen Definitionen der Statistik. Auf Grund 
der Begriffe „empirischer Begriff“, „statistisches Element‘ definiert er die Statistik 
als echte Wissenschaft, und zwar als empirische Formalwissenschaft und grenzt 
sie gegen die anderen beiden Formalwissenschaften der Mathematik und Logik ab. 
In mehrfachem Sinne — u.a. auf Grund der Gegenüberstellung zwei- und mehr- 
wertiger Logiken — wird die Mathematik als Grenz- oder Idealfall der Statistik 
gedeutet, die nicht in der Statistik angewandt wird (als ‚mathematische Statistik“, 
deren Existenz Verf. leugnet), sondern deren Methoden die Methoden der Statistik 
teilweise isomorph, d.h. nur formal gleich sind. M.-P. Geppert. 

e Graf, Ulrich und Hans-Joachim Henning: Statistische Methoden bei textilen 
Untersuchungen. Berlin-Göttingen-Heidelberg: Springer-Verlag 1952. X, 278. 
mit 71 Abb. DM 353, —. 


Der vorliegende Leitfaden soll im Sinne eines Rezeptbuches dem Textilfachmann die für 
seine Zwecke nützlichen statistischen Verfahren schildern, damit er sie ohne Kenntnis der mathe- 
matischen Hintergründe als Werkzeug verwenden könne. Im Gegensatz zu den bisherigen 
deutschsprachigen schmalen und meist allzu einseitig konzipierten Broschüren ähnlicher Ziel- 
richtung ist der Umfang des hier behandelten Stoffes verhältnismäßig weit. Verff. bemühen 
sich dankenswerterweise um die Einbürgerung einiger hierzulande noch viel zu wenig verbrei- 
teter, in der einschlägigen anglo-amerikanischen Fachliteratur längst bewährter Methoden, z. B. 
Arcsinus-Transformation (die von R. A. Fisher stammt, nicht von Mosteller und Tukey, 
welche sie erst viel später praktisch verwendeten), ein- und mehrfache Varianzanalyse und 
lateinische Quadrate, Kendalls Rangkorrelation 7, und Übereinstimmungskoeffizient für mehrere 
Rangordnungen; zudem Signifikanzprüfungen und Intervallschätzungen für Häufigkeiten, 
Mittelwerte, Streuungen, Korrelationskoeffizienten. In einem besonderen Kapitel über Fabri- 
kationskontrolle sind die im Ausland üblichen Standard-Kontrollkartenverfahren, Verwendung 
von Binomialpapier nach Mosteller und Tukey, Operationscharakteristik bei Abnahmeprüfungen 
an Stichproben zusammengestellt, ferner an Hand sehr spezieller Fälle kurze Hinweise auf 
Zweistichproben- und Sequenzprobenverfahren gegeben. Verff. unterdrücken in bewußter Ab- 
sicht mathematische Beweise und Überlegungen und beschränken sich auf die Vorführung der 
statistischen Verfahren an zahlreichen, der Textil-Praxis entnommenen, sorgfältig durchge- 
rechneten numerischen Beispielen. Damit wird das Buch naturgemäß mehr dem utilitaristischen 
Gesichtspunkt des Textilfabrikanten gerecht als dem methodisch-fachlichen des mathematischen 
Statistikers. Auf Definitionen wird geringer Wert gelegt: Die Begriffe ‚‚Untermittel‘“ und 
Haupt-(‚‚beste“) Gerade z.B. werden ohne Erklärung verwendet, glücklicherweise an un- 
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wichtiger Stelle; unbefriedigend und etwas verschwommen bleiben aber auch die für diesen 
Anwendungszweig besonders wichtigen und hier stark im Vordergrund stehenden Begriffe 
„statistische Sicherheit“ und „Vertrauensbereich“. Auch werden, der technischen Blickrichtung 
folgend, an manchen Stellen sachliche Zusammenhänge auseinandergerissen oder übersehen [so 
z. B. berühren sich 9. 2 auf S. 52 und die c-Faktoren auf $. 217 in der zugrunde liegenden Formel 
(127), S. 236 und S. 42 in der Fehlerpfortflanzungsformel (135) ], ferner wichtige Voraussetzungen 
für die Anwendbarkeit von Methoden nicht genannt (z. B. Binormalverteilung der Ausgangs- 
gesamtheit bei den angeführten Kriterien für den Korrelationskoeffizienten). Diese Schönheits- 
mängel, die das Buch für das kritische Auge des Mathematikers aufweisen könnte, werden jedoch 
zweifelsohne reichlich aufgewogen durch seine Eignung für den angesprochenen Leserkreis. 
Letzterer wird mittels dieser klaren, umfassenden, in technischen Einzelheiten ausführlichen 


Darstellung sich für seine praktischen Zwecke leicht und sicher orientieren können. 
M.-P.Geppert. 


e Chance, J. and G. F. Sims: Basic mathematics of technology. London: 
University of London Press, Ltd., 1952. IX, 282 p. 12s. 6d. net. 


e Finney, D. J.: Probit analysis. A statistical treatment of the Sigmoid 


response curve. 2nd ed. Cambridge: At the University Press 1952. XIV, 318p., 


358. net. 
Loizelier, Enrique Blanco: Statistische Qualitätskontrolle im Ausland. Trabajos 
Estadist. 3, 197—221 (1952) [Spanisch]. 


Mosteller, Frederick: The world series competition. J. Amer. statist. Assoc. 
47, 355—380 (1952). 

Stevens, W. L.: Samples with the same number in each stratum. Biometrika 
39, 414—417 (1952). 

Dalenius, Tore: The problem of optimum stratification in a special type of 
design. Skand. Aktuarietidskr. 1952, 61—70 (1952). 

Eine mit der Dichte f(Y) dY verteilte Grundgesamtheit von v Individuen wird 
durch einen Wert y in zwei Schichten der », unter- und », oberhalb y gelegenen 
Y-Werte geteilt. Es wird eine geschichtete n-gliedrige Stichprobe ohne Zurück- 
legen entnommen, die die obere Schicht ganz (n, = »,), die untere teilweise (n, <»,) 
erfaßt. Verf. bestimmt y aus der Forderung, daß die Varianz der Mittelwertschätzung 
%= (v9, fi + Ya4,)|y minimal sei, wobei «, und %, die Mittelwerte der Schicht ö 
der Gesamtheit und der Stichprobe bedeuten. Für spezielle Verteilungstypen 
(y)=e*’, y=0, bzw. f(y)=y:'e’%, y=O u.a.) vergleicht Verf. numerisch 
die bei diesem Stichprobenplan gültige Varianz mit der bei Neymans Stichproben- 
Schichtung geltenden. M.-P. Geppert. 


Lieberman, Gerald J.: Multistation inspeetion schemes. J. Amer. statist. Assoc. 
47, 466—474 (1952). 

The author studies the following multi-stage sampling plan: at each inspection 
stage a random sample of size n is drawn and the lot is rejected if the total accumu- 
lated number of defectives found exceeds the acceptance number a. The Operating 
Characteristic Curve (O.C.) (i.e. the probability of accepting the lot, as a function 
of its quality) is, of course, dependent on the percentages of defectives in the lot 
at the various stages, but the author shows by examples that his O.C. is not very 
different from that of a single-stage plan with the same acceptance number and he 
proves that the former never exceeds the latter, and is smallest if the percentages of 
defectives in the lot are the same at each stage, provided the defects are independent. 
(It must be understood that the value of an inspection plan depends not only on 
its O.C., but also on the average quality of the accepted lot. No analysis of this 
is given.) St. Vajda. 


Pearce, 8. C.: Some new designs of latin square type. J. Roy. statist. Soc., 
Ser. B 14, 101—106 (1952). 


PA a + ® . 
L’emploi des carres latins n. n dans les recherches experimentales exige que 
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le nombre des lignes soit egal & celui des colonnes. L’A. donne plusieurs exemples 
oüı cette condition n’est pas satisfaite et propose une methode pour l’emploi de 
carres 1°) avec une colonne supplömentaire, 2°) une ligne supplömentaire, 3°) une 
colonne ajoutee et une ligne supprimee. Condition de randomization. Enume6ration 
et exemples. A. Sade. 

Box, G. E. P.: Multi-factor designs of first order. Biometrika 39, 49—57 
(1952). 

The author is concerned with the design of experiments in which the „response“, 
y, of (say) a chemical process to k „factors“ X,,.. ., X,is assumed to be multilinear. 
The quantitative application of each factor is measured in standardised scales x, 
and the problem considered is to so select N ‚„‚factor-combinations“ (N points in the 
factor space) that the k differential responses to each factor can be determined with 
minimum variance. Specifie optimum designs are given and it is shown that the 
minimum variance property of an optimum design arises from the shape of the 
design pattern and is independent of its orientation. This fact is utilised for either 
avoiding bias by any a priori knowledge of curvature in the response surface, or 
for randomising the orientation to justify the assumption of independence of the 
residuals in the analysis. H.O. Hartley. 

Bose, R. C. and W. S. Connor: Combinatorial properties of group divisible 
incomplete block designs. Ann. math. Statisties 23, 367—383 (1952). 

An incomplete block design with parameters v, r, b, and k is „‚groupdivisible“ 
(GD), if the v treatments can be divided into m groups of d treatments each so that 
treatments belonging to the same (different) group(s) occur together in A, (A,) blocks. 
If }, = A, then we have a balanced incomplete block design. The author deals 
with A) #Ag. GD designs can be defined as being, at the same time, partially ba- 
lanced and also intra- and intergroup balanced. They can be divided into the 
following classes: singular (r = 4,), semi-regular (r >), rk—vA,=(0) and 
regular (r >/, rk— v7, >0). He discusses their main combinatorial properties. 
Finally, necessary conditions are given for the existence of symmetrical regular GD 
designs with given parameters. St. Vajda. 

Bradley, Ralph Allan and Milton E. Terry: Rank analysis of incomplete block 
designs. I. The method of paired comparisons. Biometrika 39, 324—345 (1952). 

Consider t treatments with true ratings 77,, . . .,rz, and assume that these ratings 
are to be estimated by comparing two treatments at a time. A likelihood ratio test 
is devised for the hypothesis that all treatments have equal rating and estimates 
of the true ratings can be derived. Tables are supplied for carrying out the test. The 
author considers also slight generalisations. St. Vajda. 

Graf, Ulrich und Hans-Joachim Henning: Zum Ausreißerproblem. Mitteil.- 
Bl. math. Statistik 4, 1—8 (1952). 

Verff. greifen das bereits seit einem Jahrhundert von zahlreichen — allerdings 
nicht genannten — Autoren behandelte und auf mannigfache Weise gelöste Problem 
auf, ein Kriterium für die Ausschaltung einer extrem großen Variante aus einer 
(N + 1)-gliedrigen Stichprobe zu schaffen. Anwendung auf Zeitmessungen. 

M.-P.Geppert. 

David, H. A.: Upper 5 and 1% points of the maximum F-ratio. Biometrika 39, 
422—424 (1952). 

Böjar, Juan: Maxima und Minima von Asymmetrie-Koeffizient und Kurtosis 
bei endlichen Populationen. Trabajos Estadist. 3, 3—11 und französ. Zusammen- 
fassg. 11 (1952) [Spanisch]. 

The author proves that, for a finite population of size n, the minimum value 
of the curtosis is 1 for even n and (n? + 3)/(n®— 1) for odd n. Its maximum is 
[n?— 3 (n — 1)]/(r — 1). The skewness has extreme values + (n — 2)/(r — 1)!!2. 
Populations can be found for which these extreme values are precisely attained. 
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The expressions for the maxima have already been given by H.C. Picard [Ann. 
math. Statisties 22, 480—482 (1951)] and J.E.Wilkins [ibid. 15, 333—335 
(1944)] respectively. St. Vajda. 

Benderskij, A. M.: Über die Verteilung des Betrages der maximalen Abwei- 
chung von Mittel in einer Reihe von Beobachtungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 85, 5—8 (1952) [Russisch]. 


Es seien .£&,, En ...,&, Ergebnisse von n unabhängigen Beobachtungen be- 
treffend den Wert einer Zufallsveränderlichen £, welche eine normale es hat. 
Ba FE und Ri, „n)woS= uesS (&,— 8); 


dann haben bekanntlich (s. H.Cramer, Mathematical methods GB ee 
Princeton 1946, S. 389—390) die Zufallsveränderlichen x, die gemeinsame Dichte- 
funktion 


af 1 T&(n-1)) er 
er Va(n—-1) TA al a! 
für 2— Vn-1 SSH Vn-1 und f,(x2)= 0 außerhalb dieses Intervalles. 
N.V.Smirnov hat das Verteilungsgesetz der größten unter den Zahlen x, unter- 
sucht [s. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 33, 346 (1941)]. Verf. bestimmt das 
Verteilungsgesetz der größten unter den Zahlen |x,|. Wegen des ziemlich kompli- 
zierten Ergebnisses muß der Leser auf die Arbeit selbst verwiesen werden; es sei 
aber bemerkt, daß Verf. praktisch brauchbare Approximationen, die zur Signi- 
‚fikanz-Beurteilung für kleine Werte von r (n < 20) genügend scharf sind, für diese 
Verteilung angibt. A. Renyi. 
Pearson, E. S.: Comparison of two approximations to the distribution of the 
range in small samples from normal populations. Biometrika 39, 130—136 (1952). 
The author gives a detailed numerical study of two approximations to the 
distribution of range, w, in random samples of n from a standardised normal popu- 


lation, viz. (a) Patnaiks y-approximation in which wc, xlV», (this Zbl. 37, 92) 
(b) Cox’s y%-approximation in which w = c, X?/v, (this Zbl. 37, 93). From numerical 
comparisons with the exact distribution [Pearson and Hartley, Biometrika 32, 
302 (1941)] he finds that (b) is more skew than the distribution of w and (a) less skew, 
for both (a) and (b) the error is greater in the lower tail than in the upper, (a) is more 
accurate in the important range n < 10 and (b) more accurate for n > 10. Impli- 
cations for corresponding approximations to the distribution of mean range win k 
samples of size n are discussed and a criterion for heterogeneity of variance based on 
the ratio Wmax/Wmin IS briefly considered. H.O. Hartley. 

Weiler, H.: On the most economical sample size for controlling the mean of 
a population. Ann. math. Statistics 23, 247—254 (1952). 

Wenn einer mit Streuung o und Mittelwert u=m-+ko (k >0) normal 
verteilten Gesamtheit eine N-gliedrige Stichprobe mit Mittelwert # entnommen wird, 
ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß £ oberhalb der auf m fußenden Kontrollen 


m + Bo[YN falle, 
P=P(zm+BolYNu=m+ko)=-P(2>2B-kYN), 


wo 2 mit Mittelwert 0 und Streuung 1 normal verteilt ist. Verf. bestimmt N so, 
daß N|P, die erwartungsgemäße Anzahl von Einzelproben, die zur Aufdeckung der 
erfolgten Mittelwertsveränderung von m nach u erforderlich ist, minimal werde. 
Das von k abhängige Ergebnis führt i.a. zu wesentlich größeren Stichproben- 
umfängen, als sie in der laufenden Fabrikationskontrolle üblich sind. Bei Verwen- 
dung doppelter, verschiedenen Signifikanzniveaux entsprechender Kontrollgrenzen 
führt dieses Prinzip zu Benutzung verschiedener Stichprobenumfänge für die 
inneren und äußeren Kontrollgrenzen. M.-P. Geppert. 
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Kaplan, E. L.: Tensor notation and the sampling cumulants of k-statisties. 
Biometrika 39, 319—323 (1952). 

The author uses tensor notation to derive formulae of multivariate analysis 
from corresponding univariate relations. He claims that his method offers a natural 
and coneise way of deriving formulae, in particular those of Wishart [Proc. London 
math. Soc., II. Ser. 29, 309—321 (1929)] and Fisher [Proc. London math. Soe., 
II. Ser. 30, 199—238 (1930)]. St. Vajda. 

Wishart, John: The combinatorial development of the eumulants of the k- 
statisties. Trabajos Estadist. 3, 13—23 und spanische Zusammenfassg. 23—26 
(1952). 

The author describes the background and the fundamentals of his method 
(this Zbl. 46, 357) and works out one example in detail. St. Vajda. 

Sverdrup, Erling: Weight functions and minimax procedures in the theory 
of statistical inference. Arch. Math. Naturvid. 51, 117—192 (1952). 

This thesis is an interesting contribution to Wald’s decision function theory, reviewed 
by the author in Ch. I.— Ch. II points out and exemplifiesa method for finding minimax decision 
functions of the Bayes solution type. Let F denote probability distributions in a sample space, 
£ a priori distributions in the F-space, ö randomized decision functions, and r(F, 6) the risk 
function. Basic for the method in question is the fact that two strategies & and ö are minimax 
if and only if they are responses to one another. If öÖis a response to &, a necessary and suffi- 
cient condition for & being a response to Öis that r(F, 6) = suprr (F, 6) with probability one 
according to the measure &. The main device of the author is to construct an appropriate family 
of a priori distributions, depending on one or afew parameters only, and then to adjust these 
parameters so as to satisfy the criterion just mentioned. The method is applied to several mul- 
tiple decision problems, i. a. the normal two-sample problem with loss function equal to the 
difference between the true means. An interesting connection (Theor. C, p. 132) with classical 
test theory is indicated and, later on, used for proving admissibility. — Ch. III extends the 
previous method to the case where the minimax decision function is not a Bayes solution but 
a limit of such solutions. As an application, it isi. a. proved that the analysis of variance test 
for linear hypotheses is (in the normal case) a minimax procedure; in Student’s case (a single 
linear relationship to be tested) the procedure is also admissible. — Ch. IV contains an interest- 
ing discussion of the connection between inference and prediction problems. The autbor also 
proves a theorem which is believed to reduce the latter to the former. However, in the reviewer’s 
opinion, it does not. j @. Elfving. 

Rosenblatt, Murray: Remarks on a multivariate transformation. Ann. math. 
Statistics 23, 470—472 (1952). 


Durch die Transformation Z = TX: 
ei EOS EN 
»=P{X,<sy X, = 23 =F, (2221) 


AP NEN en len la nn.) 


wird die kontinuierliche Verteilung F(x, %,...,x,) der k Variablen X,,..., X; 
übergeführt in Gleichverteilung der transformierten Variablen Z,,.. .,Z; über dem 
k-dimensionalen Hyper-Würfel. Zur Prüfung der Annahme, daß eine n-gliedrige 
k-dimensionale Stichprobe X) = (Xıiy--»Xro) Ü=b2%,..,n) der Ver- 
teilung F(x,,..., x,) entstamme, prüft man dann mittels des Kolmogorov-Smirnov- 
oder des von Mises-Tests, ob die mittels Z= TX transformierte Stichprobe 
(Zi; -- Zr) einer k-dimensionalen Gleichverteilung über dem. k-dimensionalen 
Hyper-Würfel entstammen kann. Im Spezialfall der k-dimensionalen Normal- 
verteilung F(x,...,%;) wird die Transformation Z= TX explieite angegeben. 
M.-P. Geppert. 

Cochran, William G.: The y2-test of goodness of fit. Ann. math. Statistics 
23, 315—345 (1952). L 

Der Aufsatz gibt eine ausgezeichnete, klare und erschöpfende kritische Über- 
sicht über historische Entwicklung und mathematische Begründung des %-Krite- 
riums (I), über die Art seiner Verwendung, wenn die übliche Voraussetzung hin- 
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reichend großer Erwartungswerte nicht erfüllt ist, Stetigkeitskorrektur und optimale 
Klassenzahl und -Abgrenzung (II), Einwände gegen den x?-Test und Interpretation 
besonders großer P,-Werte (III), über Kriterien, die mit dem y?-Test konkurrieren: 
«2-, Wahrscheinlichkeits-Verhältnis-(lkelihood-ratio)-Test, Neymans Glätte- (smooth) 
Test (IV), ergänzende Kriterien: Davids Zeichentest, Dispersionskriterien, x°-Zer- 
legung in Komponenten (V). M.-P. Geppert. 
Walker, A. M.: Some properties of the asymptotic power funetions of goodness- 
of-fit tests for linear autoregressive schemes. J. Roy. statist. Soc., Ser. B 14, 117—134 
1952). 
nr sample goodness of fit tests of the hypothesis that a series can be re- 
presented by a linear autoregressive scheme with independent residuals are due 
to Quenouille (this Zbl. 29, 274) and to Bartlett and Diananda (this Zbl. 
38, 296). In the present paper the author derives the asymptotie power functions 
for alternatives specified by linear autoregressive schemes of higher order with 
finitely dependent residuals. The investigation is carried out both for a simple 
null hypothesis and for a composite one (when the parameters of the scheme must 
be estimated from the data). Finally, remarks are made about the relation between 
the Quenouille test and the likelihood ratio test for a normal process. St. Vajda. 
Rijkoort, P. J.: A generalisation of Wilcoxon’s test. Indagationes math. 
14, 394—404 (1952) = Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 55, 394—404 (1952). 
Let n= $n, mutually independent observations 2,,@=1,...„k;j=1,... 


[2 
.,n,) be given with distribution functions F,(x). It is required to test the hypo- 
thesis that all F,(x) are equal. The author bases his test on the statistie 


S=3 an nr?) 
% I 


where r,, is the ranking of x, (1<r,<.n). To apply this test, the distribution 
of S must be known. Tables are given of some numerical results for small values of 
k and n,. After studying some properties of PUT, the author shows how the distri- 


; 
bution of S can be approximated by those of x? or Fisher’s 2. St. Vajda. 
Stuart, Alan: The power of two difference-sign tests. J. Amer. statist. Assoc. 
416—424 (1952). 
Mooreand Wallis [J. Amer.statist. Assoc. 38, 153—164 (1943)] introduced atest 
of serial independence of observations based on the number of positive first differences 
in the series. The author determines the (approximate) power of this test against the 
alternative of a normal regression, with various ratios of the regression coefficient to ' 
the residual variance. He also considers a test of the hypothesis that there is no 
eorrelation between corresponding values of two series, based on the equality of 
signs of corresponding first differences. The power of this test is derived against 
the alternative that the pairs of corresponding observations were drawn from a 
bivariate normal population with various correlation coefficients, the null hypothesis | 
being given by zero correlation. St. Vajda. 
Walsh, John E.: Some non-parametrie tests for Student’s hypothesis in ex- 
perimental designs. J. Amer. statist. Assoc. 47, 401—415 (1952). | 
Johnson, N. L.: Comparison of analysis of variance power functions in the 
parametric and random models. Biometrika 39, 427—429 (1952). 
Cox, D. R.: Estimation by double sampling. Biometrika 39, 217—227 (1952). 
Let it be required to estimate a parameter Q with variance «a (0), the latter being 
a known function of 9. Under given assumptions the author eonstructs a double 
sampling scheme, where the second size depends on the first sample with size N, and 
which solves the problem with good approximation. More preeisely, the estimate 
of 0 has bias O(N 2) and variance a(9) [1 +0(N2)]. This scheme can be derived 
from any unbiased estimate of $ with known variance. The author also discusses 
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estimation in the presence of a nuisance parameter, estimates the expected sample 
size and considers estimation by confidence intervals. Many examples of appli- 
cations are given. St. Vajda. 

Halperin, Max: Estimation in the truncated normal distribution. J. Amer. 
statist. Assoc. 47, 457—465 (1952). 

Let a sample be taken from a normal population and assume that if an obser- 
vation exceeds a given value 7, then its precise value is unknown. The paper 
contains charts to facilitate the estimation of the mean and variance of the popu- 
lation. Essentially, these charts solve a formula derived from the two maximum 
likelihood equations, so that the remaining computation is elementary. — The 
number of observations exceeding T may be known or unknown. For the first case 
an iterative procedure is indicated, to obtain results for those combinations which 
are not immediately represented in the charts. St. Vajda. 

Halperin, Max: Maximum likelihood estimation in truncated samples. Ann. 
math. Statisties 23, 226—238 (1952). 

n Beobachtungen einer Stichprobe werden der Größe nach geordnet und die 
ersten .r= [qn] (0 <g <1) Beobachtungen als bekannt vorausgesetzt. f(x, t) 
sei die Dichte der Grundgesamtheit, t ein Parameter. Aufgabe ist, den Parameter t 
aus diesen r Beobachtungen zu schätzen. (Verf. gibt übrigens ein Beispiel aus der 
Erprobung von Propellern auf Bruch, wo die obige Aufgabe auftritt.) Hierzu wird 
die Anwendbarkeit des maximum likelihood-Prinzips untersucht. Gewisse Regu- 
laritätsbedingungen vorausgesetzt, zeigt Verf. zunächst: t(&,...,%,) = t* sei un- 
verfälschte Schätzfunktion für t. Dann gilt für n > ©o 

2 2 
2] (&, t) 
' rn “| 
ö 
7 


g= N, f(x, t,) dx, t, ist der richtige Parameterwert). Dann das Hauptergebnis: 
—o0 


2 
ya 2: De ölog f(x, 2) 72 1 
(1) nE(t* — 1% >1/K? mit K To en, det 


Die Likelihood-Gleichung besitzt eine Lösung t*, welche konsistent, asymptotisch 
normal verteilt und im Sinne der Ungleichung (1) asymptotisch wirksam ist. Die 
Beweise gehen in ihren Grundlagen auf Cramer, Math. Methods of Statisties, 
Princeton 1946 zurück. Es folgen Hinweise auf mehrdimensionale Verallgemeine- 
rungen und zwei Beispiele für die Situation im Falle von Kleinstichproben. Man vgl. 
noch Cohen jr., dies. Zbl. 40, 222 und 43, 137 (dort weitere Hinweise). 

L. Schmetterer. 

Fraser, D. A. S.: Sufficient statistics and selection depending on the para- 
meter. Ann. math. Statisties 23, 417—425 (1952). 

A function T(x) is called f-sufficient for {fu(x)}, if fu(x) = gu(T) h(x), where 
Q„ and h are non-negative. T(x) is a minimal f-sufficient statistie for {fu(x)}; 
if no function of T (x), except one having a 1:1 correspondence with it, is f-sufficient 
for that set. The construction of such a statistie is given. It is shown that the mini- 
mal f-sufficient statistie for a class of densities for which the region of positive 
densities depends on the parameter, is equivalent to a combination of the minimal 
f-suffieient statistie for a class for which that region is fixed and a ‚„statistie of 
selection‘ (i.e. a mapping of a space into the space of its subsets). Examples are 
given to illustrate the results. St. Vajda. 

Sandelius, Martin: A eonfidence interval for the smallest proportion of a 
binomial population. J. Roy. statist. Soc., Ser. B 14, 115—116 (1952). 

Given a random sample from an infinite binomial population, a confidence 
interval is determined for the smaller of the proportions p and 1— p in a straight- 
forward manner. A possible application is the determination of the volumes of two 
boxes which will, with given confidence coefficient, be large enough to take objects 
of two given types. St. Vajda. 


134 


Anscombe, F. J.: Large-sample theory of sequential estimation. Proc. Cam- 
‚bridge philos. Soc. 48, 600—607 (1952). 

Verf. greift seine frühere gleichnamige Untersuchung (dies. Zbl. 36, 214) wieder 
auf und ergänzt den dortigen heuristischen Gedankengang durch Beweis eines grund- 
legenden Satzes, der wesentlich auf dem vom Verf. definierten Begriff der gleich- 
mäßigen Stetigkeit im Wahrscheinlichkeitssinn beruht. Der Satz wird auf die 
Schätzung eines Verteilungsparameters mittels einer durch eine Sequenzregel be- 
stimmten Folge von stochastischen Variablen {Y,} angewandt. In weiteren Sätzen 
wird gezeigt, daß die erforderlichen Bedingungen erfüllt sind, wenn Y,, das arith- 

 metische Mittel bzw. ein Extremwert oder die Spannweite (Variationsbreite) der 
Stichprobe ist. M.-P. Geppert. 
Wold, Herman: Über gleichmäßige Interkorrelation. Mitteil.-Bl. math. Sta- 
tistik 4, 163—166 (1952). 

Let n observations x, . . ., %, be given from a population with cov (x, x,) = 0? 0 
for ©#j und = 0? for öi=j. The author shows that the distribution of any 
fonction of & —&,...,%,— & is the same as that which holds when o = 0 and 
generalises this theorem to the case of more than one group of variables xX,,...,%,; 
Yp=+- Y, ete. His proofs are based on known results in the theory of stationary 
time series and expose thus the deeper reason for the facts which are, essentially, 
already known [M. Halperin, Ann. math. Statistics 22, 573—580 (1951)]. 

St. Vajda. 

Elfving, G.: Optimum allocation in linear regression theory. Ann. math. 
Statisties 23, 255—262 (1952). 


Man betrachte eine geplante Folge von n = = n, Beobachtungen. Diese 


sollen innerhalb ©=1,...,r Klassen bezüglich ß,, Bu SR Mittelwerte 7, = 2, fı # 


%oßo + n.lVp; ee mit Em =(0, D2(n,) =1 und den Gewichten p,= n;|n. 
Gefragt wird nach den „bestmöglichen“ p,. Bei der Schätzung von a,ß} + Qyßa 


ergibt sich, daß man nur zwei Klassen und 7, zu bestimmen braucht und bei der 


Schätzung von ß,, P, selbst höchstens drei. Es wird gezeigt, wie die entsprechenden 
Klassen ausgewählt und die p, ermittelt werden können. Nebenbei wird eine inter- 
essante geometrische Eigenschaft der maßgebenden Beobachtungsklassen und ihrer 


Gewichte angegeben sowie darauf hingewiesen, daß der Fall, in welchem die Klassen 


auch wegen der Spesen verschieden bewertet werden müssen, auf den behandelten 
zurückgeführt werden kann. T. Szentmartony. 


Bates, Grace E. and Jerzy Neyman: Contributions to the theory of aceident 


proneness. I. An optimistice model of the correlation between light and severe acci- 
dents. Univ. California Publ. Statist. 1, 215—254 (1952). 

Let s>2 variables X, # =1,...,s) (numbers of aceidents of type ;) be 
observed on different individuals and assume that, for any single individual, they 
follow a Poisson distribution with means a,A (a, = 1). Further assume that the 
4’s of various individuals are themselves sample values from a Pearson type III 
population (B*/I'(&)) x"! e?*, This model is a generalisation ofthatinM. Greenwood 
and G. U. Yule [J. Roy. statist. Soc., Ser. A. 83, 255—279 (1920)] and is here used 
to study the possibility of obtaining information on „severe‘“ accidents ( =1) 
through observations on ‚light predietor“ aceidents  >1). The Bun: find that the 


—Mm 


joint ns distribution of the X ‚has the generating function f + Se (1—v,) 


7 \ 
=1ı 

The distribution function is called a ‚„‚multivariate negative Binbmail and has 
remarkable properties which are of value in applications. Formulae are given for 
estimating the parameters in the case s—= 2 and practical tests of the assumptions 
as well as the use of the results for personnel selection are discussed. The final 
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section considers the possibility of death after a severe aceident and the resulting 
reduction in exposure time. St. Vajda. 

Bates, Grace E. and Jerzy Neyman: Contributions to the theory of accident 
proneness. II. True or false contagion. Univ. California Publ. Statist. 1, 255—276 
(1952). 

This Part deals with the possibility of distinguishing between the model used 
in Part I (see preced. review) and Pölya’s model of contagion [Ann. Inst. Henri 
Poincare 1, 118—161 (1931)] slightly generalised. It is shown that such a distinction 
can, in principle, be made if numbers of accidents are observed in more than one 
period, because then the two resulting multivariate distributions differ unless & 
very special condition holds for the parameters of the Pölya model. However, the 
authors do not think that the power function of such a test would be satisfaetory 
and they outline a method for establishing contagion based on intervals between 
successive accidents of the same individual, which would lead to a more promising 
test. They also derive the formulae necessary for the analysis mentioned in the last 
sentence of the preceding review, assuming the probability of surviving a severe 


accident to be constant for each individual. St. Vajda. 
Feron, Robert: Convexit6 et information. C©.r. Acad. Sci., Paris 234, 1840— 1841 
(1952). 


Will man die Unbestimmtheit einer Zufallsveränderlichen Y mit der Dichte f(y) 


00 
durch Jy = fi H(f(y)) dy definieren, so wird man mindestens H(0)=0 ver- 


langen, um von Jy bei einem Y mit endlicher Veränderlichkeitsbreite sprechen zu 
können. Wünscht man noch, daß Jy, > Jy für ein Y’ mit der Dichte A f(A y) bei 
A <1 sei, so ist dazu — wie Verf. behauptet — die Konkavität von H notwendig 
und hinreichend. Bei solchem H soll nach dem Verf. für ein Paar X, Y von Zu- 
fallsveränderlichen AJ = Jy—E(Jyıx) Z0 sein. Durch Auferlegen einer Be- 
“ dingung wird also die Unbestimmtheit im Mittel verkleinert. Diese Betrachtungen 
können in doppelter Weise verallgemeinert werden. Erstens dadurch, daß Jy als 
ein Funktional ®(F(y)) der Verteilungsfunktion F(y) von Y definiert wird. In 
diesem Fall ist zu AJ >0 die Konkavität: D[4(F}R + F,)] Z3[D(F,) + D(F,)] 
von ® notwendig und hinreichend. Zweitens kann AJ verallgemeinert werden. 
So ergeben sich als Korrelationsindizes die verschiedenen Ginischen Indizes. 
T. Szentmärtony. 
Kullback, S.: An application of information theory to multivariate analysis. 
Ann. math. Statistics 23, 88—102 (1952). 
Die Note zeigt, wie bereits klassische Ergebnisse über Unterscheidungsanalyse (1), 
Hauptkomponenten (2), kanonische Korrelationen (3) bei mehrdimensionalen nor- 
malen Verteilungen gleichartig erhaltbar sind. Nämlich durch Bestimmung des 


Maximums von f [9 (Y) — 92(y)] log 99) 
92(%) 


Divergenzmaßes der Dichtefunktionen g, 9, von y=4%+'''+%,%, in 
&p--.»%, mit den Koordinaten x,,..., x, von zwei geeigneten normal verteilten 
n-dimensionalen Zufallsveränderlichen, welche die Mittelwert- bzw. Kovarianz- 
matrizen u), bzw. oc.) beiö = 1,2 besitzen. Für die Spaltenmatrix & = (&, - - -&,) 
ergibt sieh z. B. bei (1) mit a = oa =0: «x =o!(ucy —e)) und bei (2) im 
Falle un =uw: 01% =A0e& mit dem kleinsten oder größten Eigenwert 
A, oder A, von [a —Aora| = 0, je nachdem A,A, < oder >1 ist. Bezüglich 
(3) und dessen Varianten muß man aber auf die Note selbst verweisen. 
T. Szentmärtony. 

Itö, Hirosi: On the theory of continuous information. Proc. Japan Acad. 28, 
187—191 (1952). 

Various remarks to Shannon’s entropy and its behaviour under transfor- 
mations. G. Elfving. 


dy, also des informationstheoretischen 
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Rudra, A.: Diserimination in time-series analysis. Biometrika 39, 434—439 
(1952). 


Biomathematik. Versicherungsmathematik. Finanzmathematik: 


Cochran, William G.: Der gegenwärtige Stand der Biometrie. Trabajos 
Estadist. 3, 169—195 (1952) [Spanisch]. 


Armitage, P.: The statistical theory of bacterial populations subject to mutation. 
J. Roy. statist. Soc., Ser. B 14, 1—40 (1952). 


Verf. analysiert, verwebt miteinander und erweitert erheblich die von verschiedenen Autoren 
(u.a. S.E. Luria und M. Delbrück, D. E. Lea und O. A. Coulson) unternommenen theoreti- 
schen und experimentellen Untersuchungen zur Klärung der Frage, ob die Erbänderungen von 
Bakterien auf Mutation und Selektion oder auf direkter Anpassung beruhen. Für das Wachstum 
einer aus zwei verschiedenen Genotypen (X, Y) bestehenden Bakterienpopulation entwickelt 
Verf. zunächst eine rein deterministische Theorie mit festen Wachstums- und Mutationsraten 


durch Lösung des Differentialgleichungssystems @&=ax+hy, y=gx-+by, sowie durch 


Betrachtung des entsprechenden Systems im Falle konstanter Verspätung der phänotypischen 
Manifestation der erfolgten Mutationen. Sodann eine halb stochastische Theorie, fußend auf 
deterministischem Wachstum (mit gleichen Wachstumsraten) und zufälligen Mutationen in 
einer bzw. beiden Richtungen, wobei auch variable Verspätung der Manifestation berücksichtigt 
wird; mit Hilfe Erzeugender werden dabei die Kumulanten der Verteilung der Mutanten-Anzahl 
y zur Zeit t bestimmt. Die allgemeineren Fälle mit Mutationen in beiden Richtungen und ver- 
schiedenen Wachstumsraten werden behandelt als ein- bzw. zweidimensionale Markoff-Prozesse; 
die grundlegenden Differenzen-Differentialgleichungen der kontinuierlichen Simultan-Verteilung 
f(x, y, t) werden übersetztin partielle Differentialgleichungen für die entsprechenden Kumulanten- 
Erzeugenden, aus denen die Kumulanten durch Reihenentwicklungen zu gewinnen sind. Sodann 
diskutiert Verf. 10 verschiedene, auf verschiedenen Stichprobenparametern beruhende Methoden 
zur Schätzung der Mutationsrate aus Beobachtungsmaterial. Anschließend wird die Bewährung 
der entwickelten stochastischen Modelle durch Anwendung auf das bisher publizierte Versuchs- 
material einer eingehenden Prüfung unterzogen. — Diskussionsbemerkungen von Irwin, 
Spicer, Martin, Bartlett, Good, Bailey, Ryan. M.-P.Geppert. 


Walsh, John E.: Large sample validity of the binomial distribution for lives 
with unequal mortality rates. Skand. Aktuarietidskr. 1952, 11—15 (1952). 

Wenn a) die Sterbenswahrscheinlichkeit q für alle Personen einer n-gliedrigen 
Gruppe gleich und b) die Sterbefälle in der Gruppe alle voneinander unabhängig 
sind, ist die Anzahl y der Sterbefälle der Gruppe binomisch, also für n — oo asym- 
ptotisch normal verteilt. Verf. untersucht unter Beibehaltung von b) die Aus- 
wirkungen des Verzichtes auf a) und gibt unter Heranziehung einiger Konvergenz- 
sätze aus H. Cramer (Mathematical methods of statisties, Princeton 1946) für den 


Fall verschiedener Sterbenswahrscheinlichkeiten q,,. . .,q, Ausdrücke an, die dann 
für großes n mit Mittelwert 0 und Streuung 1 asymptotisch normal verteilt sind. 
M.-P. Geppert. 


Zwinggi, Ernst: Prämien und Deckungskapitalien in der Todesfallversicherung, 
wenn die Beiträge nur bis zum Todestag geschuldet sind. Mitt. Verein. schweiz. 
Versicherungsmath. 52, 153—160 (1952). 

Für den Fall, daß die Prämien für eine Todesfallversicherung bedingungsgemäß 
nur bis zum Todestage und nicht wie üblich bis zum Ende der im Zeitpunkt des 
Todes laufenden Versicherungsperiode zu entrichten sind, leitet Verf. Formeln für die 
Prämie, das Deckungskapital sowie für die Spar- und Risikoprämien ab. Von der 
kontinuierlichen Betrachtungsweise ausgehend gewinnt er unter der Annahme, daß 
im Laufe eines Versicherungsjahres die Sterbenswahrscheinlichkeit linear verläuft, 
durch Auflösung der Rekursionsformel für das Deckungskapital zunächst eine Formel 


für die kontinuierlich zahlbare Prämie P,. Für die Bestimmung der vom Ver- 
sicherten jährlich vorschüssig zahlbaren Nettoprämie IT, geht er dann einmal von 


folgendem Ansatz aus: //,=P, 9» wovon beim Ableben im Zeitpunkt t-+h 


(=0,1,...n; 0 <h<1) einschließlich Zinsen e (a, — &,) P, rückzahlbar 
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sind, und zum anderen von: //, m P, (1—3%dö). Der Rückzahlungsbetrag beträgt 
hierbei dann einschließlich Zinsen e®(1—-A)TI,w(L—-h)Il,(l+ihl. Für h 
ist bei der praktischen Durchführung ein mittlerer Wert, z. B. 1/2 zu setzen. Die 
diesen Ansätzen entsprechenden Interpolationsformeln für das Deckungskapital und 
die Zerlegung von //,in Spar- und Risikoprämie werden entwickelt und an numerischen 
Beispielen diskutiert. G. Friede. 

Pentikäinen, T.: On the net retention and solvency of insurance companies. 
Skand. Aktuarietidskr. 1952, 71—92 (1952). 

Verf. berichtet über die Ergebnisse von Untersuchungen zur Bestimmung des Selbstbehaltes 
unter Berücksichtigung der zur Verfügung stehenden Sicherheitsmittel mit Hilfe der kollektiven 
Risikotheorie, die er anHand von Beobachtungen des Schadensverlaufs bei finnischen Versi- 
cherungsgesellschaften angestellt hat. Als Rückversicherungsform wird dabei die Einzelschaden- 
Exzeßrückversicherung zugrunde gelegt, jedoch lassen sich, wie Verf. andeutet, die wichtigsten 
Ergebnisse auch auf andere Rückversicherungsformen übertragen. Zur Untersuchung des Zu- 
sammenhanges zwischen der Höhe der Sicherheitsmittel eines Unternehmens und seinem Selbst- 
behalt M in Abhängigkeit von der einer allgemeinen Poissonverteilung folgenden, jährlichen 
Ruinwahrscheinlichkeit e hatsich eine von der Einzelschadensverteilung s(z) [bzw. s,(z)] ab- 
hängende Hilfsfunktion g(e, M) als sehr geeignet erwiesen. Die Werte von g lassen sich auf 
graphischem Wege aus der Formel von Esscher gewinnen. Das graphische Bild von g bei fest 
vorgegebenem e wird als charakteristische Kurve des jeweiligen Versicherungsbestandes für 
verschiedene Versicherungssparten (Leben, Unfall, Feuer u. a.) diskutiert. Dabei ergibtsich u. a., 
daß sich M unabhängig von der Verteilung s(z) mit brauchbarer Näherung aus 

M=028(U+ıAP)%/ Pr» (U-+1P)2/aP 


ermitteln läßt. Hierbei ist U die Sicherheitsrücklage und A der in % des jährlichen Netto- 
Risikoprämienaufkommens P gemessene Sicherheitszuschlag. Weitere Untersuchungen haben 
ergeben, daß sich die für e angesetzte allgemeine Poissonverteilung mit ausreichender 
Genauigkeit durch die Normalverteilung zumindestens dann ersetzen läßt, wenn P > 500 ist. 
Damit bietet sich dann die Möglichkeit, die Näherungsformel für M zu et 

. frieae. 

Lah, Ivo: Noch einige praktische Interpolationsformeln des Zinsfußproblemes 
von hoher Präzision. Mitt. Verein. schweiz. Versicherungsmath. 52, 161—172 
(1952). 

Die Barwerte der nachschüssigen, lebenslänglichen Leibrente zu den Zinsfüßen 
ip <i < ii, werden mit °a, a und la bezeichnet. Es sei (i — i,)/(i1 — iy) = &. Durch 
Bildung des arithmetischen Mittels A=9a(1—x) +!ax md entsprechend des 
harmonischen Mittels 7, geometrischen Mittels @ und antiharmonischen Mittels A’ 
erhält man verschiedene Interpolationsformeln. Verf. entwickelt a und !a in bezug 
auf a in Taylor-Reihen, benutzt die verallgemeinerten Poukkaschen Formeln und 
erhält damit Reihen für A, H,@ und A’. Durch zweckmäßige Kombination von 
A,H,@G und A’ gewinnt man bessere Interpolationsformeln. W. Saxer. 

Hagstroem, K.-G.: Les pensions de retraite et le systeme de repartition. 
Meddel. Lunds Univ. mat. Sem. Suppl.-band M. Riesz, 119—121 (1952). 

Steller, E.: Short-eirquiting actuarial computations. Verzekerings-Arch. 29, 
75—86 (1952). 

Varoli, Giuseppe: Sull’ammortamento di un prestito col sistema degli inter- 
essi antieipati. Periodico Mat., IV. Ser. 30, 42—47 (1952). 

Darlegung des „deutschen Tilgungssystems‘‘, bei welchem die Schuld C durch 
Zahlung von nRaten a,(k=1,2,...,n) bei vorschüssiger Zinszahlung getilgt wird. 
Die hierbei resultierenden Formeln für Restschuld, Zins- und Kapitaltilgungsquote 
mit Zinsfuß i werden mit denjenigen der unter Zugrundelegung des Zinsfußes 
ö = i/(1—i) bei nachschüssiger Zinszahlung durch die gleichen Raten «x, erfol- 
genden Tilgung in Beziehung gesetzt und verglichen. M.-P.Geppert. 

Steller, E.: Valuation of a loan when part of the prineipal still has to be paid by 
the investor. Verzekerings-Arch. 29, 73—74 (1952). 

Krelle, W.: Die Grenzanalyse in der Nationalökonomie. Studium generale 
5, 594—604 (1952). 


Anderson jr., Oskar: The business test of the IFO-institute for economie 
research, Munich, and its theoretical model. Revue Inst. internat. Statist. 20, 1—17 
1952). 
a Richard: On the theory of dynamie programming. Proc. nat. Acad. 
Sci. USA 38, 716—719 (1952). 

This preliminary report contains seven theorems on existence and form of the 
solutions of certain functional equations arising.in dynamic programming problems. 
The equations are of form f(p) = min „T,f(p) where the unknown fis a scalar func- 
tion of the vector variable p,andthe T,(k =1,2,...) are operators transforming f 
into T,f. Detailed proofs will be given later. G. Elfving. 

Salveson, Melvin E.: On a quantitative method in production planning and 
scheduling. Econometrica 20, 554—590 (1952). 

Samuelson, Paul A.: Probability, utility and the independence axiom. Econo- 
metrica 20, 670—678 (1952). 

Malinvaud, E.: Note on von Neumann-Morgenstern’s strong independence 
axiom. Econometrica 20, 679 (1952). 

Frisch, Ragnar: A note on Pierre Gorra’s contribution on index numbers. 
Econometrica 20, 687 (1952). 


Geometrie. 


Grundlagen. Nichteuklidische Geometrie: 


Bouligand, Georges: Sur l’axiomatique comparee. Revue sci. 90, 3—10 (1952). 

Expository article on the historical development and the systematic connec- 
tions of modern geometrical ideas. F. A. Behrend. 

Aumann, Georg: Sind die elementargeometrischen Figuren Mengen ? Elemente 
Math. 7, 25—28 (1952). 

On sait que les op6erations sur les figures el&ömentaires peuvent &tre considerees 
comme les relations d’une algebre de Boole, dont les id&eaux maximaux correspondent, 
non aux points, mais & des elements plus ‚„fins“. L’A. montre que ceux-ci sont 
susceptibles d’une interpretation g&ometrique, comme demi-points sur la droite 
ou comme „harpons‘ dans le plan. F. Fiala. 

Haantjes, J.: Der Satz von Ptolemäus. Simon Stevin 29, 25—31 (1952) [Hol- 
ländisch ]. 

Ausgehend vom Begriff eines metrischen Raumes gibt Verf. die metrischen 
Kennzeichen des euklidischen, des hyperbolischen und des sphärischen Raumes 
von n Dimensionen an und beweist auf diesem metrischen Weg in jeder der drei 
Geometrien den Ptolemäischen Lehrsatz. M. Zacharias. 

Süss, W.: Eine selbst-duale Begründung der projektiven Geometrie von K. 
Menger. Elemente Math. 7, 29—32 (1952). 

Der Verf. berichtet über die bekannten neueren Arbeiten von K. Menger 
(dies. Zbl. 32, 423; 41, 271) zur Begründung der projektiven Geometrie mittels 
eines selbstdualen Axiomensystems, und weist darauf hin, daß auf diesem Gebiete 
noch einige lohnende Aufgaben bereit liegen. J.C.H.Gerretsen. 

Wyles, Oswald: Order and topology in projecetive planes. Amer. J. Math. 
74, 656—666 (1952). 

An ordered projective plane is characterized by the usual axioms of incidence 
(not including the theorem of Desargues) and by a relation of separation between 
pairs of points, satisfying six axioms of separation. Intervals can be defined in 
terms of separation, and an interval topology introduced on the lines of the plane. 
A topology of the whole plane is obtained by defining convex open sets and using them 
as a base of open sets. By decomposing the plane into three convex quadrangles 
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it is proved that two planes with homeomorphie intervals are homeomorphic. An 
example is constructed of a non-desarguesian ordered :projective plane which is 
homeomorphic to the coordinate plane over a given ordered field or skew-field (which 
is desarguesian, so that the two planes cannot be collinear). F. A. Behrend. 

Rajlie, Lav: Etude sur les construetions et les th6or&mes fondamentaux de la 
g6ometrie d’espace de- Lobatchevsky par les möthodes de la g6omeötrie projective. 
Soc. Sei. natur. Croatica, Period. math.-phys. astron., II. Ser. 7, 65—85 und französ. 
Zusammenfassg. 86—87 (1952) [Kroatisch]. 

Carin, V. $.: Über ein Verfahren zur physikalischen Deutung der Lobatevski- 
schen Geometrie. Uspechi mat. Nauk 7, Nr. 6 (52), 207—208 (1952) [Russisch]. 

Orts, Jos6-Maria: Schranken für die Winkel des pseudogleichschenkligen 
Dreiecks. Gac. mat., Madrid 4, 42—43 (1952) [Spanisch]. 


Elementargeometrie: 


Thebault, Vietor: Recreational geometry. Scripta math. 18, 151—161 (1952). 

e Breidenbach, W.: Das Delische) Problem. 2. Aufl. (Math.-phys. Bibl. I: 68). 
Leipzig: B. G. Teubner, 1952. :59 S. DM 2,30. 

Cavallaro, Vincenzo G.: Teoremi di geometria piana dedotti dal tetraedro al 
limite planimetrico. Archimede 4, 175—177 (1952). 


Stoll, A.: Einteilung der Dreiecksformen. Elemente Math. 7, 106—110 (1952). 

Verf. teilt die stumpfwinkligen Dreiecke in drei Klassen. Die Winkel seien 
x, y, 2. und zwar sei x der größte und z der kleinste Winkel. In Klasse I ist x > /2, 
x — 2 <n], <—-y<aj2, in Klase I x >n/2, —-z>n/ß2, —-y<al2, in 
Klasse III z >n/2, «—- 2 >n]ß2, 2 —-y>n/2. M.. Zacharias. 

Palazzo, Elena: Proprietä di aleuni punti di un triangolo indicata da Pappo. 
Archimede 4, 123—125 (1952). 

Pappos hat behauptet: Es gibt Dreiecke, die so beschaffen sind, daß man von 
einem Punkt im Innern nach einer Seite zwei Strecken ziehen kann, deren Summe 
größer ist als die Summe der beiden andern Seiten. Louis Bertrand hat diese 
Behauptung für rechtwinklige Dreiecke durch ein Beispiel bewiesen. Verf. beweist 
die Richtigkeit der Papposschen Behauptung für alle nicht gleichseitigen Dreiecke, 
indem sie zeigt, daß es in jedem derartigen Dreieck einen Bereich gibt, dessen Punkte 
die genannte Eigenschaft haben. M. Zacharias. 

Toscano, L.: Relations meötriques de la g&eomötrie du triangle par rapport aux 
centres isogones et isodynamiques. Mathesis 61, 174—178 (1952). 

Fortsetzung der Arbeit dies. Zbl. 46, 142. Berechnung der Entfernungen der 
Brocardschen und isodynamischen Punkte und der Bestimmungsstücke der dem 
spitzwinkligen Dreieck ABC einbeschriebenen Simmonschen Ellipse, die einen 
isogonischen und einen isodynamischen Punkt zu Brennpunkten hat, der Ent- 
fernungen des Steinerschen und des Tarryschen Punktes von den andern merk- 
würdigen Punkten, der Winkel, Inhalte und Radien der Dreiecke aus je einer Ecke 
des Grunddreiecks und den beiden isodynamischen Punkten, sowie der Entfernungen. 
dieser beiden Punkte von den Brennpunkten der Steinerschen Inellipse. Zum 
Schluß werden die metrischen Eigenschaften der Dreiecke betrachtet, deren Torri- 
cellische Strecken der Gleichung t/t’ — t’/t = 1 genügen. M. Zacharias. 

Cavallaro, Vincenzo G.: Stereometry. Math. Gaz. 36, 273—275 (1952). 

In this note I give the important trigonometric relations between the Brocard and Steiner 
angles of the cross-section of a triangular prism and the angle which the plane of this cross- 
section makes with the plane cutting the prism in an equilateral triangle.. To facilitate a com- 
prehension of the whole problem, I also give a complete and brief solution of the known problem 
for the equilateral section of the prism, deducing the equations of the equilateral case from the 


equations for the general case in which the section is a triangle similar to a given triangle. 
Autoreferat. 
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Goormaghtigh, R.: Lemoyne’s theorem. Seripta math. 18, 182—184 (1952). 

Goormaghtigh, R.: Sur le pöle multi-angulaire d’un syst&me de droites par 
rapport ä& un triangle. Mathesis 61, 200—207 (1952). 

Wenn drei Parallelen durch die Ecken T‘, T,, T, eines Dreiecks eine Gerade A 
unter dem Winkel 9 in A,, A, A, treffen, so bilden die Geraden dureh AHA, Ay 
die T, T,, T, T,, T, T, unter dem Winkel 9 treffen, ein dem Dreieck T,T,T, ähn- 
liches Dreieck. Der Umkreismittelpunkt dieses Dreiecks heißt der bianguläre Punkt 
der Geraden A bezüglich des Dreiecks T,T,T, für die Winkel 9, 9 @ = 9 = 9° 
ergibt den Orthopol). Außer dem Dreieck T,T,T, seien die Geraden A,, Ay, - „4, 
gegeben. Parallelen durch T,, T,, T, treffen A, in A,, A,, A, unter dem Winkel 9, 
Parallelen durch A,. A,, A, treffen A, unter dem Winkel 9, in B,, B,, BD, usw. 
Die letzten Parallelen treffen A, unter dem Winkel 9, in X, K,, K3. Dann bilden 
die Geraden durch K,, K,, K,, die T,T,, T,T,, T,T, unter einem Winkel o treffen, 
ein dem Dreieck T,T,T, ähnliches Dreieck, und dessen Umkreismittelpunkt heißt 
(multiangulärer) Pol der Geraden A,4,; -- ‚4, bezüglich des Dreiecks T,T,T, 
für die Winkel 9,0, - - .,®,. Verf. untersucht die Eigenschaften dieses Pols und 
findet verschiedene Verallgemeinerungen von Eigenschaften des Orthopols. 

M. Zacharias. 

Bilo, J.: Sur une relation affine remarquable entre deux triangles. Mathesis 
61, 161—168 (1952). 

Wenn die Parallelen durch die Ecken eines Dreiecks ABC zu den entsprechenden 
Seitenhalbierenden eines Dreiecks A, B,C, durch einen Punkt U gehen, so gehen 
die Parallelen durch die Ecken von A,B,C, zu den Seitenhalbierenden von ABC 
auch durch einen Punkt U,. Zwei solche Dreiecke nennt Verf. pseudoparallel, 
und U und U, nennt er die Pseudopole bezüglich ABC und A,B,C,. Er beweist: 
Damit eine ebene Affinität ein Dreieck in ein pseudoparalleles transformiert, ist 
notwendig und hinreichend, daß die festen Richtungen der Affinität konjugierte 
Richtungen der Steinerschen Ellipsen des Dreiecks seien. Wenn @ und G,, U und U, 
die Schwerpunkte und die Pseudopole zweier pseudoparallelen Dreiecke ABC und 
A,B,C, sind, so bestimmen die Punkte A, B, C,G, U und A,, B,, ©; 6,, U] zwei 
homothetische Hyperbeln, deren Asymptotenrichtungen die festen Richtungen der 
ebenen Affinität sind, die ABC in A,B,C, transformiert. — Verf. untersucht weiter, 
unter welchen Bedingungen zwei Dreiecke zugleich pseudoparallel und metaparallel, 
pseudoparallel und ortholog oder pseudoparallel und homolog sind. M. Zacharias. 

Thebault, Vietor: A note on orthopolar triangles. Amer. math. Monthly 59, 
542 —543 (1952). 

Marmion, Alphonse: Extension de la notion d’orthopole. C. r. Acad. Sci., 
Paris 234, 2420—2422 (1952). 

In einer früheren Note [C.r. Acad. Sci., Paris 234, 2040—2042 (1952)] dehnt 
Verf. den Begriff des Orthopols (Gemeinsames Potenzzentrum der Fußpunktkugeln 
der Punkte einer Geraden bezüglich eines Tetraeders im dreidimensionalen Eukli- 
dischen Raum) auf n Dimensionen aus. Nunmehr wird dieser Begriff und der damit 
ausgesprochene Satz für den Fall des drei-, wie n-dimensionalen Euklidischen Rau- 
mes einer Modifikation unterzogen und in seinen Figenschaften untersucht. 

H. R. Müller. 

Thebault, Vietor: Spheres associated with a tetrahedron. Math. Mag. 26, 33—34 
(1952). 

Palamä, Giuseppe: Aritmo-quadrilatero inscrittibile.. Boll. Un. mat. Ital., 
III. Ser. 7, 342—345 (1952). 

Juringius, Nils: Fläche eines Vierecks. Elementa 35, 259—261 (1952) [Schwe- 
disch ]. 

Goldberg, Michael: The squaring of developable surfaces. Scripta math. 18, 
17—24 (1952). 


141 


Einleitend gibt Verf. eine historische Übersicht zu der Aufgabe, ein Quadrat 
in paarweis inkongruente Quadrate zu zerlegen; sie beginnt, wie das Literatur- 
verzeichnis, mit 1940 (die einschlägige Note des Ref., dies. Zbl. 21, 295, ist nicht 
berücksichtigt). Der Hauptteil bringt Beispiele für die Zerlegung von Stücken ab- 
wickelbarer Flächen in solche Teile, die in der Ebene lauter inkongruente Quadrate 
ergeben. Bilden diese zusammen ein Rechteck, so heißt die Zerlegung trivial. Zum 
Schluß wirft Verf. u.a. die Frage nach der Mindestzahl von Quadraten bei nicht- 
trivialen Zerlegungen auf. R. Sprague. 

Thebault, V.: Sur des relations d’aires et de ne Mathesis 61, 94—97 
(1952). 

(1) Wenn drei über den koplanaren Strecken A, C, als Diagonalen konstruierte 
Parallelogramme A, B,0,D,(i = 1,2,3) parallele entsprechende Seiten haben und 
die Punkte M, die Diagonalen A,C, in demselben Verhältnis % teilen, so besteht 
zwischen den Flächeninhalten S,,, S,, S,, S., S, der Dreiecke M, M,M;, A, A, As, 
BB, B;, C102C, D,D,D, die Beziehung 1 +k2?S,=S8,+k(8,+S8,)+ 
k2 S,. — (2) Wenn vier über den Strecken A, Ci als Diagonalen konstruierte Paral- 
lelepipede A, B,C0,D,A;B; 0; D; (= 1,2,3,4) parallele entsprechende Kanten 
haben und die Punkte M, die Diagonalen A,C; in demselben Verhältnis %k teilen, 
so besteht zwischen den Rauminhalten V,, Vo» Y»--.,Vy der Tetraeder 
..„D; die Beziehung 1+K%V/,„ =, +kM, +4, +/.)+ 
k2(V, + Vy + Vy) + Kk? Va. — Folgerungen, Sonderfälle. M. Zacharias. 

Lawrence, B E.: The conie and the auxiliary eircle. Math. Gaz. 36, 171—175 
(1952). 

Aus der Definition der Kegelschnitte durch Brennpunkt und Leitlinie werden 
mittels elementargeometrischer Betrachtungen andere bekannte Kegelschnitts- 
eigenschaften hergeleitet (Scheitelkreis als Fußpunktkurve eines Brennpunktes; 
Ellipse als Orthogonalprojektion des Kreises und umgekehrt; die Polarreziproke be- 
züglich eines Brennpunkts ist ein Kreis; die Fußpunktgleichung von Ellipse bzw. 
Hyperbel, d.h. die Beziehung zwischen den Abständen eines Brennpunkts von der 
Tangente und ihrem Berührungspunkt). Der hierbei außer der Definition heran- 
gezogene Satz, daß der Berührungspunkt der Tangente und ihr Schnittpunkt mit 
der Leitlinie vom Brennpunkt aus unter rechtem Winkel gesehen werden, hätte sich 
‚ebenfalls elementargeometrisch leicht aus der Definition gewinnen lassen. 

E. Schönhardt. 

Molnär, J.: Inhaltsabschätzung eines sphärischen Polygons. Acta math. Acad. 
Sei. Hungar. 3, 67--69 und russische Zusammenfassg. 70 (1952). 

Ein direkter, einfacher, elementarer Beweis einer von Habicht und van der 
Waerden (dies. Zbl. 43, 356) herrührenden Inhaltsabschätzung eines sphärischen 
Vielecks. L. Fejes Toth. 


‚Analytische Geometrie. Projektive Geometrie: 


e Maxwell, Edwin Arthur: Elementary coordinate geometry. Oxford: Clarendon 
Press; London: Oxford University Press; 1952. 288 p. 18s. 6d. 

e Narayan, Shanti: The elements of analytical solid geometry. Delhi, India: 
Doaba House 1952. VIII, 272 p. Rs. 5. 


Shephard, G. €.: Regular complex polytopes. Proc. London math. Soc., 
III. Ser. 2, 82—97 (1952). 


In einem reellen mehrdimensionalen Raume mit einer beliebigen Anzahl von Dimensionen 

'hat man bis jetzt nur reelle Polytope betrachtet. Man kann aber auch komplexe Polytope 

-definieren. Um diese Definition anzugeben, setzt Verf. einen unitären komplexen n-dimen- 

:sionalen Raum voraus, d. h. einen Raum $,, in dem jeder Punkt durch n komplexe Koordinaten 
.definiert wird und die Entfernung s von zwei Punkten durch die Formel = (2,— y,;) 

-(&,;—9,), = 1,2,....n) angegeben wird (hier sind x,,%, konjugiert-imaginär, und damit 
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auch y,, %,), so daß diese Entfernung eine Invariante für alle orthogonalen unitären Transfor- 
mationen ist. Ein Polytop ist dann ein zusammenhängendes System von N, Ecken, N, 


5 U 
Geraden, N, Ebenen, usw., so beschaffen, daß jedes S, des Systems mit N„,> 6 eu 
S, des Systems inzident ist. Die Regularität wird dann schrittweise definiert, von der Geraden 
anfangend, um dann die Ebene zu betrachten, und dann einen beliebigen Raum. Die Regu- 
larität verlangt, daß alle Ecken miteinander äquivalent sind und daß die (n — 1)-dimensionalen 
Seiten auch regulär sind; es gibt noch eine weitere Bedingung, deren Beschreibung zu lang wäre. 
Als Beispiel: die 24 Punkte mit den Koordinaten (+1+i, +1-+ i), (2,0), (0,2), (—2,0), 
(0, —2), (2i, 0), —2i, 0), (0, 2%), (0, —2i) bilden in der Ebene ein reguläres Polygon; so auch 
die m? Punkte, deren beide Koordinaten m-te Einheitswurzeln sind. Auf Grund der gegebenen 
Definition folgt die vollständige Klassifikation der regulären Polytope; in der Ebene gibt es 
51 Arten regulärer Polygone, von denen 29 Sternpolygone sind; im dreidimensionalen Raume 
gibt es 8 reguläre Polyeder; 7 im Raume mit vier Dimensionen und drei in einem Raume mit 
n > 5 Dimensionen. i E. Togliatti. 

Brown, L. M.: A configuration in five dimensions. J. London math. Soc. 
27, 471—475 (1952). 

Sind A, B,...,@ sieben Punkte im R, in allgemeiner Lage, so gibt es genau 
eine Ebene »(A) durch A, die B@, CF und DE trifft. Durch zyklische Vertauschung 
erhält man w(B),....,w(@). Die Potenzen des Zyklus (A,...,@) erzeugen dasselbe 
Ebenen-Septupel. Es gibt also 120 Septupel und zu jedem gehören drei Geraden, 
die alle sieben zugehörigen Ebenen schneiden. So entsteht eine Punkt-Geraden- 
Konfiguration 630,, 360,, die näher untersucht wird. Eine zweite Konfiguration 
wird erzeugt durch Einteilungen vom Typus A; BCE; .DF@G. Es gibt genau eine 
Gerade 1(A) durch A, die die Ebenen BCE und DFG trifft. Entsprechend werden 


I(B),..., 2(G) definiert; so entsteht eine Punkt-Ebenen-Konfiguration 140,,, 240. 
F.W. Levi. 
Tummers, J. H.: Une certaine transformation. Simon Stevin 29, 77—82 
(1952). 


In einer flüchtigen Note — in der die Satznummer IX dreimal, VIII zweimal und VII 
gar nicht vorkommt — lenkt Verf. die Aufmerksamkeit auf jene der Dreiecksgeometrie ange- 
hörende Punktverwandtschaft T, die jedem Paar von Winkelgegenpunkten P (x,:%5:%,), 
P(xz7':27':25') den Schnitt ihrer Dreieckspolaren p(22;'&;=0) und P(&2a,8&,;,= 0), also 
den Punkt P* mit den Abstandskoordinaten x* = x,(x} — x;) zuordnet. Es handelt sich um 
eine einzweideutige kubische Transformation, die die Ecken des Grunddreiecks zu Haupt- 
punkten hat. Betrachtet werden in erster Linie die Urbilder c gerader Linien c*; sie erweisen 
sich als bezüglich der Dreiecksinversion %,= x;' automorphe, die Ecken und Berührungs- 
kreiszentren des Dreiecks enthaltende Kurven 3. Ordnung, unter welchen sich manche bekannten 
Orter finden, so die Siebzehnpunktekubik und die Kubik von Darboux. Den Schlüssel zu den 
Ergebnissen bietet die — vom Verf. anscheinend nicht beachtete — Tatsache, daß der Zusammen- 


hang zwischen P und 7, ebenso wie zwischen P und p, und daher auch zwischen P* = pP 

und p* = P P die Polarität bezüglich des Kegelschnittes 2& = 0 ist. Die Transformation T 

hängt damit linear aufs engste mit dem geläufigen kubischen Nullsystem P— p* zusammen. 
» WW. Wunderlich. 

Sitaram, K.: Some problems connected with involution ranges on the sides 
of a triangle. Math. Student 19, 130—134 (1952). 

Verf. schneidet die Seite BC eines Dreiecks ABC durch 4 Strahlen eines Strahlen- 
büschels mit dem Mittelpunkt P in den 4 Punkten X, i=1,...,4) und kon- 
struiert die 4 zugeordneten Punkte X; in der Involution, die B und C zu Doppel- 
punkten hat. Dieselbe Konstruktion auf CA und AB führt zu den Punkten Y, und 
Y; bzw. Z, und Z}. Er beweist, daß die 4 Punktetripel Z, X; Y, je aufeiner Geraden 
liegen und daß alle 4 so gewonnenen Geraden durch einen Punkt P, gehen, der auf 
PC so liegt, daß (PP,, CC’) = — List, wenn C’ der Schnittpunkt von PC mit AB ist. 
Das Entsprechende gilt für die Punktetripel X, Y;Z; und Y,Z}X;, die auf PA 
und PB die Punkte P, und P, liefern. Die 24 Punkte An NZ UNO w, VA 
liegen also zu je dreien auf 12 Geraden, von denen je 4 durch einen Punkt gehen. 
Aus diesem Satz ergibt sich weiter, daß, wenn Pin der Ebene des Dreiecks ABC eine 


Gerade (oder einen Kegelschnitt) durchläuft, jeder der drei Punkte P,, P, und 2, 
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sich ebenfalls auf einer Geraden (einem Kegelschnitt) bewegt. Die Beweisführung 
benutzt nur elementare Sätze der projektiven Geometrie. E. Löffler. 


Sauer, Robert: Gruppen infinitesimaler Kollineationen. S.-Ber. math.- 
naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1951, 129—138 (1952). 

Soient (65 + a,,) et (65 + b,,) deux homographies infinitesimales du plan pro- 
jeetif. L’A. considere, pour le groupe (ö5 +4 a,; + u b,,), les lieux des points et 
des droites de coincidence. Ce sont des cubiques et des enveloppes de troisieme 
classe. On traite, en particulier, le cas oü a,, et b,, sont syme6triques par rapport & 
(25) et celui des affinites. Generalisation pour trois dimensions. G. Ancochea. 

Petritevic, Feodor: Die Lösung des Apollonischen Problems durch stereo- 
graphische Projektion. Soc. Sci. natur. Croatica, Period. math.-phys. astron., II. 
Ser. 7, 92—96 und deutsche Zusammenfassg. 97 (1952) [Kroatisch]. 

Jedes Apollonische Problem der Ebene kann durch stereographische Projektion in ein 
Apollonisches Problem der Kugel übergeführt werden. Als Endergebnis wird erhalten: Das. 
Apollonische Problem hat im allgemeinen acht Lösungen. Um eine von diesen zu erhalten, muß 
man den Orthogonalkreis der gegebenen Kreise und die Chordale desselben mit einem der ge- 
gebenen Kreise aufsuchen. Der Schnittpunkt dieser Chordale mit einer Ähnlichkeitsachse 
liefert den Berührungspunkt des gesuchten Kreises mit dem gegebenen, womit dann sofort einer: 
der gesuchten Kreise erhalten wird. Autoreferat. 

Purushotham, S.: Principal axes and planes of a quadric for any number of 
dimensions. Math. Student 20, 80—82 (1952). 


Baliah, Rani: The general conie in oblique co-ordinates. Math. Student 20, 
77—80 (1952). 

Uhler, Horace S.: Sequel to the note on the parabola. Scripta math. 18, 35 —38. 
1952). 
Verf. leitet in elementar-analytisch-geometrischer Weise eine Reihe von Sätzen 
bezüglich der Parabel her. Diese Sätze sind jedoch nichts anderes als Spezialisierun- 
gen des Satzes von der Invarianz des Doppelverhältnisses von vier Punkten auf einem 
Kegelschnitt. E. M. Bruins. 


e Campedelli, Luigi: Esercitazioni complementari di geometria. A cura del 
A. Barlotti. Padova: CEDAM 1952. VIII, 382 p. L. 2900. 


Der Erkenntnis folgend, daß jede Theorie erst dann Leben gewinnt, wenn sie durch Bei- 
spiele und Anwendungen mit anschaulichem Inhalt erfüllt wird, fügt Verf. nunmehr auch dem 
dritten, der Kurven- und Flächentheorie gewidmeten Bande seiner ‚Vorlesungen über Geometrie“ 
einen eigenen Übungsband hinzu. Dieser stellt eine methodisch geordnete Sammlung von unge- 
künstelten Aufgaben samt ausführlichen Auflösungen dar, wobei jeder Abschnitt zunächst mit. 
einer gründlichen Rekapitulation der einschlägigen Begriffe und Lehrsätze eingeleitet wird. — 
Der I. Teil, der etwa vier Fünftel des Buches ausmacht, ist den ebenen Kurven gewidmet. Be- 
handelt wird das Verhalten in regulären und besonders eingehend in singulären Punkten, 
ferner die analytische Bestimmung von Kurven als geometrischen Örtern und Einhüllenden;, 
ein Kapitel bezieht sich auf das Chaslessche Korrespondenzprinzip, ein weiteres geht auf lineare 
und quadratische Transformationen ein, die hauptsächlich zur Analyse mehrfacher Punkte 
herangezogen werden. Nach kurzer Betrachtung rationaler Kurven und linearer Kurvensysteme 
wird zum Schluß die zeichnerische Wiedergabe gleichungsmäßig gegebener Linien erörtert.. 
Beim Durcharbeiten dieses I. Teiles lernt der Leser eine stattliche Zahl der speziellen, eigene 
Namen besitzenden Kurven kennen. — Der II. Teil des Buches ist den krummen Flächen und 
Raumkurven vorbehalten, weist jedoch wesentlich geringeren Umfang auf und bietet daher 
auch weniger Übungsmaterial. Er beschränkt sich im großen und ganzen auf die Diskussion 
des Verhaltens in einfachen und mehrfachen Punkten, die Bestimmung geometrischer Orter 
und eine flüchtige Betrachtung von Regelflächen und rationalen Flächen. — Grundsätzlich 
wird durchaus nicht eine möglichst hohe Zahl von Aufgaben angestrebt, vielmehr wird das Ge- 
wicht auf deren gründliche Behandlung gelegt. Die ausführlichen Erläuterungen und die häufig 
eingeflochtenen Bemerkungen lösen denn auch beim Studierenden wohl alle Unklarheiten rest- 
los auf und lassen damit das Buch als ausgezeichneten Vorbereitungsbehelf etwa für die Lehr- 
amtsprüfung erscheinen, dessen Brauchbarkeit durch die angeschlossenen Stichwort-, Glei- 
chungs- und Namensverzeichnisse noch gesteigert wird. Daß der Stoff vorwiegend nach der 
Seite der algebraischen Geometrie hin ausgerichtet ist, wird im Hinblick auf das Erscheinungs- 
land nicht wundernehmen; wenn die differentialgeometrische Seite dabei offensichtlich etwas. 
zu kurz kommt, so muß dies wohl in der Absicht des Verf. gelegen haben. W. Wunderlich. 
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- Ladopoulos, P. D.: Sur la mötrique des courbes algebriques. Acad. roy. 
Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 38, 469—477 (1952). 

Ausführliche Darstellung (mit Beweisen) der in dies. Zbl. 43, 360 referierten 
gleichbetitelten Note des Verf. K. Strubecker. 

Godeaux, Lucien: Sur quelques transformees rationnelles d’une conique. 
Mathesis 61, 80—84 (1952): 

Etude des courbes ,= u 223 Aı=0 (ii=1,23,3; i+1=3,3,1). 
Pour p=2, on a quatre droites formant un quadrilatere @ dont le triangle de 
reference T est le diagonal ; les coniques inscrites a Q sont autopolaires par rapport 
a T. Si p=3 ona une f, avec 9 cuspides 3 & 3 sur les cöt6s de T', la tangente en 
ces points passant par le sommet oppose de T. Le faisceau f, + m(x 2 23)? — 0 
est un faisceau d’Halphen ; la courbe est enveloppe de quatre familles de cubiques 
dont trois ont six points-base sur deux cötes de 7‘, la derniere n’a pas de points-base. 
Si p=2q la fse d&compose en quatre courbes d’ordre q enveloppes de 39 — 2 
familles de courbes d’ordre 4q. SSp=2qg+1lafa6g+3 cuspids 2q-+1& 
2g-+1 surles eötes de T, les tangentes en un de ces points y ont un contact d’ordre 
2qg +1 et passent par le sommet oppos& de T. La f est l’enveloppe de3g +1 
familles de courbes d’ordre 29+1;sig=3n+-L1,le faisceau f+ m(x, %2,)*"??—=0 
est form& de courbes ayant aux cuspides de f des tacnodes particuliers. B. d’Orgeval. 

Müller, Hans Robert: Über die Hüllkurven monofokaler Kegelschnitte. Math. 

Nachr. 7, 289—292 (1952). 
Die Frage nach den Hüllkurven einer ebenen Schar monofokaler Kegelschnitte 
(gemeinsamer Brennpunkt F), die die feste Hauptachsenlänge 2a besitzen, und 
durch einen festen Punkt P hindurchgehen, wurde mit verschiedenen Methoden von 
O. Emersleben (dies. Zbl. 35, 97), Th. Pöschl (Einführung in die analytische 
Mechanik, Karlsruhe 1949, 24—26 ; dies. Zbl. 31, 421) und K. Strubecker (dies. 
Zbl. 42, 150) behandelt. Diese Hüllkurven sind wiederum Kegelschnitte mit den 
Brennpunkten F und P. Ähnlich wie Ref. gewinnt Verf. die diesbezüglichen Sätze 
durch räumliche Methoden mit darstellend-geometrischen Mitteln. Die Kegel- 
schnitte der Schar werden dabei als direkte ebene Schnitte mit Drehkegeln auf- 
gefaßt. Zum Beweis werden lediglich einige Überlegungen projektiver Natur und 
der elementare Brennpunktsatz von Dandelin herangezogen. K. Strubecker. 

e Charrueau, Andr&: Complexes lineaires, faisceaux de complexes lineaires. 
Suites et cycles de complexes lineaires conjugues. (M&morial des Sciences Math6- 
matiques. Fase. CXX.) Paris: Gauthier-Villars 1952. 83p. 

In einer Reihe früherer Arbeiten (dies. Zbl. 34, 244; 35, 368) hat sich Verf. 
mit verschiedenen Eigenschaften eines Büschels linearer Strahlenkomplexe be- 
schäftigt, die hier mit Entwicklung aller Rechnungen systematisch dargestellt 
werden. Im ersten Teil findet man, analytisch behandelt, die grundlegenden Eigen- 
schaften eines linearen Strahlenkomplexes; es wird auch der für den zweiten Teil 
nötige Formelapparat vorbereitet. Der zweite Teil ist den Büscheln linearer Strahlen- 
komplexe gewidmet. Der wichtigste Teil ist die Untersuchung der Reihen linearer 
Strahlenkomplexe, die von zwei gegebenen Komplexen C/;, C', definiert werden ; 
eine solche Reihe enthält zunächst C, und C',, dann den in bezug auf C, polaren 
Komplex 0, von O,, dann den in bezug auf CO, polaren Komplex von (,, usw. Jede 
Reihe gehört einem Komplexbüschel an. Schließt sich die Reihe, so spricht Verf. 
von einem Zykel linearer Strahlenkomplexe. Die betrachteten Komplexe können 
entweder reell oder auch imaginär sein. E. Togliatti. 

Burau, Werner: Grundmannigfaltigkeiten, ihre Dualitätstheorie und Funda- 
mentalkorrelationen. Arch. der Math. 3, 130—136 (1952). 

Verf. sagt, daß eine „Grundmannigfaltigkeit“ F, mit d Dimensionen eines 
Raumes P,, die durch die Kollineationen einer Gruppe @ transitiv in sich trans- 
formiert wird, eine Fundamentalkorrelation K besitzt, wenn eine Korrelation K 
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existiert, die mit allen Kollineationen der Gruppe @ vertauschbar ist ; die Beziehungen 


zwischen Punkt von F, und korrelativ zugeordneter Hyperebene von FR, werden 
dann durch die Kollineationen von @ nicht zerstört. Die Gruppe @ soll so beschaffen 


sein, daß ihre Kollineationen keinen linearen Teilraum von P, invariant lassen; 


die Korrelation K ist dann eindeutig bestimmt und involutorisch. Die ersten Bei- 
spiele von Grundmannigfaltigkeiten F, die eine Fundamentalkorrelation zulassen, 
sind die Kegelschnitte, die Quadriken, die Hyperquadriken und die rationalen 
Normkurven. Es werden hier einige weitere Beispiele angegeben: Die Graßmannsche 
G(k, (k — 1)/2) gehört der betrachteten Art von Mannigfaltigkeiten für jedes un- 
gerade k an; und K ist eine Polarität oder ein Nullsystem, je nachdem (k — 1)/2 
ungerade oder gerade ist [diese Eigenschaft findet sich schon bei C.Segre, 
Ann. Mat. pura appl., III. Ser. 27, 75—123 (1918) Fußnote 6) zum $4.]; keine 
‚andere Graßmannsche @(k, h) besitzt die gewünschte Eigenschaft. Die F,, die die 
Gruppen von m ineinanderliegenden Räumen $,, Sa, - - Sam (0 <a, <a, <::- 
<a, <k) eines Raumes S, abbildet, besitzt eine Fundamentalkorrelation nur, 
wenn q,=k-—a,„_,— 1 ist; als besonderer Fall erhält man die F, aller Hyper- 
ebenenelemente des Raumes $,. Es folgen noch einige andere Beispiele. 
E. Togliatti. 


Algehraische Geometrie: 


e Centre Belge de Recherches Math6matiques: Deuxiöme Colloque de G6o- 
metrie algebrique. (Tenu & Liege les 9, 10, 11 et 12 juin 1952). Liege: Georges 
Thone: Paris: Masson et Cie., 1952. 243 p. 375 fr. belges, 2625 {r. francais. 

Die Arbeiten dieses Tagungsberichts werden im Zbl. einzeln besprochen; der Bericht wird 
unter der Abkürzung ‚Üentre Belge Rech. math. 2°me Colloque Ge&om. algebrique, Liege, 
du 9 an 12 juin 1952“ geführt. 

Cartan, Henri: Extension du theor&eme des ‚‚chaines de syzygies“. Rend. 


Mat. e Appl., V. Ser. 11, 156—166 (1952). 

Der bekannte Satz von Hilbert über die Endlichkeit der Syzygienketten (vgl. Ref., dies. 
Zbl. 31, 201) kann, wie Verf. zeigt, in einem viel allgemeineren Rahmen bewiesen werden. Die 
Folge der Syzygienmoduln kann nämlich topologisch als eine „exakte Gruppenfolge‘‘ gedeutet 
werden: ---—> Pr, > F,ı1>:':'>F,>M-0, wo M der gegebene graduierte Modul (H- 
Ideal) ist, während F, freie Moduln sind; F, ist homomorph auf einen Untermodul M, von F;_, 
abgebildet, der seinerseits bei dem folgenden Homomorphismus in das Nullelement von F,_, 
übergeht. Auf diese Weise ist ein „Randoperator‘“ d definiert, der dd = 0 erfüllt. Die Folge 
ist „azyklisch‘‘, weil die Homologiemoduln sämtlich null sind mit Ausnahme des letzten, der 
mit M identisch ist. Für den Hilbertschen Satz ist zu beweisen, daß der Kern der Homomorphie 
FF, F,_, eine freie Gruppe ist. Mit Benützung seiner eigenen Untersuchungen (dies. Zbl. 
35, 246), derjenigen von S. Eilenberg und Saunders McLane (dies. Zbl. 29, 340—341; 39, 
257) und von Koszul [Centre Belge Rech. math., Colloque Topologie, Bruxelles, du 5 au 
8 juin 1950, 73—81 (1951)], wo zum ersten Mal auf den Zusammenhang dieser topologischen 
Entwicklungen mit der Syzygientheorie hingewiesen wurde, zeigt Verf. daß unter gewissen 
Voraussetzungen die Existenz einer exakten Folge: 0> M„—> > M,>M-—0 mit sich 
zieht, daß bei jeder weiteren exakten Folge M„1 > Ma >> M > M—0 der Kern 
des Homomorphismus M„_. — M„_, eine freie Gruppe ist. Daraus leitet Verf. den Hilbert- 
schen Satz ab im gewöhnlichen Fall, sowie im Ring der formalen, bzw. der konvergenten 
Potenzreihen in n Variablen. — Jedoch ist das weitergehende Resultat der Syzygientheorie, 
daß die Dimension des H-Ideals M auch eine untere Schranke für das Abbrechen der 
Syzygienkette liefert, hier noch nicht verallgemeinert worden. Das Erscheinen einer ausführ- 
lichen Arbeit über dieses Thema von Verf. und S. Eilenberg ist angekündigt. 


W.Gröbner. 
Rosenlicht, Maxwell: Equivalence relations on algebraice eurves. Ann. of 
Math., II. Ser. 56, 169—191 (1952). 


The author has developed the geometric-arithmetical extension of the classical theory of 
equivalence relations of divisors in algebraic function-field of one variable for a projective model 
with singularities defined over arbitrary field k. Let © be an algebraic curve in an n-dim. 


projective space, (Yy Yıs + + -» Yn) its generic point, K = 2(&, ee 7: PotüsiPai ansatz of 
() 0 
points of C including all singular points of C. The semi-local ring 0 =0r,N NM vr, has 
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been taken on the base, where o>; is the localringof k[yy - : -, Yn] at P;, and the points P,,..., P, 
called the places of vo. Let X, ® be divisors of K,if B—W= (f) and fEo, then we denote 
AB. The equivalence relation WB is defined to be Y>B and B>X(i.e. fis 
a unit of o). Further & (X) = {f|f € 0, v(f) > —v (X) for all valuations vof K},r(W) = dim „L. (N), 
d(X) the degree of A. The author has proved that there exists as in classical case an integer 
7 (vo-genus) with dA) r W<m—1 for any divisor X prime to the places of vo, and there 
exists such X for wbich the equality holds. And the v-index of speciality is defined i(A) = r (A) — 
AA) +r—1. The v-repartition and o-differentials has been defined analogous as in Che- 
valley (Introduction to the theory of algebraic functions of one variable) excluding the places 
of v. And it has been proved that s(W) is the number of k-linearly independent o-differentials 
that are multiples of X. The o-differentials without poles outside the places of vo are called of 
the first kind. Their dim. over k is x. Any v-differential is the sum of an o-differential of 
first kind and a usual differential without poles at the places of v.. And n=a-+ö, whereg 
is the genus of K and ö= dim ,o/vo, o the integral ciosure of vo. Let E be the integral divisor 
of the least degree such that v, (CE) > — vp(w) for each v-differential w and each place P of o, 
then it corresponds to & the conductor c = 0:9. If Wis prime to the places of ov, it follows 
from dA) >29—2+d(EC) that s(WA) = 0. When k is infinite, then 29 —2 +d(€) is the 
least integer with this property, and in general d(&) < 26, the equality holding if and only if 
the o-differentials form an o-module ofrank 1. Inthe case d(&)=2öitholdsthegeneralized 
Riemann-Rochs formula: r (A) = dX) -— a+1-+r(W/W), where (v) = W E71, W prime 
to the places of 0. The author has discussed further the behaviour under ground field extension 
of the quantities described above, and generalized the results to the case when C is reducible. — 
At the last section he has studied the case d(C) = 26 precisely. He has remarked that, if 
C isirreducibleand acompleteintersection then any local ring of it satisfies d(C) = 26. This 
is a generalization of a recent result of Gorenstein for a plane curve. (See this Zbl. 46, 385.) 
Assume now k be algebraically closed, and let ,,..., ©, be a k-basis of o-differentials of first 
kind and ©’ be the curve for which (1, ©,/®,, - . ., ®2/®,) is the generic point. If © is not bi- 
rationally equivalent to C’, O is called as in classical case quasihyperelliptic, and then 
d(&) = 26. In the other case the birational correspondence between Ü and Ü’ is regular on C’, 
and biregular if and only if d(C) = 26. Y. Akizuki. 


Purcell, Edwin J.: Noninvolutorial Cremona transformations in [n]. Proc. Amer. 
math. Soc. 3, 335—347 (1952). 


On considere dans un espace & n dimensions S, m espaces lineaires SU, 
S®%,...,S®) de dimensions r,ry,...r,„ tels que deux espaces consecutifs aient 
un point commun, deux espaces non cons6&cutifs ne se rencontrant pas. Dans chacun 
de ces espaces S(, on considere r, r&ciprocit6s et la correspondance entre les points 
homologues dans celles-ci. On suppose de plus que les coefficients de ces r&ciprocites 
dependent des coordonnees des points des — l espaces SU),..., SÜW=1 precedents. 
L’A. obtient ainsi une correspondance birationnelle qu’il &tudie. L. Godeauz. 


Turri, Tullio: A proposito dell’inesistenza di trasformazioni involutorie che 
laseino invariato un 00° sistema di eubiche. Rend. Sem. Fac. Sei. Univ. Cagliari 
21, 4—6 (1952). 

L’A. tente de d&montrer qu’il n’existe pas d’involution de Geiser particuliere 
transformant en soi le systeme des cubiques planes passant par six points [efr. 
Godeaux, Rend. Sem. Fac. Sci. Univ. Cagliari, Vol. 21,1—3 (1951)]. L’A. a oublie 
qu’un point uni isol&e d’une involution du second ordre appartenant ä une surface 
algebrique et en particulier & un plan est un point uni parfait:& une courbe passant 
par le point uni correspond une courbe touchant la premiere au point uni [efr. 
Severi, Atti Ist. Veneto 67, 409—419 (1908)]. L. Godeaux. 

Dedö, Modesto: Sulle condizioni di regolaritä di una trasformazione analitica 
di De Jonquieres. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 7, 108—110 (1952). 

Dans une note anterieure [Boll. Un. mat. Ital. III. Ser. 4, 353—359 (1949)], 
’A. a considere un faisceau de rayons sur chacun desquels une homographie est 
definie par trois couples de points marques par trois couples de courbes unisecantes 
des rayons; il obtient ainsi la transformation de Jonquieres. Il &tudie actuellement 
la transformation analytique obtenue en remplagant les courbes par un couple de 
branches lin&aires et par un couple de branches superlineaires du second ordre. Il 
determine.les conditions de r&gularite. L. Godeaux. 
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Godeaux, Lucien: Sur quelques involutions rationnelles appartenant ä une 
surface algebrique. II. Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 38, 426—436 
(1952). 

Pour la Ie Pte. v. ce Zbl. 46, 391. La surface Sa,x,2,,=0 (i=1,2,3,4, 
+1 = 2,3,4, 1) est conservee par l’homographie H (1, e, e32, e3!), e®’—=1, qui deter- 
mine sur la surface une involution d’ordre 37 avec quatre points unis. L’&tude mainte- 
nant classique de la structure de ces points unis permet de döterminer parmi les 
courbes canoniques de F celles qui sont images de courbes canoniques de la surface 
F’ image de l’involution. Or ni ces courbes ni les images des bicanoniques de F’ 
n’existent; l’involution consideree est done rationnelle. On peut voir direectement 
que les quadriques 2,23 +tx,%, = 0 conservees par H de&coupent sur F des 
courbes de genre 36 ; elles sont images de courbes appartenantä& un faisceau de F’, et 
la formule de Zeuthen montre que ces courbes de F’ sont rationnelles. 


B. d’Orgeval. 


Godeaux, Lucien: Sur quelques points de diramation de seconde espöce et de 
troisitme categorie d’une surface multiple. Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sci., 
V. Ser. 38, 755—765 (1952). 

A l’aide de sa methode maintenant classique d’&tude de la structure d’un point 
de diramation isol&e sur une surface multiple, l’A. considere le point correspondant & 
un point uni de 3° cat6gorie sur la surface image d’une involution eyclique d’ordre 37 
n’ayant que des points unis isoles, points correspondants aux valeurs 29 et 23, 
conduisant & l’etude du systeme 1+29m =0, m +231=0 (mod. 37). Un tel 
point de diramation est quadruple, le cöne tangent est form& de quatre plans s,, t,, 
tg, Sg, f, coupe s| et t, selon des droites, t, et s, se coupent selon une droite sur laquelle 
existe un point double biplanaire infiniment voisin du point de diramation. 


B. d’Orgeval. 


Galafassi, Vittorio Emanuele: Sulle falde delle rigate astratte reali. Rivista 
Mat. Univ. Parma 3, 65—73 (1952). 

Extension, au cas d’une surface regl&e abstraite (surface admettant un faisceau 
de courbes rationnelles) reelle de genre p quelconque, du resultat de Comessatti 
pour les surfaces rationnelles reelles d’apres lequel le nombre des nappes peut de- 
passer tout entier N. La methode suivie consiste en former des faisceaux de coniques 
contenant un nombre suffisant de coniques degenerees. Des bornes sup£rieures 
pour le nombre des nappes des surfaces en question sont donn6es en fonction de 
V’invariant relatif de Zeuthen-Segre. @G. Ancochea. 

Conforto, Fabio e Francesco Gherardelli: Classificazione delle superficie ellittiche 
con un fascio ellittico di eurve di genere tre. Ann. Mat. pura appl., IV. Ser. 33, 
273—351 (1952). 


Gli AA. dividono la ricerca accennata nel titolo in tre parti: a) La determinazione dei 
casi aritmeticamente possibili, tenuto conto di noti rapporti fra i caratteri 9, qg(= p, +1); 
il genere r delle curve C del fascio ellittico {C} di una superficie ellittica F, n-secante le curve K 
del fascio {K} di traiettorie del gruppo continuo completo ellitico di t. b. (transformazioni bira- 
zionali) di Fin se, il numero t di curve multiple de {X} e le relative molteplicitä Ss}, Sg, . . », Sı. — 
Si dimostra che per x= 3 il genere geometrico p, puö avere soltanto i valori 9, = 0,1,2,3. 
Per ciascun dei due casi p, = 2,3 si presenta una sola possibilitä; una superficie di determinante 
n=?2et= (, ed il prodotto di una curva ellittica per un’altra di genere tre, risp. Invece per 
2, = 0 si ottengono ventitr& possibilits e per 2,—= 1 sei, con 2<n< 24 (essendovi delle 
lacune fra questi interi). b) Per agevolare la discussione si studiano le curve di genere tre con 
un gruppo di t. b: (non necessariamente completo) ciclico o abeliano a base due, particolareg- 
giando classiche ricerche sui gruppi di omografie che possono mutare in se una quartica piana 
canonica. Si distingue naturalmente il caso particolare che la quartica sia iperellittica. c) Usu- 
fruendo da a), b) si costruiscono i modelli effettivamente esistenti di superficie ellittiche F con 
un fascio ellittico di curve di genere tre, permezzo della rappresentazione n-pla di F sul prodotto 
di una curva ellittica per un’altra di genere p,. La discussione, molto minuta, mette bene in 
rilievo che pern > 3 la classificazione delle superficie ellittiche con un fascio ellittico di curve di 
genere z si presenta nel suo aspetto piü generale, mentre il caso speciale in cui codeste curve sono 
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iperellittiche & piüı vicino a quelli consideratida Enriques (Le superficie algebriche, Bologna 
1950, questo Zbl. 36, 371) eCampedelli (questo Zbl. 12,122). Sisignalano ancora l’esistenza di 
famiglie di superficie birazionalmente distinte con glistessi caratteri aritmetici, che provvengono da 
irrazionalitä nei coefficienti di una curva variabile nella rappresentazione multipla a 

Matsusaka, Teruhisa: On a generating curve of an Abelian variety. Natur. 
Sci. Rep. Ochanomizu Univ. 3, 1—4 (1952). 

Let V be a Variety and f a function defined on V with values in an Abelian 
Variety A; A is said to be generated by V when there is a certain numbers of simple 
Points P,...„ P, on V such that f(P,) ++ f(P,) is a generic Point of A 
over a common field of definition k for V, fand A. The author proves that when 
A is generated by V, A is generated by a general Curve generic over k (section of V 
by a generic linear Variety over k). The author assumes that V is normal but other- 
wise arbitrary. This is the abstract analogue of the theorem: any 1-cycle of a non- 
singular algebraic surface F is homologous to a 1-cycle of a general Curve generie over 
a field of definition for F. The proof is made in the same idea with the Severi’s 
for the above theorem. J. Igusa. 

Turri, Tullio: Sopra sostituzioni unimodulari involutorie relative a tabelle di 
periodi di integrali abeliani reali. Rend. Sem. Fac. Sci. Univ. Cagliari 21, 7—10 
(1952). 

Ist ® die Riemannsche Matrix der Perioden der einfachen Integrale erster 
Gattung auf einer reellen algebraischen Mannigfaltigkeit, so ist © =owÄA (@ die 

‚komplex konjugierte der Matrix &, o nicht singuläre Matrix, A unimodular), d.h. 
daß die Matrix » äquivalent ihrer komplex-konjugierten & ist. Sind die Integrale 
auf der Mannigfaltigkeit geeignet gewählt, so darf man sogar o gleich der Einheits- 
matrix annehmen ;und dann ist = w A. Im Falle der reellen algebraischen Kurven, 
unter der Voraussetzung, daßweine der kanonischen Formen habe, die von Weichold- 
Klein bzw. für orthosymmetrische, diasymmetrische und für Kurven ohne reelle 
Züge angegeben wurden, bestimmt Verf. explizit die Form .der Matrix A. 

F. Conforto. 

Zariski, Oscar: Complete linear systems on normal varietes and a generalization 

of a lemma of Enriques-Severi. Ann. of Math. 55, 552—592 (1952). 


This paper, consisting of three parts, opens a way to the generalization of the Riemann- 
Roch theorem for higher dimensional varieties — an outstanding problem in algebraie geometry. 
In Part I the author developes the necessary preliminary material on complete linear systems on 
normal varieties. Among others the following theorems are used in the subsequent parts: 1) The 
linear system L,, of hypersurface sections of order m of an absolutely normal variety V" is complete 
for m sufficiently large. 2) The general member (', of L, is again an absolutely normal variety. 
[Cf. the author: Proc. Internat. Congr. Math. 2, 77—89 (1950); 4. Norma} varieties.] He also 
defines the trace Trc,„, N of the linear system N on ('„ under certain conditions. The main part 
of the paper seems to be the next part where an important lemma is proved under the title of 
„the generalized lemma of Enriques-Severi“. It reads as follows: The trace Trc,„, N of any 
complete linear system N on ('„ is also complete when m is large enough with respect to N. 
This lemma plays the same röle for higher dimensional varieties as the wellknown lemma of 


Severifor surfaces. The general case isreduced easily to the apparently simpler case where Nitself 


is the complete linear system of hypersurface sections. However this case is essential and the 
proof is not short and somewhat complicated. Part III is „formal“ in comparison with the 
previous part. The author defined the arithmetic genus p, (D) of an arbitrary divisor D of an 
absolutely normal variety V”. It has the same properties as the arithmetic genus of the ‚re- 
ducible variety“, butit depends on the ambient variety in general. This concept is applied among 
others toward the derivation of a very simple and compact expression of the dimension of com- 
plete linear systems of the form |D + C„|, where D is an arbitrary divisor on V" and m is suf- 
ficiently large with respect to D. [Reviewer’s note: In this and the similar formulae it seems 
natural to use x,.(D)=1+ (—1)"p;(D) instead of p,(D). This depends on the fact that 
Xa(D) corresponds to the topological characteristic of Euler-Poincare as we see in the recent 
papers of K.Kodaira.] He also considers the r-ple differential ® on V" and defines the cano- 


nical cycle K of V" as the divisor (w) of w. He then defines the trace Tre, ® of won C,„ with 


respect to a uniformizing parameter t of O,„ and proves a relation between (Teen &) and (w). 
[Reviewer’s note: It seems natural to replace the trace of w by the „‚residue“ of w, which does 
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not depend on £.] This result has the consequence that the divisor (K + O,): O0, on O,„ is the 
canonical cycle of C,„. Except some fragmental but suggestive remarks the paper is concluded 
by the proof of the Riemann-Roch theorem for normal surfaces, which can be generalized im- 
mediately for higher dimensional varieties. It seems that the paper is not only interesting but 
also important for the future developement of algebraic geometry. Jun-ichi Igusa. 


Vektor- und Tensorrechnung: 


Papy, Georges: Sur V’irreductibilit6 de certains sous-espaces des algebres ext6- 
rieures. Acad. roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 38, 295—310 (1952). 

Soit V un espace vectoriel sur un corps de caracteristique quelconque; soit 
A l’algebre exterieure definie sur V et soit A, le sous-espace de A constitue des 
p-vecteurs de A, p=1,2,.... Chacun des A, est invariant et irr&ductible pour 
le groupe lineaire general. Soit 2n la dimension de V et soit H le bivecteur de rang 
2n: H=u At RR A%t+t'''+%N 9; YA. determine la plus grande 
sous-algebre de A dont tout element est fixe pour tout automorphisme de H 
(groupe symplectique). Elle est engendree par les „puissances röduites“ de H: 
Beer Heu +. Ta Ho > & 0% N &p*::. .Finalement, si la 
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caracteristique est nulle, l’A. &tablit que l’espace des classes de AJ,p=1,2,...,n 
modulo H est invariant et irreductible pour le groupe symplectique. Th. Lepage. 
Mullen, Earle B.: A new vector identity and physical application. Amer. J. 
Phys. 20, 453—454 (1952). 
Backes, F.: Sur un th6or&me d’analyse vectorielle. Mathesis 61, 87—89 (1952). 
Für die Vektordifferentialgleichung divv =0 hat Jacobi die allgemeine 
Lösung vd = grad U x grad V gegeben (x = Vektorprodukt). Ausgehend von zwei 
unabhängigen Integralen 9, und d, der Gleichung v -grad® = 0 gibt Verf. die 
Lösung v =) grad d, x grad d.. R. W. Weitzenböck. 
Lotze, A.: Zur vektoriellen Deutung Pfaffscher Formen und der mit ihnen 
verbundenen Operationen in der Differentialgeometrie. J.-Ber. Deutsch. Math.- 
Verein. 56, 21—26 (1952). 
Quelques notions classiques de g&ome6trie riemannienne. P. Dedecker. 
Bereis, R.: Die Fernpolstellung der ebenen Bewegung. Österreich. Ingenieur- 


Arch. 6, 246—255 (1952). 

Im Anschluß an eine frühere Arbeit (dies. Zbl. 43,154), in der die Theorie der kontinuier- 
lichen ebenen Bewegungen unter Verwendung komplexer Zahlen aufgebaut wurde, untersucht 
Verf. hier den als ‚‚Fernpolstellung‘‘ bezeichneten Bewegungsfall, wo der Momentanpol ein 
Fernpunkt ist. Wie schon früher A. Winkler (Beiträge zur Theorie der ebenen Bewegung 
starrer ebener Systeme unter Benutzung der höheren Rückkehr- und Wendepole, Diss. Techn. 
Hochschule Dresden 1919), hatte Verf. a.a.O. gezeigt, daß man jeden ebenen Bewegungs- 
vorgang beherrscht, wenn man in jedem Augenblick seine Polkette P,, P,, P;,... kennt. 
Analog leitet er hier für eine Fernpolstellung eine Folge von Quasipolen Q,, Q,, Q3, . . . her, 
die jedoch nicht parameterinvariant definiert, also nicht geometrisch invariant erklärt ist. 


Gleichwohl leistet sie theoretisch und konstruktiv alles Gewünschte. Ist z=a(p) + Le” die 
komplexe Darstellung der Bewegung und durch = y(r) der Drehwinkel 9 als beliebige Funk- 
tion des Parameters 7 dargestellt, so kennzeichnet @’ = dp/dr= 0 eine Fernpolstellung, 2’ = a’ 
den zugehörigen (nach dem 1. Quasipol Q, weisenden) Bahntangentenvektor und 2” = a’ 
(@—a)p'i=0 den 2. Quasipol Q,, für den sich so die komplexe Darstellung 9, = a + a” ip’ 
ergibt. Es fallen also bei Fernstellung die Endpunkte aller mit 1/9” multiplizierten, rechtwinkelig 
geschwenkten,in den Feldpunkten z angehefteten zweiten Ableitungsvektoren im 2. Quasipol Q, 
zusammen: z +2” i/p'"’ = q,. Analoge Eigenschaften folgen für die durch 2’ =0, 2" = 0 
usw. definierten 3., 4., usw. Quasipole Q,, Q, usw. Es gelingt dann leicht, verschiedene bekannte 
und einige neue Sätze über die Fernpolstellung der ebenen Bewegung auf komplexem Wege her- 
zuleiten, die sich mit dem Orte der Wendepunkte, der Affinnormalen der Punkte eines Polstrahls, 
der Scheitel, der Stellen mit stationärer Schmiegparabel, der Punkte mit stationärem Schmieg- 
kegelschnitt befassen. Zur Illustration dieser Sätze dient die zentrische Schubkurbelbewegung. 
K. Strubecker. 
Beth, Hermann. J. E.: Sur une classe de syst&mes plans & deux paramödtres. 


Bull. Sci. math., II. Ser. 76), 51—57 (1952). 
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Ein flächenläufig bewegtes ebenes System M, gestattet von jeder Ausgangs- 
lage aus oo! infinitesimale Bewegungen M,, deren Drehpole (Momentanzentren) auf 
einer Geraden d liegen. Im allgemeinen besitzen diese Geraden d in der Gang- 
wie Rastebene gleiche Dichte. Verschwindet diese jedoch im besonderen, bilden 
also die Geraden d jeweils eine eingliedrige Schar, so liegt ein zerlegbarer Bewegungs- 
vorgang M# vor. Ist eine Gerade t der Gangebene ständig Tangente an die Bahn- 
kurve eines ihrer Punkte P, so bezeichnet Verf. diese Kurve als Richtungskurve 
oder Leitkurve (courbe de direction). Ein Bewegungsvorgang M, besitzt für jeden 
Punkt und für jede Richtung eine eingliedrige Schar solcher Kurt — Verf. unter- 
sucht nun für Systeme M, und M# sowohl den Ort der Punkte, für welche die Krüm- 
mung der Leitkurven fest ist, als auch den Ort der zugehörigen Krümmungsmittel- 
punkte; hierbei ergeben sich zwei Fälle verschiedenen Verhaltens. Auch die Lage 
der Leitkurven zu den Grenzkurven des Bewegungsvorgangs wird betrachtet. 
Schließlich wird jeder Lage der Gangebene ein räumlicher Bildpunkt zugeordnet 
und das Bild eines M# untersucht. H. R. Müller. 

Room, T. G.: The composition of rotations in Euclidean threespace. Amer. 
math. Monthly 59, 688—692 (1952). 

e Zinoyev, V. A.: Räumliche Mechanismen mit niedrigsten Paaren. Kine- 
matische Analyse und Synthese. Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch- 
theoretische Literatur 1952. 4318. R. 12,40 [Russisch]. 


Differentialgeometrie in Euklidischen Räumen: 


Hartman, Philip and Aurel Wintner: On geodesie torsions and parabolie and 
asymptotie curves. Amer. J. Math. 74, 607—625 (1952). 

In the light of the remark, already stated by the Authors in previous papers, 
that the natural assumption in the differential geometry of surfaces is that they 
have a parametrization of class C? (since assumptions of a higher degree of diffe- 
rentiability usually have no geometrical significiance), in the present paper they 
consider various questions centering about the notions of geodesic torsion of a 
curve and parabolie (locus of parabolic points) and asymptotic curves. For instance 
the following theorem is proved. Between the three assumptions: a) Lis a asym- 


ptotie curve, b) L is a line of curvature, c) L is a parabolic curve, there are the 


following relationships: 1. conditions a) and b) imply c); 2. conditions a) and c) 
imply b); 3. conditions b) and c) do not imply a); 4. conditions a), b), c) are all 
satisfied if and only if L is a plane curve along which the tangent plane to the surface 
does not vary. Some properties of the intersection curve of a surface with the 
plane tangent at a hyperbolic point are considered in detail, correcting a theorem 
of van Kampen (this Zbl. 22, 395). A direct proof is given of the formulas of 
Bonnet and Beltrami referring to the curvature and torsion of the curves on a 


surface tangent to an asymptotic direction, with detailed specification of the smooth- 


ness assumptions on which they are based. L. A. Santalo. 


Efimov, N, V.: Einige Sätze über Starrheit und Unyerhiesbnena]E Uspechi 
mat. Nauk 7, x 5 (51), 215—224 (1952) [Russisch]. 


T=t+ = 230 sei eine analytische Verbiegung von r. Dann gilt für alle ; 


dy da) + I dz® dz=® — 0. Verf. behandelt diese Gleichungen mit dem vom 
Ref. angegebenen Ansatz ($S) gW) = 5 yB x di +9 x dr. Er definiert: 
t heißt starr von i-ter Stufe, wenn aus den ö ersten Gleichungen von (8) folgt, daß 
y® ein konstanter Vektor ist. Aus Starrheit 1. Stufe folgt endliche analytische 
Unverbiegbarkeit. Das ist lange bekannt. Verf. führt eine Untersuchung von ($) 
durch für die Fälle, daß Starrheit 2. bzw. Starrheit 3. Stufe von r nachgewiesen 
ist. In genauerer Ausarbeitung eines früher von ihm gegebenen Beweises zeigt er: 
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Auch aus Starrheit 2. Stufe allein folgt endliche Unverbiegbarkeit. Dagegen be- 
nötigt er bei Starrheit 3. Stufe die folgende Nebenbedingung: Alle y(!) lassen sich 
aus einem in der Form C yD + a mit konstantem Ü und konstantem Vektor a 
darstellen. Sind beide Voraussetzungen erfüllt, so besteht auch hier endliche Un- 
verbiegbarkeit. Der Satz wird auf Gleitverbiegungen von Kugelkalotten angewandt, 
bei denen die 1. Stufe von Liebmann, die 2. und die Unmöglichkeit der 3. vom Ref. 
angegeben wurden. Dem Ref. ist es allerdings zweifelhaft, ob die angegebene Neben- 


bedingung hier erfüllt ist. E. Rembs. 
Rembs, Eduard: Zur Verbiegung von Flächen im Großen. Math. Z. 56, 271— 
279 (1952). 


1. Im Anschluß an seine und seiner Tochter Arbeiten (dies. Zbl. 38, 355; 42, 158) gibt Verf. 
zuerst zwei Beispiele von Biegungsflächen des abgeplatteten Drehellipsoids, die auch zeichnerisch 
durch ihre Schnitte mit der (x, y)-Ebene und (x, 2)-Ebene dargestellt werden. Das erste Beispiel 
stellt das Endresultat einer Verbiegung des (ganzen!) abgeplatteten Drehellipsoids mit Gerad- 
streckung eines Aquatorbogens dar, der dann auf der Biegungsfläche ein singuläres Geraden- 
stück wird. Das zweite Beispiel ist eine geschlossene Fläche mit Rückkehrkante, die aus einem 
gewissen symmetrischen zweieckigen Ausschnitt des abgeplatteten Ellipsoids durch mechanische 
Verbiegung entsteht. — 2. Es wird gezeigt, daß der einfache Beweis von G. Herglotz (dies. 
Zbl. 28, 94) für die Kongruenz isometrischer Eiflächen auch für offene konvexe Flächen mit 
ebenen parabolischen Rändern gültig bleibt. Vgl. dazu auch J.J. Stoker, dies. Zbl. 38, 336. 
Die Starrheit dieser Flächen hat Verf. schon früher in S.-Ber. Deutsch. Akad. Wiss. Berlin, 
math.-naturw. Kl. 1930, 123—133 nachgewiesen. — 3. St. Cohn-Vossen (dessen Andenken 
die vorliegende Abhandlung gewidmet ist) hat gezeigt [Math. Ann. 102, 10—29 (1929)], wie man 
aus Rotationseiflächen, die ja starr sind, durch Anbringen einer beliebig kleinen Rinne unstarre 
geschlossene Flächen bilden kann. Bei diesen verbiegbaren Flächen Cohn-Vossens bestand zwar 
noch Stetigkeit der zweiten Ableitungen, also der Krümmungen, aber nicht mehr der höheren 
Ableitungen. Man könnte denken, daß die Unstarrheit eine Folge dieser Unstetigkeit der höheren 
Ableitungen wäre. Daß dem nicht so ist, zeigt Verf., indem er Beispiele geschlossener analyti- 
scher und durchweg regulärer Flächen angibt, die unstarr sind. Als Meridiane solcher Flächen 
sind Kurven der Schar (r? +22)? +2c(r—z22)=1-—2c? mit 4 <c?<} geeignet, die 
Drehflächen mit Taille erzeugen, unter denen abzählbar unendlich viele unstarre nachgewiesen 
werden. Das Ergebnis steht, wie Verf. bemerkt, noch in Widerspruch zu der Dissertation von 
F. Rubin (‚Zur Deformation singularitätenfreier Flächen“, Zürich 1950), in der die Starrheit 
aller geschlossenen analytischen regulären und flachpunktfreien Flächen vom Geschlecht 0 
behauptet wird. Übrigens hat schon St. Cohn-Vossen [Uspechi mat. Nauk 1, 33—76 (1936] 
behauptet (ohne Beweis), daß nichtstarre geschlossene analytische Flächen unter den Parallel- 
flächen aller jener analytischen geschlossenen Drehflächen vom Geschlecht 0 existieren, die eine 
Zone mit negativer Gaußscher Krümmung haben. — 4. W. Süss hatte die Frage aufgeworfen, 
ob eine durchwegs konvexe Flächenkalotte mit zylindrischer Randkurve (Normalenbild der 
Randkurve ist Großkreis der Bildkugel) so verbogen werden kann, daß die Randkurve zylindrisch 
bleibt. Verf. zeigt, daß diese Kalotten notwendig starr sind. K. Strubecker. 

Berezina, L. Ja.: Uber die mittlere Enveloppe einer Normalenkongruenz. 
Uspechi mat. Nauk 7, Nr. 3, 121—122 (1952) [Russisch]. 

Es werden die folgenden Sätze bewiesen: I. Bei einer Normalenkongruenz r 
ist der Abstand des Strahlzentrums vom Berührpunkt P der Strahlenmittelebene 
mit ihrer Einhüllenden gleich dem Produkt aus der halben Brenndistanz mit dem 
Tangens des Winkels, den der Strahl r mit der Normalen der Mittelfläche bildet. 
II. Die Ebene [r P] und die Ebene, welche r mit der Schnittgeraden der Mittel- 
ebene von r und der Tangentenebene an die Mittelfläche verbindet, liegen sym- 
metrisch zur Winkelhalbierenden . der beiden Brennebenen von r. Die Beweise 
stützen sich auf Formeln der Arbeit von S. D. Rossinskij [Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 41, Nr. 2 (1943)] und benützen das dort eingeführte mit dem Strahl r 
verbundene Dreibein. _ | K. Strubecker. 

Berezina, L. Ja.: Über ein Paar von aufeinander abwickelbaren Flächen mit 
konstantem Abstand zwischen entsprechenden Punkten. Uspechi mat. Nauk 7, 
Nr. 3 (49), 123—124 (1952) [Russisch]. 

Wenn man auf jedem Strahl r einer isotropen Kongruenz (r) nach beiden Seiten vom 
Zentralpunkt M aus denselben beliebigen Abstand e abträgt, erhält man Paare von Punkten 


M,, M,, die zwei aufeinander abwickelbaren Flächen (M,), (M,) angehören. Umgekehrt, wenn 
ein Paar aufeinander abwickelbarer Flächen mit konstantem Abstand zwischen den entspre- 
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chenden Punkten existiert, so bilden die Verbindungsgeraden r dieser Punktepaare eine iso- 
trope Kongruenz. Anschließend an dieses Ergebnis von 8. P. Finiko y (Theorie der Kongruenzen, 
Gostechizdat 1950) beweist Verf. die folgenden drei Sätze: 1. Die Ebenen, die durch den Strahl r 
und die Normalen an die Flächen (M,) in den Punkten M,(K = 1, 2) gehen, sind symmetrisch 
angeordnet zur Verbindungsebene von r mit der Normalen der Mittenfläche (M) von (r). — 2. Die 
Normalen an die Flächen (M;) in den Punkten M; bilden gleiche Winkel mit dem Strahl r. 
— 3, Für jede Fläche (M,), die zur isotropen Kongruenz (r) adjungiert ist, gilt die Beziehung 
igı =tgı-cosa, wo ı’ der Winkel zwischen dem Strahl r und der Normalen an (M,) im 
Punkte M; ist, ı der Winkel zwischen dem Strahl r und der Normalen an die Mittenfläche (M), 
& der Winkel zwischen den im Satz 1. genannten Ebenen. K. Strubecker. 
Berezina, L. Ja.: Einige Beziehungen über zweiseitig stratifizierbare Paare 
von Kongruenzen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 86, 5—6 (1952) [Russisch]. 
Es werden vier unabhängige algebraische Beziehungen angegeben, die für das 
allgemeine zweiseitig schichtbare Linienkongruenzenpaar gelten. Diese Beziehungen 
sind gemeinsam mit dem Satz von S.P. Finikov [Mat. Sbornik 12 (54), 287—314 
(1943)] für die Bestimmung eines zweiseitig schichtbaren Paares auch hinreichend. 
K. Strubecker. 


Differentialgeometrie besonderer Liescher Gruppen: 


Morduchaj-Boltovskoj, D. D.: Über die Krümmung der Raumkurven im 
Lobatevskijschen Raume. Mat. Sbornik, n. Ser. 30 (72), 483—508 (1952) [Russisch]. 

Die Arbeit entwickelt in einem ersten analytischen Teile verschiedene Definitionen 
und Formeln für die Krümmung einer Kurve des dreidimensionalen Lobatschevskijschen Raumes 
sowie die Elemente der Theorie der die Raumkurve begleitenden Torsen, wobei von Ableitungs- 
‚formeln Frenetscher Art mit Absicht nichts gebracht wird. Stellt man die Kurve durch Weier- 
straßsche Koordinaten (x, y, 2, uw) als Funktionen des Bogens s dar, so daß =? + y’? + 2? — 
k2uw?—=1 gilt, so kann die Krümmung der Raumkurve z.B. als Verhältnis des Kontingenz- 
winkels do» benachbarter Normalebenen und des Bogenelementes ds erklärt werden. Es 
entsteht so die „Normalebenenkrümmung“ X, = do/ds = Vz’? + y'?+2?— k2 u": 
Diese ist identisch mit der Krümmung der Projektion der Raumkurve auf die Schmiegebene, 
existiert aber nur, wenn die Normalebenen sich schneiden. Im Gegensatz dazu existiert die 
analog definierte „Tangentenkrümmung“ K, stets, wobei K} = Ka + 1/k2 gilt. Als 
Torsion 7 der Kurve x erhält man 7’ = [rY’Y’r’”]/K7 und für die ganze (Lancretsche) 
Krümmung x die Formel x?= 7T?-+ K?. — In ihrem zweiten synthetischen Teil wird 
dieser Satz von Lancret nochmal hergeleitet, ebenso werden die Grundeigenschaften der be- 
gleitenden Torsen (Tangentenfläche, Normalentorse, rektifizierende Torse) sowie die Haupt- 
normalenfläche, die Schmiegkreise und Schmiegkugeln behandelt. Als Vorbild der Darstellung 
kann dabei das klassische Büchlein von W. Schell, Allgemeine Theorie der Kurven doppelter 


Krümmung (Leipzig-Berlin 1914) angesehen werden. Hauptsächliches methodisches Hilfsmittel 


sind die metrischen Sätze vom dreirechtwinkeligen Viereck. Eine kurze Betrachtung der Theorie 
der Kurven konstanter Krümmung beschließt die Arbeit. K. Strubecker. 


Akivis, M. A.: Ein invarianter Aufbau der Geometrie der Hyperflächen des 
konformen Raumes. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 82, 325—328 (1952) 
[Russisch]. 

Die Elemente des n-dimensionalen konformen Raumes K, sind die homogenen (n + 2)-Tupel 
r= (a, a,...,a”"") (die @°,...,a2”*' sind reell, nicht alle Null), für die die Form (r, 1) = 


— (&%)? + (@)? +++ (a)? > 0 ist. Ist (52) = 0, so heißt x Punkt, andernfalls (Hyper-) 


Kugel. Wir denken uns die Kugeln durch (rt, x) =1 normiert. Die Bewegungen (konformen | 


Transformationen) des K, sind die linearen Transformationen, die die Form (g,x) invariant 
lassen. Die Relation (£, 9) = 0 bedeutet für Punkte: £—= 14, für einen Punkt und eine Kugel 
wird sie als Inzidenz interpretiert und für zwei Kugeln als Orthogonalität. — Verf. betrachtet 
die Hyperflächen $ im Kun d.h. die (n— 1)-parametrigen Punktmannigfaltigkeiten. S werde 
durch den Punkt a, beschrieben. Eine Basis des K, bilden zusammen mit a, ein Punkt An+tır 
verschieden von a, und n linear unabhängige Kugeln a, a, (,j,k=1,...,n—1) durch {N 
und Ay47, also (A 4) = (09 4) = 0; (Ay41 %) = (Ay47, Q,) = 0. Dabei sei a, tangential zu 
S, also (da, a) = 0, und orthogonal zu den a,, also (a,„a,)=0. Ein positiv definiter Fun- 
damentaltensor ist definiert durch g,;= (a,a,). Die Ableitungsgleichungen da, = ofas 
(&ß,y=0,1,...,n + 1) und Integrabilitätsbedingungen 0 = dof — [® 5] führen hiermit 
auf Abhängigkeiten von der Form o# = ,0; da;= a, I; + Bis @r 


: RE %k nn 
[mit da, = da, — 0,,.(0f — 6% @$) (05 — 65 oo]; Aa — Bir od ++ Yıkı ©, USW., 
wodurch die Größen &;,, By Yızrı usw. definiert werden, die wachsende Differentiationsordnung 
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haben. Zusammen mit g,, werden hieraus neue Größen gebildet, die die 8 kennzeichnen und 
eine einfachere geometrische Interpretation gestatten: Zunächst bilden wir a, = 0, — 09,5 
mit a=(n—1)!g”o,. Sodann mit Hilfe von 9, =(n—1)1g” B,.: b,= 9,,a'% B. 
[g‘’’ und a’* sind reziprok zu g,, und a,,] und hiermit: bj; = Bir + 3 {a5 991 — Iran) D*. 
Schließlich mit Hilfe von y,, = (n— 1) 1 gK! yayı: 65 = Yo + aa; — % (9.1 b* 6! — a2) g,, + b,b,. 
9;x Ist apolar zu a,, und b,.,.. Die Größen g,;, @;; dj; C;; genügen Gleichungen, die den Gauß- 
Codazzischen analog sind. Sie bestimmen $ bis auf Bewegungen des X,,. Es folgt die geometrische 
Interpretation: Durch c=aa-+ a, ist die mit Sin a,invariant verknüpfte „zentrale Hyper- 
kugel‘‘ definiert. Sie ist unter allen Schmiegkugeln durch die Eigenschaft charakterisiert, daß 
die Richtungen w‘, in denen sie $ von 2. Ordnung berührt, der Gleichung a,, 0’ @® =(0 ge- 
nügen. Gilt Rg (a,,) =n—1, so haben die c noch eine zweite Einhüllende S’. Der dem Punkt 
Au zugeordnete u, von 8’ ist durch = —Ig,bbH +) +b,—an, + dr 
gegeben. — Es werden dann die Verhältnisse im Fall Rg (a,,) <n—1 studiert. — Eine Zy- 
klide wird durch PB en) (ß=0,...,n + 1) definiert, wobei die «* Punktkoordinaten 
sind. Im allgemeinen gibt es o0°”*" Schmiegzykliden 2. Ordnung und keine 3. Ordnung. Läßt 
sich aber d,,, mit einem geeigneten /? in der Form 


2 
bi = 3 Pe is Ir) — Urs iu! 1? 


schreiben, so gibt es ©o® Schmiegzykliden 3. Ordnung. Für n=3 kann b,,, stets so dargestellt 
werden, im Ä, gibt es also stets Schmiegzykliden 3. Ordnung. — Gilt c,,=c,,, so sind 8 und 8’ 
isometrisch. Gilt c,, = A 9;;, so ist S bis auf eine konforme Transformation eine Minimalfläche 
des hyperbolischen, euklidischen oder elliptischen Raumes, je nachdem A>0, A=0( oder 
), <0 gilt.— Für die Flächentheorieim X, vgl. vor allem W. Blaschke, Differentialgeometrie III, 
Berlin 1929. W. Klingenberg. 


Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Übertragungen: 


Hartman, Philip and Aurel Wintner: On the theory of geodesie fields. Amer. 
J. Math. 74, 626—644 (1952). 


If the coefficients g,, of a positive definite Riemannian metric are not required 
to possess derivatives (i.e. are just assumed continuous) no differential equations 
for the geodesics are available. The geodesice curves must then be defined as the 
curves of minimum length. The authors show, for the case of surfaces, that several 
theorems of the classical theory of geodesics can be extended to this more general 
case. The theorems in question are those of Gauss on orthogonal trajectories of a 
sheaf of geodesics, the existence of normal geodesice coordinates and Beltrami charac- 
terization of the surfaces of constant curvature as geodesice maps of the euclidean 
plane. It would be interesting to compare these results with those of H. Busemann 
(Metrie methods in Finsler spaces, Ann. Math. Studies Nr. 8, Princeton 1942, p. 70) 
with which they are closely related though the methods and points of view are 
different. L. A. Santalo. 

Eisenhart, Luther P.: Generalized Riemann spaces. II. Proc. nat. Acad. Sci. 
USA 38, 505—508 (1952). 

A generalized Riemann space is one with which is associated an asymmetric 
tensor g,,, whose determinant is notidentically zero (see part I, this Zbl. 43, 373). The 
coefficients of an affine conneetion ]; are determined by equations of the form 
gie = Inte + Gin I + Gin where g;j,, denotes ordinary derivative and a,j; & 
tensor which is chosen of different ways. The symmetric part a,,, in the first two 
indices is always chosen so that the symmetrie part 7}; of the connection coincides 
with the Christoffel symbols derived from the symmetric part g,, 0f g,,, The skew- 
symmetrie part is then chosen of different ways and between the corresponding Ti; 
and the given g,, several tensorial relations are obtained. Finally some relations 


are obtained between the curvature tensor derived from the connections /';, TE In 
and I. L. A. Santalo. 
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Reeb, Georges: Vari6t6s sympleetiques, varietes presque-complexes-et systemes 
dynamiques. ©. r. Acad. Sci., Paris 235, 776—778 (1952). 

In dieser Note wird die vom Verf. entwickelte topologische Theorie der kano- 
nischen Gleichungen der Mechanik (dies. Zbl. 45, 43) weiter ausgebaut. Eine fast- 
komplexe Mannigfaltigkeit ist immer von gerader Dimension 2n und besitzt eine 
alternierende quadratische Differentialform vom Rang 2n. Im Gegensatz hierzu defi- 
niert Verf. ein dynamisches System (S.D.) als die Struktur, die auf einer Mannig- 
faltigkeit ungerader Dimension 2n + 1 durch eine alternierende quadratische 
Differentialform vom Rang 2n gegeben wird. Zu jeder fastkomplexen V?* ist 
V?r x Stein S.D. Im kartesischen Raum R?"+1 existiert ein triviales S. D., das 
durch parallele Vektoren gegeben ist. Hieraus folgt, daß eine V?* eine fastkomplexe 
Struktur besitzt, wenn es eine überall reguläre Abbildung von V?* in R?r+1 gibt, 
die überall transversal zum gegebenen Parallelenfeld ist. Nach einem Satz von Hopf 
[Math. Ann. 95, 340—367 (1925)] hat eine überall reguläre Abbildung von V®?* in R’r+! 
diese Rigenschaft, wenn die Eulersche Charakteristik y (V?”) = 0 ist. 

H. Guggenheimer. 

Nasu, Yasuo: On the torse-forming direetions in Finsler spaces. Töhoku 
math: J., II. Ser. 4, 99—102 (1952). 

In this paper, the author generalized a theorem [K. Yano, Proc. Imp. Acad. 
Tokyo 20, 340—345 (1944)] of Riemannian spaces to Finsler spaces. A vector field 
pi(xt,...,x”) is said to be a torse-forming vector field of the Finsler space in con- 
sideration if and only if the development of the vectors which belong to tbe field 
along any curve x°(t) on the tangent space of a point of the curve forms a torse. 
His main result is then stated as follows: In any Finsler space which admits a torse 
forming vector field we can choose a coordinate system such that 


a un a N 
The converse is also true. Sh. Sasaki. 


Allgemeine metrische Geometrie. Konvexe Gebilde; Integralgeometrie: 


Haupt, Otto: Bemerkung zu einem Abbildungssatz von Herrn Bela Sz.-Nagy. 
S.-Ber. math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1951, 147—161 (1952). 

1, Satz: Vor. Es sei St abgeschlossen und kompakt im euklidischen Raum Z,, o innerer 
Punkt von $, © die Einheitssphäre mit o als Zentrum. Beh. Folgende Aussagen sind gleich- 
wertig: (A) Der Rand R($t) von Slist vermöge Zentralprojektion aus o ein-eindeutiges dehnungs- 
beschränktes Bild von ©. (B) Jeder Begrenzungspunkt von $ ist Häufungspunkt gleichzeitig 
voninneren und äußeren Punkten von 8; R($) ist zusammenhängend; in jedem Punkt von R($) 
ist o fremd zum Paratingent von R(8). (C) Mit jedem Punkt X ES, X =# o, liegt die Strecke 
oX in ; in jedem Punkt von R($) ist o fremd zum Paratingent von R(R). 2.Satz: Vor. Es 
sei H ein allgemeiner Hilbertscher Raum, r—= r(X,) eine auf der Einheitssphäre © erklärte 
eindeutige reelle beschränkte Funktion mit positiver unterer Schranke, r*(X,) = 1/r(X,), 
s(X)=r(X,)-X, K(X)=o, wenn X=o, h(X)=r(X,)-X mit X,=X/|X|, wenn 
0<|X|<1. Beh. Die Aussagen ,p ist dehnungsbeschränkt“, = r,r*,s, h sind gleich- 
wertig. Eine untere bzw. obere Dehnungschranke für h als Funktionen der Dehnungsschranke 
von r werden berechnet. Ausführliche Beweise elementären Charakters sind gegeben. Der 
2. Satz bringt Ergänzungen zur Arbeit von St. Vincze und P. Szüsz, dies. Zbl. 44, 377. [Bem. 
des Ref.: (1) Die Begrenzungsbedingung in (B) ist entbehrlich. (2) Eigenschaften (B) und (C) 
sind affin. Die euklidische Metrik im 1. Satz ist irrelevant und kann im Beweise durch irgend- 
welche Minkowskische (= Banachsche) Metrik ersetzt werden. Dagegen benutzt Verf. im Be- 
weise des 2, Satzes bei Ungleichung (4.1) die Euklidizität der Norm. Doch bleibt die 
Dehnungsbeschränktheit beim Übergang zu einer topologisch äquivalenten Norm N (X) erhalten, 
daN(X)/|X| und |X|/N(X), X #0 beschränkt sind. Ohr. Paue. 

Waag, E. J. van der: Sur les ecourbures. I. Indagationes math. 14, 92—103 
= Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 55, 92—103 (1952). 

Cette note et la suivante sur les courbures constituent une continuation de publications 
anterieures (ce Zbl. 39, 389, 390; 44, 189; 46, 157). L’A. poursuit l’etude des fondements de la 
Geometrie Infinitesimale Directe abordee par le rapporteur dans la seconde partie de sa These 
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(Les methodes directes en geometrie differentielle, Actual. sci. industr.,.no. 886, Paris-1941; 
ce Zbl. 27, 136), dont il etend, approfondit et rectifie les resultats. Par definition, une courbe 
euclidienne (orientee) continue et rectifiable k possedant partout dans un voisinage de O une 
tangente ordinaire, admet en O une courbure „elassique‘“‘ — A, lorsque le rapport Aa/As entre 
l’angle Ax des tangentes orientees enO et en P et la longueur As de l’arc OP, a une limite — A 
quand P tend vers O. Si, dans le cas du plan, Ax represente l’angle oriente, As la mesure alge- 
brique de l’arc OP, la courbure ainsi definie est dite „‚signse“. Il ya parallelisme entre la courbure 
classique signee et la derivee seconde classique; la definition au moyen du point caracteristique 
de la normale est applicable. L’exemple de la courbe z= 22 pour 2>(, z=— x? pour 
x < 0 fait aussitöt comprendre le caractere pathologique de la courbure dite classique (non 
signee). Un critere d’existence de cette courbure est donne quand k est reprösentee par y = f(x), 
2=g(x) dans un voisinage de O, l’axe des x &tant la tangente en O. Un ensemble # est dit pos- 
seder au point d’accumulation O une courbure de Alt — x,si la courbure x(P,0,Q) du triplet 
(P,0,Q) tend vers x, quand P et@ tendentsur Z versO. Un critere analytique d’existence de x, 
est donne quand Z a une tangente en O prise comme axe des x. L’interpretation erronde par 
le rapporteur de son ezxemple y—= @2siınz!, z= acer! iz + 0,y=-2-0s 2 —(, 
est rectifiee ainsi: A l’origine O la courbure de Alt n’existe pas, mais la courbure classique existe 
et =]1. (Erratum: Changer 1 en 4, p.100, ligne 8). Chr. Pauc. 


Waag, E. J. van der: Sur les courbures. II. Indagationes math. 14, 104—110 
= Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 55, 104—110 (1952). 

(Continuation de l’analyse pr&cedente.) Le rapporteur avait prötendu qu’une 
condition necessaire et suffisante pour qu’une courbe rectifiable k possödant une 
tangente ordinaire en O, admette en O une courbure de Alt = x,, &tait que le rapport 
Ax/As consider aux points P oü existe la tangente ordinaire, ait une limite = x, 
lorsque PO. L’A. construit l’exemple d’une courbe gauche k admettant en O 
une courbure de Alt pour laquelle le rapport Ax/As n’a pas delimitequand P—O. 
Il montre en outre que l’existence de la courbure x, et du plan osculateur de Alt 
en O impliquent l’existence de la limite de Ax/As et son &galite avec x,. (Remarque 
du rapporteur: La condition ineriminde devient correcte dans le cas du plan si on 
envisage Ax et As algebriquement. Il serait int6ressant de savoir s’il en est ainsi dans 
le cas gen£ral, l’existence du plan osculateur de Alt z, etant postulee, si l’orientation 
de l’angle des tangentes est definie vis-A-vis de , suppose oriente.) L’existence 
d’une courbure de Alt infinie pour une courbe plane k:x = x(t), y= y(t) en un 
point O est etudiee analytiquement. Si k admet en O une courbure de Alt infinie, 
un voisinage de O sur k est une courbe rectifiable pourvu qu’un voisinage de O soit 


depourvu de points multiples. La courbe k: y=1 Vi, @ ts belt, 
A a t, si £<0 possede en O une courbure de Alt infinie, les demi-tangentes 
en O ä droite et & gauche &tant respectivement OY et OX. Chr. Pauc. 


Waag, FE. J. van der: Sur les courbures. II, IV, V. Indagationes math. 14, 
275—286, 287—295, 296-303 (1952) = Nederl. Akad. Wet., Proc., Ser. A 55, 
275—286, 287—295, 296—303 (1952). 


III: Cette note et les deux suivantes representent la conclusion des trayaux de l’A. (voir les 
analyses pr&eedentes) constituant sa These (Analyse comparee des notions fondamentales de la 
gsometrie differentielle des courbes, Amsterdam 1952). Une courbe (orientee) k de l’espace 
euclidien Z, est dite posseder en O une courbure de Gödel = x, lorsque lim x(P',O, P’) = %, 
si, surla courbe, PP <O< P’ etsi les points P’, O et P’ del’espace E, sont distincts (Remarque 
du rapporteur: Une definition precise exige des notations differentes pour les „points sur k“ 
et leurs supports). Si k admet en O (interieur & k) une courbure de Gödel, elle admet en O 


ß Fe 
une tangente; cette tangente est ordinaire s’il existe un voisinage Q’Q’”’ de O sur k tel que les 


u EEE h. S 
arcs (segments) Q’O et OQ’ n’aient que le point O de E, en commun. L’exemple de la courbe 
z=th,y=Rsit>0, 2=—t y=Rsit<0(, montre que la condition suppl&mentaire est 
necessaire (Remarque du rapporteur: Cette condition peut ötre remplacee par la suivante: 


EN FE GREEN 
il n’existe aucun voisinage Q’ Q’’ de O sur k tel que les segments Q’O et OQ’’ de k aient m&me 
support ponctuel). Pour un ensemble Z de E, admettant en O une tangente ordinaire, la courbure 
de Gödel est definie comme la limite, quand elle existe, de la courbure x(P’,O, P’”) quand 
P' et P'' convergent vers O sur E de part et d’autre de O relativement & la tangente. Les deux 
notions de courbure de Gödel sont comparees. Si k admet en O une tangente ordinaire, l’exi- 
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stence du cercle osculateur tangent &equivaut A l’existence du cerele osculateur de Gödel pourvu 
que les rayons des cercles sojient finis et + 0. Un exemple montre que k peut posseder en O 
une courbure de Alt (finie) sans que le plan passant par la tangente en O et un point voisin sur 
k (plan osculateur I) ait une limite. Si un continu C, localement connexe en O, possede en O 
deux plans osculateurs I & droite et & gauche, et une courbure de Gödel = (0 (ce qui implique 
que la tangente en O soit ordinaire), C admet en O un plan osculateur de Gödel. Si un ensemble 
E admet en O une courbure de Gödel (finie) = x, et un plan osculateur x de Gödel, pour toute 
suite regulire de triplets (Pr, O, P?) de points de E convergeant vers O, lim x(P}, 0, P}) = x 
et lim plan (Pr,O, P%) =. Si le continu C admet en O une courbure de Gödel (finie) = x° 
pour toute suite reguliere de triplets (P}„,O, P,,) convergeant vers O, lim x(Pın» ©, Pan) = %o' 

IV: Un exemple montre que ce r6sultat cesse d’ötre vrai si C est un ensemble 
queleonque. Si un continu C est tel que pour toute suite reguliere (P), O, Pr) 
convergeant vers O, lim x (Pl, 0, P}) = x, (fini), la tangente t & CO en O existe, 
la courbure tangente en O existe et est = x,; dans le cas oü t est ordinaire, la 
courbure de Gödel existe et est = %,. 

V: Lacourbe y = x? cos 1 Inz,2= «2sin/—Inz si. <2 She y=0 20 
BU, 47 =82C08 V-In(-2), 2 »eim V-ln(=x) si -—lsz<0(0 admet & 
l’origine une courbure de Menger tandis que le plan osceulateur de Menger n’existe 
pas. Pour une fonction continue y = f(x) definie sur un intervalle, (— &, + e), 
l’existence de la limite (finie) de la difference divisee [%,, %, X; f] quand les 
triplets (X, %g, %) convergent r&gulierement vers 0, implique l’existence de la 
limite quand %,, &,, &, convergent vers (0, assujettis seulement & &tre distinets. Toutes 
les demonstrations sont donne6es explicitement. Chr. Pauc. 

Hjelmslev, Johannes: Ein Satz über monotone Raumkurven im R, mit einer 
Anwendung auf elliptisch und hyperbolisch gekrümmte Ovale. Acta math. 87, 59—82 
(1952). 

Im ersten Teil wird der Beweis für folgenden, schon 1940 veröffentlichten Satz 
gegeben: Es sei P, der projektive n-dimensionale Raum. Unter einer differenzier- 
baren Kurve ( werde verstanden jedes eindeutige stetige Bild der Kreisperipherie 
in den P,, derart, daß in jedem Punkt p von (Ü' der vordere und der hintere v-dimen- 
sionale Halbschmiegraum existiert und daß beide zusammenfallen bzw. eine v-di- 
mensionale Ebene ausfüllen, je nachdem v gerade oder ungerade ist; v =1,...,n. 
Ferner heiße Cim Punkt p€C von n-ter Ordnung, wenn eine hinreichend kleine 
Umgebung von p auf C' mit jeder Hyperebene höchstens n Punkte gemeinsam hat 
(und mit mindestens einer auch genau n Punkte). Ist eine differenzierbare 
Kurve in jedem Punkt von n-ter Ordnung und sind je rn Punkte von © 
linear unabhängig, soist (im Großen von n-ter Ordnung (d.h. C hat mit 
jeder Hyperebene höchstens n Punkte gemeinsam). — Im zweiten Teil wird vor- 
stehender Satz zum Beweise von Sätzen der folgenden Art und ihrer dualen benutzt: 
Es sei K ein Oval im P, und p€e P,— K derart, daß jeder Punkt von K eine Um- 
gebung auf K besitzt, die von jedem durch p gehenden Kegelschnitt in höchstens 
vier Punkten getroffen wird ; dann hat X mit jedem derartigen Kegelschnitt höchstens 
vier Punkte gemeinsam. — Auch die bekannten Ovalsätze von Böhmer, Mohr- 
mann und Carleman werden auf diesem Wege gewonnen. Otto Haupt. 

Bakel’'man, I. Ja.: Glatte Flächen von beschränkter Ausbiegung. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 82, 501—504 (1952) [Russisch]. 

Soit une surface lisse d’&quation 2 = f(x, y) et, dans le plan des x, y, un poly- 
gone P d’aire S(P). On decompose P en triangles A,, Ay. . ., A, de diametre 


dj, dg,...,d,; en designant par T’p cette triangulation, on pose y(Tp) = ar, 3 d? 
i=1 


k 
1 772 4) = MH; A, etant egal & la somme des carr6s des angles que font entre 
= 


elles les normales & la surface aux trois points qui se projettent sur les sommets du 
triangle A,. On designe par u,.(P) la borne superieure des nombres u(Tp) pou 
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toutes les triangulations de P telles que y(T,) <c,etpar u(P)lalimite lim 2 BaB) 
(du 100) 

— dont l’auteur ne demontre d’ailleurs pas l’existence. Par passage & la limite, 
cette quantit& pourra etre definie pour un ensemble ouvert, puis un ensemble borelien 
quelconque situ& sur la surface; on l’appellera le ‚‚plissement‘“ de l’ensemble et l’on 
en deduira la notion de „surface & plissement borne“. Cette notion permet & l’A. 
d’enoncer 9 th&oremes, dont quelques-uns sont relatifs A l’approximation d’une 
surface & plissement born& par certaines suites de polyedres et d’autres göneralisent 
les proprietes classiques de la courbure et de la representation spherique. L’A. 
etablit le lien avec les r6sultats d’A. D. Aleksandrov sur la geome6trie interne des 
surfaces; p.ex. toute surface lisse & plissement born& est une variete & courbure 
born&e. F. Fiala. 

Finzi, Arrigo: Sur les conditions de validit& du th&or&me de Liouville. Bull. 
Sci. math., II. Ser. 765, 110—112 (1952). 

Le th&oreme de Liouville affirme que toute transformation conforme de l’espace 
euclidien E, & n >23 dimensions x’ = f(&%,, % - - -, %,) transforme les spheres en 
spheres, les fonctions f, etant supposdes posseder des derivees d’ordre superieur au 
premier. L’auteur aborde la gen6ralisation au cas oü les fonctions sont supposdes 
seulement derivables une fois. Son point de d&part est le suivant: Six spheres dont 
chacune est tangente exterieurement & quatre autres et qui sont toutes tangentes 
exterieurement & une septieme sphere, sont tangentes interieurement & une huitieme 
sphere. Il envisage de d&montrer qu’une transformation qui transforme les spheres 
de rayon suffisamment petit en spheres transforme toutes les spheres de l’espace en 
spheres. [Remarque du rapp. — Le probleme ne semble pas pos& sous une forme 
precise. Sous son aspect le plus general une representation conforme dans E, peut 
&tre definie comme une application x’ = f(x) d’un ensemble ouvert OC E, dans 


E, telle que (1) Quels que soient v€ O et la suite x, 2 - - et. de points de O 
distincts de x et convergeant vers x de maniere que la demi-droite d(x, x,) ait 
une limite d, la suite des images f(x), f(x), - - „ f(x,), . . . converge vers f(x) de 


maniere que f(x,) = f(x) pour n suffisamment grand et que la demi-droite d(f(x), 
f(z,)) ait une limite d’ = F(d). (2) Quelles que soient les demi-droites d, et d, 
issues d’un m&me point de O, angle (d,, d,) = angle (F(d,), F(d,))|-. Chr. Pauc. 

Anderson, R. D. and V. L. Klee jr.: Convex functions and upper semi-conti- 
nuous collections. Duke math. J. 19, 349—357 (1952). 

Let f be a convex positive function defined on the convex domain D, of Eueli- 
dean n-space E*. The graph of f can be regarded as a subset of E* x El = Ekr+l 
and for each x€ D, let Q, be the set of all ye E, for which the foot of (y, 0) on f 
is (x, f(x)) [given a point pand a set X, a foot of pon X is a point g& X such that 
d(p,g) <d(p, x), d = distance, whenever EX]. The collection of all Q, (ve D,) 
is an upper semi-continuous collection of compact convex sets in E” denoted by 
P, and called the normal projection of f. The collection P, is used to study smooth- 
ness properties of the convex function f as well as of the surfaces of convex bodies. 
The following theorem is proved. Suppose C’ is a convex body in E*+1 and for each 
boundary point x of C let H, be the intersection of all hyperplanes which support 
Catx; fr O <k<n let B, be the set of all x for which dimension 7, < k; then 
B, is the union of countably many compact sets of finite k-dimensional Hausdorff 
measure. Some general theorems about semi-continuous collecetions ot compact 
convex sets are given and application is made to some questions concerning antı- 
podal points of convex bodies. L. A. Santalo. 

Rado, R.: Theorems on the intersection of convex sets of points. J. London 
math. Soc. 27, 320—328 (1952). 

Bekanntlich lassen sich n + 2 Punkte eines n-dimensionalen Raumes (n fest) derart in 


2 Klassen zerlegen, daß die beiden zugehörigen konvexen Hüllen einen nicht leeren Durchschnitt 
haben. Die Arbeit befaßt sich mit folgenden 2 Fragen: 1. Wie groß muß N=N(r) sein, 
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damit sich N Punkte stets derart in r Klassen 8,,..., 8, zerlegen lassen, daß der Durchschnitt 
der konvexen Hüllen H(S}) MN H(S,) #0 ist? 2. Gegeben r Mengen M,,...,M, mit 
nicht leerem Durchschnitt, gesucht r endliche Mengen T,C M, von jeweils |7',| Punkten, derart, 
daß H(T,) +: H(T,) #0 und %|T,| möglichst klein ist. Die erste Frage wird dahin 
beantwortet, daß F(r) = (r—2)2" +n-+2 stets für N ausreicht. Die Abschätzung kann 
in Einzelfällen verschärft werden; nach einer Mitteilung von Mr. und Mrs. A. P. Robertson 
_ an den Verf. gilt N =77 in der Ebene. Bez. der 2. Frage wird nachgewiesen, daß 2 |7,| auf 
fr) =nr +r—n reduziert werden kann, und zwar so, daß die von den Mengen T', aufgespannten 
Räume genau einen gemeinsamen Punkt haben und 26(T,)>1 ist. Hierbei bedeutet 
ö(T,) = 1— (dim T,)-!. Sind A und B abgeschlossene Punktmengen, A beschränkt, und gibt 
es keine A von B trennende Hyperebene, so schneiden sich die konvexen Hüllen. Deshalb gibt 
es endliche Punktmengen SCA, TCB mit S|+|7|<n+2 und H(S)NH(T)=#0. 
Ist ferner für gegebene Zahlen r,s, N=Max(f(r) + F(s), f(s) +F(r)), so kann man aus 
einer beliebigen Menge von N Punkten a< f(r) Punkte als Ecken einer Serie von r Simplexen 
T\,..., T, wählen, die einen gemeinsamen Punkt haben, der zugleich der einzige Schnittpunkt 
der von diesen 7‘, aufgespannten Räume ist, und Zö(T,) > 1. Aus den übrigen N— «> F(s) > 
> f(s) kann man abermals die Ecken für eine 2. Serie von s Simplexen mit entsprechenden 


Eigenschaften wählen. Analoges gilt für k Serien von r,,...,r;, Simplexen, wenn N das Maxi- 
mum der aus f(r}) + f(re) + "+ f(rx-ı) + F(r;) durch Vertauschung der Indices gewonnenen 
Werte ist. F. W. Levi. 


Rado, R.: A theorem on sequences of convex sets. Quart. J. Math., Oxford 
II. Ser. 3, 183—186 (1952). 

Gestützt auf einen Satz von F.P. Ramsey [Proc. London math. Soc., II. Ser. 
30, 264—286 (1930): Sind die r-tupel der natürlichen Zahlen auf endlich viele Klassen 
verteilt, so gibt es eine unendliche Menge von Zahlen, derart, daß die aus ihnen ge- 
bildeten r-tupel alle zur selben Klasse gehören] beweist Verf. folgende Verallgemei- 
nerung des bekannten Hellyschen Satzes: „Es sei S,, S,, ... eine Folge von kon- 
vexen Mengen im n-dimensionalen Euklidischen Raume. Dann existiert eine un- 
endliche Teilfolge 7/,, T,, .... der S, mit folgender Eigenschaft: Entweder je endlich 
viele T, haben einen nicht leeren Durchschnitt (und damit alle 7,, falls diese ab- 
geschlossen sind und irgendeine endliche Teilfamilie einen beschränkten Durchschnitt 
hat) oder es gibt eine positive Zahl k <n, derart, daß die Durchschnitte von m 
Mengen T, leer oder nicht leer sind, je nachdem m >k, oder m<k ist“. An 
einem Beispiel wird gezeigt, daß die zweite Alternative wirklich vorkommt. 

F. W. Levi. 


Kearsley, M. J.: Curves of constant diameter. Math. Gaz. 36, 176—179 (1952). 

Es werden bekannte Sätze bezüglich Kurven konstanter Breite an Sonder- 
fällen verifiziert. L. Fejes Toth. 

Eggleston, H. G. and S. J. Taylor: On the size of equilateral triangles which 
may be inscribed in curves of constant width. J. London math. Soc. 27, 438—448 
(1952). 

y sei eine Kurve der konstanten Breite 1, s die Seitenlänge eines ihr einbe- 
schriebenen gleichseitigen Dreiecks, ss = Mins, s, = Maxs für eine Kurve ya 


Betrachtet man alle y, so ist Max s, = ıy3 und wird erreicht für den Kreis, 
Min s, =! » 0,8534, wobei Z die Seitenlänge des gleichseitigen Dreiecks ist, das 
einem „eircular pentagon‘“‘ (bestehend aus Kreisbögen über den Seiten eines regel- 
mäßigen Fünfecks, analog dem Reuleaux-Dreieck) so einbeschrieben ist, daß eine 
Ecke des Dreiecks in einer Ecke des Fünfecks liegt. Der Beweis erfordert (natur- 
gemäß) einige mühsame elementare Konstruktionen und Fallunterscheidungen. 
H.Gericke. 

Dirac, G. A.: Ovals with equichordal points. J. London math. Soc. 27, 429 — 
437 (1952). 

Die vom Verf. behandelte Frage nach der konvexen Figur mit 2 Speichen- 
punkten (oder 2 Punkten konstanter Sehnen) stammt schon von W. Blaschke, 
H. Rothe und R. Weitzenböck [Aufgabe 552 im Arch. d. Math. u. Phys. 27, 82 
(1918)]. Sie ist bis heute ungelöst. Die hier mitgeteilten Untersuchungen sind im 
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wesentlichen vom Ref. schon früher [Töhoku math. J. 25, 86—98 (1925)], unter 
allgemeineren Voraussetzungen, veröffentlicht worden. Unter der Voraussetzung 
der Existenz wird mit teilweise anderen Methoden gezeigt, daß ein Eibereich mit 
2 Speichenpunkten R, S zu diesen doppelt-symmetrisch sein muß, daß er in jedem 
Randpunkt eine eindeutig bestimmte Stützgerade hat und daß der Radiusvektor 
von R zum Rande von seinem auf der Halbgeraden R S gelegenen Maximum stark 
monoton zu dem entgegengesetzt gerichteten Minimum fällt. Verf. deutet die Er- 
gebnisse dahin, daß die Existenz der betrachteten Figur unwahrscheinlich sei. 
W. Süss. 


Sholander, Marlow: On certain minimum problems in the theory of convex 
curves. Trans. Amer. math. Soc. 73, 139—173 (1952). 

Es seien F Flächeninhalt, Z Umfang, D Durchmesser, 4 Dicke eines ebenen Eibereiches. 
Verf. bestimmt die Eibereiche mit minimalem F unter allen Bereichen mit gegebenen Werten 
für (a) D und A, (b) Z und A. Teilergebnisse stammen von T. Kubota [Sci. Reports Töhoku 
Imp. Univ., I. Ser. 12, 45—65 (1923) und Math. Z. 20, 264—266 (1924)], H. Lebesgue [Bull. 
Soc. math. France 42, C. R. 72—76 (1914) und J. Math. pur. appl., VIII. Ser. 4, 67—96 (1921)], 
S. Kawai (dies. Zbl. 5, 177),M. Yamanouti (dies. Zbl. 6, 125). Die Lösungen beider Probleme 
(a) und (b) in den bisher noch unerledigten Fällen — 0 <A <D< 24/3"? bei (a) und 
0 <nÄA<L< 2431? bei (b) — liefert dieselbe Figur, die .‚gleichseitiger Yamanouti triarc“ 
genannt wird: Mindestens eine Höhe des gleichseitigen Dreiecks RST sei < A, seine Seiten 
mindestens A; K, sei der kleinere Kreisbogen zwischen RS und RT des Kreises vom Radius A 
um R, K,, K, analog; dann ist die genannte Figur die konvexe Hülle des Dreiecks RST und der 
8 Bogen K,, Ks, Kr; für sieist D=RS=ST= TR. Neu dürften die dabei gewonnenen 
scharfen Ungleichungen sein: 2F > 3DA — 3\?D2, 2F > n A2 — 3\?D2, 6F > 4423? — LA, 
6F > LA. — Für die bisher auch nur teilweise gelöste Frage nach der Figur mit kleinstem F 
bei gegebenem Werten für L und D werden einige Angaben gemacht und eine mit triares zu- 
sammenhängende Vermutung begründet. W.Süss. 


Waerden, B. L. van der: Punkte auf der Kugel. Drei Zusätze. Math. Ann. 
125, 213—222 (1952). 
Es bedeute R den Radius der kleinsten Kugel, auf der N Punkte mit Mindest- 


abstand Eins Platz haben. Es wird gezeigt, daß 4R? < a N +3 (> 2) +3 a) ) 


Ferner werden die vermutlich günstigsten I für N = 20,42 und 122, 
sowie eine vereinfachte Behandlung des durch Schütte und van der Waerden 
(dies. Zbl. 42, 166) vorher gelösten Falles N = 7 angegeben. L. Fejes Toth. 

Hadwiger, H.: Einlagerung kongruenter Kugeln in eine Kugel. Elemente 
Math. 7, 97—103 (1952). 

Es sei N (R) die Maximalzahl der Einheitskugeln, die in eine Kugel vom Radius R 
eingelagert werden können. Es wird gezeigt, daß die maximale Einlagerungsdichte 
N(R)/R? > 1/8 ausfällt und daß die Konstante 1/8 nicht durch eine größere ersetzt 
werden kann. Als Nebenergebnis stellt sich heraus, daß in der kleinsten Kugel, in 
die 5 Einheitskugeln eingelagert werden können, zugleich 6 Einheitskugeln Platz 
haben. Der Radius dieser Kugel beträgt 1 + y 2. Es ist zu beachten, daß eine analoge 
Erscheinung auch bei der Einlagerung von 5 und 6 unter sich kongruenten Kreisen 
auf eine Kugelfläche eintritt. L. Fejes Toöth. 

Ohmann, D.: Ungleichungen zwischen den Quermaßintegralen beschränkter 
Punktmengen. I. Math. Ann. 124, 265—276 (1952). 


Ist g(£) > 0 für alle Einheitsvektoren £ des R, definiert, so nennt Verf. dendurch&x< g(£) 
erklärten konvexen Bereich R, den Rumpfkörper von g(E). Ist g*(£) die Stützfunktion von 


R,, so nennt er a g*(E) do, das K-Integral von g, dw, ist dabei das Oberflächenelement der 


Einheitskugel 2, R,. — Die Quermaßintegrale W,(A) eines konvexen Körpers A in R, 
lassen sich nach Kubota mittels Rekursion nach n erklären durch 


W,(A4) = 


[Wnld; &) do,, 


N ng 
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wenn noch für jedes n>1 gesetzt wird W„(A) =v„ = Volumen von 2, W,(A) = 
— M,„(4A) = Volumen von A. W,.,(4;£) ist dabei das (n — 1)-dimensionale Quermaß- 
integral der Projektion von A in Richtung & auf eine zu & senkrechte Hyperebene. Diese Defi- 
nition läßt sich auf beliebige beschränkte Punktmengen verallgemeinern, wenn man untere 
Lebesgue-Integrale verwendet und für M,„ das äußere Lebesguesche Maß nimmt, man erhält 
so die äußeren Quermaßintegrale und bei Verwendung des inneren Maßes m, ebenso die inneren 
Quermaßintegrale w, (A). Benutzt man statt des Lebesgue-Integrals K-Integrale, so erhält 
man die äußeren und inneren Quermaß-K-Integrale W*(A) bzw. w*X (A); esist ws < w,, W3< W,. 
— Verf. beweist für beliebige beschränkte A die Ungleichungen w#? 2 va ma ?, Wi" ZA MY, 
sie sind Verallgemeinerungen bekannter scharfer Ungleichungen für konvexe Körper, darunter für 
p = 1 die isoperimetrische. Der Beweis erfolgt induktiv nach n, indem man für abgeschlossene | 
A das Verhalten von ® = „„’!"») w*r/("-» _ M,„ untersucht beiAbwandlungen von A, die 
Verf. „Verkürzungen“ nennt, für konvexe A kommen sie hinaus auf die Bildung von Parallel- 
körpern nach innen in bezug auf eine Strecke als Eichbereich. Ist A(&/r) die Verkürzung von 
A um rin der Richtung £, so gilt hierbei 


5 n—p f & 
wa -wr(A(7))27? j® (A4(-):2)@. 
für p = 0 steht hier das Gleichheitszeijchen. Die Behauptung folgt daraus, das ® beliebig wenig 
zunimmt, wenn man A durch endlich viele genügend kleine geeignete Verkürzungsschritte auf 
eine Menge vom Maß 0 reduziert: für letztere ist ®> 0. Die Verallgemeinerung auf beliebige 
Mengen geschieht mittels eines für K-Integrale leicht beweisbaren Approximationssatzes: A 
wird durch abgeschlossene Mengen angenähert. — Für p =1 folgt, da für die Minkowskische 
Oberfläche O sich leicht O> n W, zeigen läßt, die isoperimetrische Ungleichung für beliebige 
beschränkte Punktmengen. GE Bo 

Blaschke, Wilhelm: Zur Integralgeometrie. Rend. Circ. mat. Palermo, II. 
Ser. 1, 108—110 (1952). 

General considerations about the kinematic fundamental formula of the In- 
tegral Geometry, with indication of possible generalizations and complements. 

L. A. Santalo. 

Owens, O0. G.: The integral geometry definition of arc length for two-dimen- 
sional Finsler spaces. Trans. Amer. math. Soc. 73, 198—210 (1952). 

Für zweidimensionale Finslerräume — definiert durch die Maßbestimmung 
ds = F(x, y, dx, dy) — untersucht Verf. ein integralgeometrisches Theorem, welches 
Legendre im euklidischen Raum bewiesen hat. Eine Kurve C* heiße zulässig, 
wenn sie regulär, geschlossen, doppelpunktfrei und extremal-konvex ist. Dabei 
bedeutet extremale Konvexität, daß C* lokal auf einer Seite jeder geodätischen 
Tangente liegt. Der Finslerraum erfülle nun folgende Voraussetzungen: (a) F de- 
finiere ein reguläres Variationsproblem. (b) Die Geodätischen besitzen eine ‚Feld- 
eigenschaft‘“. Dann gilt das Theorem: Werden die Geodätischen durch passende 
Parameter O, p dargestellt und bezeichnet D die Menge aller (0, p), deren zugehörige 
Geodätische C* schneidet, so existiert eine Berührungstransformation (x, y, dx, dy)— 
(0, p, dO, dp) und eine Dichtefunktion o (0, p), so daß für eine zulässige Kurve O*, 
die im Großen extremal-konvex ist, gilt 


Im ersten Teil der Arbeit gibt Verf. für die Finslerräume mit geradlinigen Geodäti- 
schen einen Beweis dieses Satzes von E. Hopf wieder. Im zweiten Teil beweist 
Verf. den eben formulierten allgemeinen Satz. Dabei ergibt sich auch eine Verall- 
gemeinerung der integralgeometrischen Gleichung für den Fall, daß C* nicht not- 
wendig im Großen extremal-konvex ist. Zum Schluß wird die Relation für den 
Spezialfall der hyperbolischen und elliptischen Ebene explizit aufgeschrieben. 

W. Barthel. 


Topologie: 


e Sierpinski, Waclaw: General topology. Transl. by €. Cecilia Krieger. (Mathe- 
matical expositions, No.7) Toronto: University of Toronto Press 1952. XII, 290 p. $6,—. 
Dieses nach dem polnischen Manuskript übersetzte Buch ist dem Aufbau und dem Inhalt 
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nach im wesentlichen eine neue Auflage der bekannten ‚‚Introduction to General Topology 
(Toronto 1934, dies. Zbl.9,232—233), aberim Vergleich mit diesem sind die Materialien reichlicher 
und die Darstellung ist ausführlicher und faßlicher. — Die Sätze und die neu eingeführten Gegen- 
stände sind oft mit lehrreichen Beispielen und Gegenbeispielen gut erläutert, was in den ein- 
leitenden Kapiteln besonders willkommen sein dürfte, wo die Anfänger noch nicht ganz mit 
dem abstrakten Denken vertraut gemacht sind. Hier und da ist eine Menge interessanter 
Probleme als Übung oder als Ergänzung zum Texte mit oder ohne Lösungen zusammengestellt; 
schwierigere Sätze und Beispiele sind aber meistens nur angedeutet, und es wird auf Original- 
arbeiten hingewiesen. — Abweichend von ‚Introduction‘ fängt das Buch an mit Kapitel I: 
Frechet (V) spaces, wo jedem Element a der Menge (d.h. des Raumes) K eine Teilmenge V, 
von K als Umgebung zugeordnet wird. Die Theorie des (V)Raumes ist hier ziemlich weit 
entwickelt (S.3—37). Dann kommen Kapitel II: Topological spaces, d.h. die T,-Räume 
(S. 38—-57), Kapitel III: Topological spaces with a countable basis (S. 58—71), Kapitel IV: 
Hausdorff topological spaces satisfying the first axiom of countability. (S. 72—89) und 
Kapitel V: Normal topological spaces (S. 90—97). Diesen vorbereitenden Kapiteln schließen 
sich zwei große Kapitel VI: Metric spaces (S. 98—185) und Kapitel VII: Complete spaces 
(S. 186—255) an mit dem von ‚Introduction‘ übernommenen Anhang (S. 256— 277). In Kapi- 
tel VIsind die überraschenden Resultate von den Zerlegungsgleichheiten angedeutet; die Haus- 
dorffschen P* und Q* sind wie in „Introduction‘“ in diesem Kapitel behandelt. Im abschlie- 
ßenden Kapitel VII wird die Theorie der analytischen und der projektiven Mengen ausführlicher 
als in „Introduction“ entwickelt. H. Terasaka. 


Mamuzic, Zlatko: On sets closed or open relative to a set in Hausdorff’s space. 
Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 4, Nr. 1—2, 25—32 und engl. Zusammenfassg. 33 — 
35 (1952) [Serbo-kroatisch ]. 


Instead of the Hausdorff’s definition of the property to be closed or open in 
a set, the author introduces the property of a set E to be closed (open) relative to a 
set S (both being immerged in a space of Hausdorff) by removing the condition 
E<S. Consequently, E is refered- to be closed relatively to Sif ENSCSE, 
and open relatively to S, provided for each x€ E there is a neighbourhood N (x) 
of x so that N(x) m SC E. The usual properties of the relative openess or closeness 
of sets are proved (in 10 theorems) to hold in the so enlarged sense too; e.g. the 
union (intersection) of any family of sets each of which is closed (open) relatively 
to S is open (closed) relatively to S (Th. 7 and Th. 8). In order that a set be closed 
(open) in S is that it be intersection of S with a set closed (open) relatively to S 
(Th. 9 and 10). G. Kurepa. 


Smirnov, Ju. M.: Abbildungen der Systeme der offenen Mengen. Mat. Sbornik, 
n. Ser. 31 (73), 152—166 (1952) [Russisch]. 

Let X and Y be completely regular spaces. A homomorphism is a mapping p of the class 
of all open subsets of Y into the class of all open subsets of X, such that (0) =(0 and 
9(G@') = Y(G)-p(G') for arbitrary open sets G,@'C Y. A homomorphism @ is said to be 
normalif X = N 9(G;) for every open finite covering Y = $@, such that there are closed 


- ® (7 
sets F,C@, and continuous real functions g, on Y with the property: g,(y) =0 for yEF,, 
(y) =1 for yeY—-G,„ Y= N F,. For instance, each continuous mapping f of X into 


[2 
Y determines a normal homomorphism o: @(@) = f!(G); however, not all normal homomor- 
phisms are this type. Let @ be a homomorphism. If AC Y, then p(A) denotes the intersection 
of all sets g(@) where G is open and ACG. The homomorphism 9 determines a mapping f, of 


the set X, = = CX into Y defined as follows: y=f,(z2) if and only if zeop(y). 
Y 


We have f,' (G) C 9(G) for each open set @C Y. The homomorphism 9 is said to be minimal if 
o(Y —-G) = X —y(G) foreachopenset @ C Y.— The author examines the connexion between 
the homomorphism p and the mapping /,. We quote the fundamental theorems of the paper: 


(I) The mapping I is continuousif andonly if p is normal. (II) Suppose Y is bicompact. X = X 
if and only if pis normal. (III) Suppose Y is bicompact. In order that f,'(@) = p(G) for every 


open set @ C Y (i. e. that @ be determinded by a continuous mapping of X into Y), it is necessary 
and sufficient that 9 be minimal. — The following theorem is an application of the developed 
theory of homomorphisms: (IV) A completely regular space R has two different bicompact 
extensions if and only if there are two closed non-bicompact sets A, BCR and areal function 
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gon Rsuch that g(x) = 0 for z€ A, andg(x) =1 for ze B. (R,is an extension of R if kis 
a dense subspace of R}). R. Sikorski. 

Padmavally, K.: A characterisation of minimally bicompaet spaces. J. Indian 
math. Soc., n. Ser. 16, 63—68 (1952). 

The following results are proved: (1) A space is minimally bieompact provided 
for every limit point ?, of a closed set A a subset Z of A not containing p can be 
found of which p is the sole complete limit point; and (2) the topology of a 
bicompact space R can be weakened (made finer) at only the points of a given 
scattered set A in such a way that the space continues to be bicompact and it is 
minimal bicompact at the points of A (i. e., cannot be weakened further at the 
points of A to give a bicompact topology). But the proof of the converse of result (1) 
is incorreet (the author is publishing the corrections in the same journal). 

A few other minor corrections are: p. 64,1. 2 for „2“ read ‚„‚C“; p. 64,1. 6add ‚of Z“ 


after „complete limit point“; p. 65,1. 6 read descending‘, for „ascending“; p. 66, 1.9 read 
„minimal“ for „maximal“; p.67,1.8 replace „UV“ by „NM“; p. 67, 11.8 and 9 omit „ As 


B>y 
and hence of“. V. S. Krishnan. 
Colmez, Jean: Sur les espaces pr&compaects. ©. r. Acad. Sci., Paris 234, 
1019—1021 (1952). 
This note is the continuation of another one (this Zbl. 44, 195) and mentions 
a few more properties of locally precompact and uniformly locally precompact 
spaces. For instance, a locally precompact space is a Baire space (see N. Bourbaki, 
: Topologie generale, Chapt. IX, p. 73, Paris 1948, this Zbl. 31, 55). Some other 
properties concern the continuous mappings of a locally, or uniformly locally pre- 
compact space into a metric space. — In his previous note, the author had defined 
a measure on a uniformly locally precompact space. In the present one he shows 
how to define a Radon measure in a metric space onto which a uniformly locally 
precompact space is continuously mapped, provided certain conditions are Statisfied. 
He defines also a Haar’s measure on certain locally precompact groups. In this 


connection, the author points out a few unsolved problems. — The last paragraph 
of this note is about the problem of Integration in locally precompact spaces, when 
there is no uniformity. C. Racine. 


Konishi, Isao: On uniform topologies in general spaces. J. math. Soc. Japan 
4, 166—188 (1952). 

L’A. definit une structure uniforme gen6ralisee (generalized uniformity) sur 
un espace topologique comme une famille d’applications qui & tout point de l’espace 
font correspondre un voisinage du point. Il d&montre des proprietes qui gen6ralisent 
celles des structures uniformes et 6tudie aussi & ce nouveau point de vue la com- 
pletion et la compactification des espaces. Il est & remarquer que l’extension des 


espaces au moyen de ce qui gen£ralise les filtres de Cauchy ne conduit & un espace 


complet que si l’on impose des conditions supplömentaires ä l’espace. A. Revuz. 


Kinoshita, Shin’ichi: On essential components of the set of fixed points. Osaka 
math. J. 4, 19—22 (1952). 


Let X be a compaetum and fa continuous mapping of X into itself. A component 
C oftheset A= E [f{x)=x] is said to be an essentiel component of A 


vweX 
if for every neighbourhood U of € there exists a positive e such that for every con- 
tinuous mapping g of X into itself with |f—g| <e there exists in U at least one 
fixed point ofg. X is said to have property F’ifevery continuous mapping of X 
into itself has at least one essential component. It is shown: 1. Every AR-set 
(absolute retract) has property F’, 2. If X is an ANR-set (absolute neighbourhood 
retract) then for every continuous mapping of X into itself, homotopie to a con- 
stant mapping, there exists at least one essential component of the set of fixed 


points. . K. Borsuk. 
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Edrei, Albert: On mappings which do not increase small distances. Proc. 
London math. Soc., III. Ser. 2, 272—278 (1952). 

Local forms of a theorem of Freudenthal and Hurewiez (this Zbl. 13, 283) 
are proved. For instance: if every point of a enumerable compact metrie space is 
a contraction point, than every point is an isometry point. H. Freudenthal. 

Vajnstejn, I. A.: Über eindimensionale Abbildungen. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 83, 175—178 (1952) [Russisch ]. 

Es werden Ergebnisse über dimensionserhöhende Abbildungen, die der Verf. 
früher für nulldimensionale Abbildungen bewiesen hat (vgl. dies. Zbl. 35, 386), 
auf eindimensionale Abbildungen übertragen, wobei jedoch in den Sätzen und 
Formeln einige Abänderungen erforderlich sind. W. Thimm. 

Curtis, M. L. and 6. S. Young: A theorem on dimension. Proc. Amer. math. 
Soc. 3, 159—161 (1952). 

Verff. beweisen: Ein kompakter, metrischer Raum R ist dann und nur dann 
höchstens n-dimensional (im Sinne der mengentheoretischen Dimensionstheorie), 
wenn eine eindeutige, stetige Abbildung f von R in den n-dimensionalen Würfel 7” 
derart existiert, daß für jeden Punkt y € I” die Komponenten von f!(y) einpunktig 
sind („light map‘). @G. Nöbeling. 

Wagner, K.: Bemerkungen zur Dimension des Durchschnitts von Punkt- 
mengen. Arch. der Math. 3, 79—82 (1952). 

Bezeichnungen und Voraussetzungen: P: d-dimensionales (endliches 
oder unendliches) Polyeder. $, (A€ I = [0, 1]): topologische Abbildung von P in 
den n-dimensionalen euklidischen Raum R,(n 2d+1). P=y(P) g=oı(p), 
als Funktion von (p, A) im Produktraum P x I aufgefaßt, in Zeichen g=y (p, A), 
ist stetig und (überall) eineindeutig im kleinen. A: d-dimensionale, abgeschlossene 
Punktmenge des R,. Satz: Die Menge M sämtlicher A€ I, deren P, höchstens 
(d — 1)-dimensionale Durchschnitte mit A haben, ist von zweiter Kategorie. 
Skizze des Beweises: P wird als Vereinigungsmenge von Simplexen S, dar- 
gestellt, deren Folge der Durchmesser gegen Null konvergiert. Der maximale 
Radius f(}) der d-dimensionalen Kugeln, die für wenigstens ein v=1,2,... gleich- 
zeitigin gr !(P;- A) und S, als Teilmenge enthalten sind, ist eine nach oben halb- 
stetige Funktion in I. Der Durchschnitt P;- A ist d-dimensional, wenn und nur 
wenn f(4) >0 ist: Enthält für 7 >0 die abgeschlossene Menge [f(}) Zn] ein 
Intervall V, dann gibt es ein Teilintervall Z von V und ein d-dimensionales Teil- 
simplex 7 derart, daß A die Punktmenge zer =y(T x L) enthält, wobei 


yauf T x L eine Homöomorphie ist. Re Mn Widerspruch zur Voraussetzung 
dim.A=d. folst, daß [f(A) =n] nirgends dicht, mithin D= [f() >0] von 
erster Kategorie, und das Komplement M = I — D von zweiter Kategorie (sogar 
ein Residual} ist. Spezialfälle aus der Hauptschen Theorie der geometri- 
schen Ordnungen : Büschel d-dimensionaler Hyperebenen. System der (n — 1)- 
dimensionalen Sphären mit dem Mittelpunkt »;,: Chr. Pauc. 

Stone, A. H.: Ineidence relations in multicoherent spaces. III. Pacific J. 
Math. 2, 99—126 (1952). 

Vgl. hierzu A.H. Stone, dies. Zbl. 34, 397, 398 und 40, 398. Sei S ein nicht 
leerer, zusammenhängender, lokal zusammenhängender, vollständig normaler 
T,-Raum. Ist A eine beliebige Menge < S und sind €, die Komponenten von 5 — A, 
so werde =D (CH) = c(A) gesetzt. Verf. beweist folgende Verallgemeinerung des 


Satzes von Phragm&n-Brouwer: I.c(A) <b, (A |) + r(S). Weiter seien A,,..., A, 

endlich viele Mengen aus S; die Vereinigung der Dee vonje k(1 sk = n) 

der Mengen A, heiße X,; es werde = (&,)— 3 5(4,) = h(A,.. ., A„) gesetzt. 
k j 


Verf. beweist: II. Sind A,—A, und A,„—A, und ebenso A,n A, und 
las 


164 


S— A, A,) für jedes jund k mit j-+% getrennt und ist kein Punkt in mehr als 
m Mengen A, enthalten, so ist 0 Sh(A,...,A,) S(m— 1)r(S) (zwei Mengen 
heißen getrennt, wenn keine einen Häufungspunkt der anderen enthält). I und II 
sind enthalten in folgendem Satz. III. Voraussetzungen wie bei II: dann ist 


As A) ed) Feet em) EB mar 
Außerdem zahlreiche Nebenresultate. G. Nöbeling. 

Anderson, R. D.: Continuous colleetions of continuous curves in the plane. 
Proc. Amer. math. Soc. 3, 647—657 (1952). 

G denotes a collection of mutually exclusive compact continuous curves in the 
plane which is, with respect to its elements as points, a nondegenerate compact 
closed point set. Typical of the results established are: when the collection G is 
connected then (i) @ is an arc and G* an annulus if all the elements of G are simple 
closed curves, (li) G* contains a 2-cell if G contains no arc as element or contains no 
simple closed curve as element, (iii) @* always contains a 2-cell, [which follows from 
(ii) and the result that in @ both the arcs and the simple elosed curves cannot be 
dense subeolleetions], (iv) G is a hereditary continuous curve with respect to its 
elements as points, such that the closure of the set of emanation points of G is 
totally disconnected. Further any plane hereditary continuous curve the closure 
of whose emanation points is totally disconnected is homeomorphic with a conti- 
nuous collection of ares filling up a plane continuum. V.S. Krishnan. 
Estill, Mary Ellen: A primitive dispersion set of the plane. Duke math. J. 
19, 323—328 (1952). 

Eine bejahende Antwort durch Konstruktion eines Beispieles zum folgenden 
Problem von Wilder (Topology of manifolds, Amer. Math. Soc. Colloqu. Publ. 
Bd. 32, New York 1949, S. 381 ; dies. Zbl. 39, 396) : Gibt es eine primitive Dispersions- 
menge der Ebene E?? (Wenn M eine zusammenhängende Menge ist und D eine 
Teilmenge von M ist derart, daß M — D total unzusammenhängend ist, so heiße D 
eine Dispersionsmenge von M. Wenn überdies keine echte Teilmenge von D Dis- 
persionsmenge von M ist, so heiße D eine primitive Dispersionsmenge von M.) 

H. Terasaka. 

White, Paul A.: Regular convergence in terms of Cech eycles. Ann. of Math., 
II. Ser. 55, 420—432 (1952). 

Vgl. hierzu G.T. Whyburn, dies. Zbl. 12, 250, 321. Verf. studiert die reguläre 
Konvergenz in einem (nicht notwendig metrischen) kompakten, Hausdorffschen 
Raum unter Verwendung von Öechschen Zyklen mit Koeffizienten aus einem be- 
liebigen Körper. Es ergeben sich hierbei Verallgemeinerungen bekannter Theoreme, 
sowie auch ganz neue Sätze [z. B.: Konvergiert eine Folge (A,) abgeschlossener 
Mengen n-regulär, so existiert für jede offene Überdeckung einer Verfeinerung, die 
normal ist bez. r-dimensionaler Zyklen in A, für allesund aller <n]. 

G. Nöbeling. 

Zimmermann, Wolfhart: Stetige Abbildungen topologischer Räume auf end- 
liche abstrakte Komplexe. Math. Z. 56, 296—311 (1952). 

Unter „topologischem Gebilde“ (R, ®) eines topologischen Raumes versteht 
Verf. eine Basis der offenen Mengen von R, die mit zwei Mengen auch ihre Vereini- 
gung und ihren Durchschnitt enthält. Den endlichen Überdeckungen von R (mit 
Mengen aus ®) ordnet man wie üblich Abbildungen auf Komplexe zu. So entsteht 
ein inverses Spektrum mit einem Limesraum L. Ist Rein T,-Raum, so ergibt sich 
eine topologische Einbettung von R in L. Ist ein topologisches Gebilde überhaupt 
Limesgebilde eines inversen Spektrums, so ist es Limesgebilde des soeben definierten. 
Diese Eigenschaft bleibt beim inversen Limesübergang erhalten. Durch gruppen- 
theoretischen Grenzübergang erhält man Homologie- und Kohomologiegruppen, die 
unabhängig von der Wahl von B sind. H. Freudenthal. 
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Färy, Istväan: Sur les anneaux spectraux de certaines classes d’applications. 
I. Gen£ralites. C. r. Acad. Sci., Paris 235, 686—688 (1952). 

On sait que J, Leray a fait correspondre & toute application continue f: X —Y, 
ou X et Y sont localement compacts, une filtration de l’algebre de ecohomologie 
& supports compacts H(X) et une algebre spectrale (ce Zbl. 38, 363). L’A. annonce 
plusieurs Notes sur des applications de cette theorie & divers problemes menant 
a l’etude d’algebres spectrales d’applications qui ne sont pas des projections d’es- 
paces fibres (pratiguement le seul cas consider& auparavant). Cette premiere Note 
resume quelques points de la theorie de Leray, pour fixer des notations. L’algebre 
spectrale est notee (E,), on a E=Lo%, Emı— IP. Bt ou B, (resp. Br), 
est le faisceau qui associe H(f1(S)), (resp. H“(f1(S)), au ferm& SC Y. Enfin 
V’A. introduit les definitions suivantes: Un faisceau ® sur Y est ordinaire dans 
l’ouvert UCY si pour tout CC U compact connexe, suffisamment petit et pour 
tout c€ € ’homomorphisme B(C') — B(c) est sur et a un noyau indöpendant de c; 
le point yE Y est une valeur ordinaire de fsi ® est ordinaire dans un voisinage 
convenable de y, c’est une valeur critique sinon; € X est point ordinaire (resp. 
eritique) de f si f(x) est une valeur ordinaire (resp. eritique) de B. A. Borel. 


Färy, Istvän: Sur les anneaux spectraux de certaines elasses d’applications. 
II. Fonetions numeriques (continues). C. r. Acad. Sci., Paris 235, 780— 782 (1952). 

Nous suivons les notations de l’analyse pr&ecedente. Cette Note ötudie l’algebre 
spectrale d’une application continue f d’un espace localement compact X dans la 
droite reelle R, lorsque la fonction f verifie les deux conditions suivantes: (a) Soit 
F„=f"!(n) et soit («x sf<<P) l’image inverse de l’intervalle [x, 8] ; alors pour 
tout ne R, les ensembles (x <f <P), oü [x, ß] parcourt les voisinages de n, con- 
stituent un systeme fondamental de voisinages de F',. (b) Les valeurs critiques de f 
forment un ensemble discret, soit (y,) avec Y,, <y;- L’A. donne plusieurs defini- 
tions equivalentes de la notion de valeur critique et des proprietes de l’algebre 
spectrale (dans laquelle &videmment E, = E„), par exemple la suivante, ou S,— 
f'(y,) et ou F, est l’image reeiproque d’un point situe entre y, et y,,,: Le terme E, 
contient une sous-algebre *E,, stable pour d,, dans laquelle *El»ı 2%, H«(S,), 
*El»4 u &,H“(F,), et'telleque E, = H(*E,). Pour decrire la variation du faisceau 
B au voisinage de y,,I’A. introduit les modules suivants;oü y,ı <a& <y,;, <ß <Yyyı 
et oü o,, (resp. 05), est ’homomorphisme de H (x <f< P)dans H (F,), (resp. H (F,)), 
transpose de l’inclusion: EH_(y,) = o,„ (noyau de os), TH_(y,) = image de o,, 
et IH_(y,) = H(F,)/[TH_; definitions analogues de EH,, TH,, IH,. A. Borel. 

Sitnikov, K. A.: Über die stetigen Abbildungen der offenen Mengen des Eukli- 
dischen Raumes. Mat. Sbornik, n. Ser. 31 (73), 439—458 (1952) [Russisch]. 

A continuous mapping of an open subset /' of the Euclidean n-dime:- 
sional space R"” into R” is said to be expiring (expiring = satisfying the 
condition of „saryxaHume“) if for every e>0 there exists a ö6>0 such that 
the conditions p(2) =g(x’) and o(x,x') Ze where x,x’EI‘, imply together 
that the distance between x and the boundary /'of I'is > d. The main result of 
the paper is the following one: Let p be an expiring mapping of an open, bounded 
subset /'of R"into R”. Then the set o(/') is open in R* and every group of homology 
of I' (with arbitrarily given coefficients) is isomorphiec to the corresponding group 
of @(I'). — The isomorphism of the homology groups of I’ and of p(I') is proved 
also without the hypothesis that /’is bounded, provided that the condition that 
the mapping p is expiring is replaced by the following one: There exists a point 
?,€]' such that the diameter of the set @"!(x) divided by o(&, p,) converges to 0 


if the distance between the point x€/' and the boundary /' of J'converges to zero, 
or if the distance o(x, p,) diverges to infinity. — As a consequence of this last theorem 
the following result is obtained, which was already proved by the author on another 
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place (K. Sitnikov, this Zbl. 35, 389): If @ is a continuous mapping of R” into 
itself and if there exists a positive x such that for every wE€ R” the diameter of 
p!(x)is <a, then the set p(R*) is open and acyclic in all dimensions. This last 
theorem is a generalization of a theorem by the reviewer (K. Borsuk, this Zbl. 8, 
133). Moreover the paper contains some remarks concerning the isomorphism in- 
duced by p between the intersection-rings, also some remarks concerning the gene- 
ralization of the results obtained on the case when J’is an open subset of an arbi- 
trary manifold. Finally some open problems are stated. K. Borsuk. 


Thimm, Walter: Untersuchungen über Deformationen. Math. Ann. 125, 
19—31 (1952). 


Verf. behandelt sehr allgemeine Deformationsprobleme. Die Arbeit wurde angeregt durch 
Deformationsfragen der Funktionentheorie mehrerer Veränderlichen und der algebraischen Geo- 
metrie. Beispiel: K sei eine algebraische Kurve (aufgefaßt als 2-dimensionale Fläche) in der 
komplex-projektiven Ebene P (aufgefaßt als 4-dimensionale Mannigfaltigkeit). Wie ändert sich 
die Fundamentalgruppe des Außenraumes P— K, wenn K sich in Abhängigkeit von einem 
Parameter stetig ändert? Zu diesem Problem siehe van Kampen, dies. Zbl. 6, 415 und Zariski, 
dies, Zbl. 16, 41. Zur Terminologie: Alle auftretenden Räume sind metrisch. M sei eine Teil- 
menge des Raumes R. I bezeichne das Einheitsintervall O<t<1.Ist f(P,t{) (PEM,tEI, 
f(P,t) € R) eine Deformation von M in R, so werde für jedes {€ I die Menge aller Punkte 
f(P,t) als „Zwischenmenge“ M(t) der Deformation bezeichnet. [M (0) = M, f(P, 0) identische 
Abbildung.] Die Vereinigung aller Zwischenmengen heißt ‚„Verbindungsmenge“. Die Menge 
aller Punkte (f(P, t), t) des cartesischen Produktes R x I werde ‚„Deformationsmenge‘“ genannt. 
Die Deformation f(P,t) heißt isotop, wenn f(P,t) für jedes {€ I ein Homöomorphismus von 
M auf M(t) ist. A sei eine abgeschlossene Menge von R. ECR heißt ‚„Schutzbereich‘ von A, 
wenn AC E und wenn es eine Deformation von R — A auf R — E gibt, deren Verbindungsmenge 
in R—-A liegt und die R—E punktweise festhält. Deformationsaufgabe: Voraus- 
setzungen: Für jedes GE] ist eine abgeschlossene Teilmenge A(t) des Raumes R gegeben. 
M,N kompakte Teilmengen von R— A(0). M (t) [N (t)] sind Zwischenmengen einer isotopen De- 
formation von M = M(0) [N = N(Ö)]in R. M (0) lasse sichin R — A(0) auf N (0) deformieren 
mit dem Deformationsparameter 0 <r< 1 und der Deformationsmenge D(0) derart, daß die 
Deformation in der Nähe von T=(0 und r=1 isotop ist. Es gibt positive Ö, e derart, daß 
für alle £, t, €I gilt: wenn |t —t,| < ö, dann liegen M (ft) und N (t) außerhalb der e-Umgebung 
von A(t,). Aufgabe: Welche zusätzlichen Voraussetzungen muß man machen, damit unter 
den angegebenen Voraussetzungen zusammen mit den zusätzlichen Voraussetzungen die fol- 
gende Behauptung richtig ist: Für jedes € I ist M(t)in R— A(t) auf N (t) mit einer Defor- 
mationsmenge D(t) deformierbar, und zwar so, daß D(0) in R x I über die Zwischenmengen 
D(t) auf D(1) deformiert werden kann. D(0) ist die gegebene Deformationsmenge von M (0) 
auf N(0). Verf. zeigt, daß die folgenden zusätzlichen Voraussetzungen (*) hinreichend 
sind: Jedes A(t) besitzt ein System E,(t) (O <e< 1) von Schutzbereichen, derart, daß Z,(t) 
in der &-Umgebung von A (t) enthalten ist und daß es zu jedem ö > O ein solches o(ö6) > 0 gibt, 
daß für alle %,4,€ I gilt: wenn W<t<t,+0(ö), so A(t)C B,(t). — Verf. wendet sein Re- 
sultat an, um für ein System A(t), das den Bedingungen (*) und weiteren Bedingungen (**) ge- 
nügt, eine Beziehung zwischen den Homotopieeigenschaften von R— A(t) und R-A(t,) 
herzustellen. Die Bedingungen (**) sind: Für alle t, {,€ I gilt: wenn |! —t1,| < o(1),so A(t) CE,(t)). 
Für alle t,,t,€ I mit i,< t, ist. die Vereinigungsmenge aller A (t) mit 1, <t<t, abgeschlossen. 
[Für beliebige Räume S, R werde mit H(S, R) die Menge der Homotopieklassen von stetigen 
Abbildungen von S in R bezeichnet.] Unter den Bedingungen (*) und (**) beweist Verf. den 
Satz: Für alle i,,1,€ I mit t,<t, gilt: Es gibt einen Operator ®, der für jedes Kompaktum 
S die Menge H($, R— A(t,)) auf H(S, R— A(t,)) abbildet und die Eigenschaft hat: wenn 
a&cH(S, R— Altı)) und PEH(T, 8) ist, so gilt ®(a) =@®(a& P). — In den beiden letzten $$ 
der Arbeit behandelt Verf. eine Methode zur Konstruktion eines Systems Z,(A) von Schutz- 
bereichen einer abgeschlossenen Menge A im Raume R, das von außen für &— (0 gegen A kon- 
vergiert. Ein solches System von Schutzbereichen existiert, wenn A ein endliches Teilpolyeder | 
des Polyeders R ist. Aus Triangulationssätzen folgt: Ein solches System von Schutzbereichen | 
existiert, wenn R eine Kugelumgebung eines Punktes des Raumes der n komplexen Veränder- 
lichen und A eine analytische Mannigfaltigkeit in R ist und auch, wenn A eine algebraische 
Mannigfaltigkeit im komplex-projektiven Raum R ist. Hierdurch werden die allgemeinen De- 
formationssätze des Verf. anwendbar. F. Hirzebruch. 


White, Paul A.: Extensions of the Jordan-Brouwer separations theorem and 
its converse. Proc. Amer. math. Soc. 3, 488—498 (1952). 

Wilder a d&emontre la generalisation suivante du theoreme de Jordan- 
Brouwer: si K est une variete gen6ralisee de dimension n — 1, connexe, plong6e 
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dans une variete (gen6ralisee) orientable et connexe S, de dimension n, telle que 
le (n — 1)’ nombre de Betti p”"1(S) = 0, alors S— K se compose de deux ouverts 
A et B, et l’adherence A (ou B) est une variet& A bord generalisee de bord K. L’A. 
fait la remarque assez &vidente que l’hypothese globale p®-1(S) = 0 n’a rien & voir 
dans la seconde propriet6, qui est une affaire locale. Il reformule en ce sens le th&or&me 
de Wilder, et donne en conclusion la condition necessaire et suffisante pour que 
l’adherence d’un ouvert UCS soit une variete & bord: U ule”-! et frontiere de U 


de dimension n —1. R. Thom. 
Samelson, Hans: Topology of Lie groups. Bull. Amer. math. Soc. 58, 2—37 
(1.952). 


Cet article prösente une vue d’ensemble claire et complete des travaux relatifs aux pro- 
prietes topologiques des groupes de Lie ou plus generalement de leurs espaces homogenes; il 
est accompagne d’une bibliographie apparement exhaustive. Apres avoir rappel& quelques 
points fondamentaux de la theorie des groupes de Lie, l’A. passe au theor&me de Cartan-Iwasawa- 
Malcev, aux groupes resolubles et ensuite aux groupes compacts. Pres de la moitie de son expos& 
est consacree a un apergu des resultats sur l’homologie des groupes et espaces homogenes com- 
pacts obtenus jusqu’en 1951 et des methodes qui permettent de les etablir: Methode des formes 
differentielles invariantes de E. Cartan, Theor&mes de Pontrjagin, Hopf, Samelson, Cohomologie 
des alg&bres de Lie (Koszul), combinee avec la theorie des connexions de A. Weil (H. Cartan- 
Chevalley-Koszul-Weil), theorie de Leray (Leray, le rapp.), d&compositions cellulaires (Ehresmann, 
Miller) ete. L’A. s’occupe ensuite de quelques moblue particuliers (citons: Determination 
des espaces homog£nes qui sont des spheres, ou qui sont „2-point homogeneous‘‘), et des espaces 
homogenes non compacts. [Rem. L’A. a signale au rapp. que l’exemple du No 29 est errong, 
mais qu’il suffit de prendre le complementaire d’un point dans un espace projectif complexe pour 
obtenir un espace homogene simplement connexe qui n’est pas le produit d’un compact par un 
espace euclidien]. Un dernier paragraphe est consacre aux proprietes homotopiques des groupes 
de Lie et a quelques problemes de la theorie des espaces fibres qui sont en relations avec la topo- 
logie des groupes de Lie ou de certains espaces homog£enes. A. Borel. 

Weil, Andr&: Sur les theor&mes de de Rham. Commentarii math. Helvet. 
26, 119—145 (1952). 

Verf. stellt einen Gedankengang für den Beweis der Theoreme von deRham über den 
Zusammenhang der Differentialformen einer differenzierbaren Mannigfaltigkeit mit ihren 
Homologiegruppen, der in die Darstellung von H. Cartan (Cours de Harvard 1948) eingegangen 
ist, in der ursprünglichen Gestalt, die der Verfasser 1947 angab, dar. Das topologische Hilfsmittel 
ist eine lokal endliche Bedeckung der Mannigfaltigkeit V mit offenen Mengen U, mit differen- 
tiellem Retrakt. Lokal endlich heißt, daß nur je endlich viele U, einen nicht leeren Durchschnitt 
besitzen. Die Menge N aller nicht leeren Durchschnitte D, el), „u; ... U,, ist der Nerv 


7) 
der Bedeckung. Er ist ein kombinatorischer Komplex. Ein Aiteronäcller Retrakt ist eine Ab- 
bildung 9(z, t) in Dmit o(@,t)=x für > 1 und 9(%, 1) = constans für t< 0; x bedeutet 
einen Vektor aus Punktkoordinaten, aus denen die Differenzierbarkeit von V erklärt ist. Das 
wesentliche Hilfsmittel, das dem Tensorprodukt bei H. Cartan entspricht, ist das differentielle 
Co-element 2 des Doppelgrades m, p. Es besteht aus einer Menge von Differentialformen der 
Dimension m, die in gewissen D der Dimension p erklärt sind. Für dieselben läßt sich einerseits 
ein Rand dQ des Grades m + 1,p aus der Differentiation der Formen und andererseits ein 
Co-rand 62 des Grades m, p-+1 erklären. Die Folgen », 2, 21, - » Amy I, wo w eine Differen- 
tialform auf V und 
ae Nr On ee 
sind einerseits zu jedem w, andererseits zu jedem Z zu bestimmen und zwar so, daß sich die 
Randbildung durchziehen läßt. Die Zsind die Öo-ketten desNervs. So wird der Homomorphismus 
zwischen den Differentialformen und den Co-ketten direkt hergestellt. Eine ganz analoge Kon- 
struktion ist auch mit den singulären Ketten in V von Eilenberg möglich. Über diese lassen 
sich die Differentialformen integrieren und so wird auch der Zusammenhang mit den Homologie- 
gruppen hergestellt. Zugleich folgt nun die topologische Invarianz der Homologiegruppen 
durch ihre Isomorphie mit den Gruppen aus singulären Ketten. Zum Schluß wird gezeigt, daß 
der Nerv unter gewissen einfachen Bedingungen denselben Homotopietyp wie der Raum V hat. 
K. Reidemeister. 

Barratt, M. G. and G. F. Paechter: A note on r,.(V„,m). Proc. nat. Acad. Sci. 
USA 38, 119—121 (1952). 

Die Verff. geben drei Sätze an: 1. Y”+! sei die (n — 1)-fache Einhängung der 
reellen projektiven Ebene. D.h. Y”+! besteht aus einer 8” und einer n-Zelle e”+!, 


die mittels einer Abbildung vom Grade 2 des Randes von e"+! auf S” verheftet sind. 
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Es gilt: (% 4) = Z, wennn =3. (u= zyklische Gruppe der Ordnung 4.) 
2. Wenn k =3, dann hat r,,3 (S,) ein Element der Ordnung 4. — 3. Verf. geben 
eine Liste der Homotopiegruppen 743 (Vr4m,m)- Mit V,, wird die Stiefelsche 
Mannigfaltigkeit der orthogonalen s-Beine im r-dimensionalen Euklidischen Raum 
bezeichnet. F. Hirzebruch. 


Sugawara, Masahiro: On families of continous veetor fields over spheres. 
Math. .J. Okayama Univ. 2, 49—55 (1952). 

G.W. Whitehead’s proof for the non-existence of a 4-field on S” for n= 3 
mod 8 was based upon Pontrjagin’s assertion (8?) = 0. In spite of the newly 
discovered fact that x, (?) is eyclie of order 2, Whitehead’s theorem remains correct. 
This is proved by the author who shows that the characteristice map of 8”! into R, 
(rotation group of n-space) is not homotopic to a map of 8”! into R,_‚forn=3mod8. 

H. Freudenthal. 


Moise, Edwin E.: Affine structures in 3-manifolds. II. Positional properties 
of 2-spheres. Ann. of Math., II. Ser. 55, 172—176 (1952). 

Teil I siehe dies. Zbl. 45, 121. Es werden zwei Theoreme über 2-dimensionale 
Sphären im dreidimensionalen euklidischen Raum E®? bewiesen. In Verschärfung 
eines Satzes von Alexander wird gezeigt: Sind S, und Syzwei sphärische Polyeder 
in einem Würfel P, so lassen sie sich durch eine stückweis lineare Abbildung des #3 
auf sich, welche außerhalb P die identische Abbildung ist, in einander überführen. 
Analoges gilt für zwei Systeme ineinander geschachtelter sphärischer Polyeder. — 
'Zweitens sei K das topologische Bild eines sphärischen Polyeders in E® und K 
besitze eine Umgebung U und es existiere ein Homöomorphismus f, der U so in E® 
abbildet, daß f(K) ein Polyeder ist. Dann ist #3 — K homöomorph zu dem Kom- 
plement der Einheitskugel im E3. Vergleiche hierzu W. Graeub, dies. Zbl. 41, 523. 


K. Reidemeister. 

Moise, Edwin E.: Affine structures in 3-manifoldes. III. Tubular neighbor- 
hoods of linear graphs. Ann. of Math., II. Ser. 55, 203—214 (1952). 

* Die röhrenartige Umgebung T' eines linearen Graphen im euklidischen 3-dimensionalen 
Raum Z® setzt sich aus endlich vielen Kreiszylindern mit den Strecken des Graphen als Mittel- 
achsen und endlich vielen Kugeln mit den Ecken des Graphen als Mittelpunkten zusammen. 
Diese Stücke bestimmen eine natürliche Zerlegung von T in Zellen. Es sei nun L ein linearer 
Graph, U eine Umgebung von Z und f eine homöomorphe Abbildung von Uin EZ’. Dann wird 
gezeigt: Es gibt eine Unterteilung L, von L und eine röhrenartige Umgebung T, von L,, welche 
sowohl in U wie in einer y-Umgebung' von L liegt und es gibt ein Polyeder X, welches eine Um- 
gebung von f(Z)ist, und einen Homöomorphismus, welcher 7, auf K abbildet und dabei jedem 
Element der natürlichen Zerlegung von T', ein Polyeder von geringerem Durchmesser als y zu- 
ordnet. Der Abstand von K und (7) ist dabei kleiner als 2y. — Ein Teil des Behaupteten folgt 
aus Theorem 1 der Arbeit I. Ist nämlich 7’, eine röhrenartige in 7’, enthaltene Umgebung von Z, 
so ist T,— T, ein cartesisches Produkt einer Mannigfaltigkeit mit einer Einheitsstrecke, und 
man kann daher nach dem Theorem 1 in f(7T,— T,) auf die Existenz eines 2-dimensionalen 
Polyeders schließen, das eine Umgebung K von f(L) bestimmt und dieselbe erste Bettische Zahl 
wie L hat. Die schärferen Behauptungen erfordern jedoch neue geometrische Überlegungen. 
Einerseits werden genügend feine Unterteilungen L, von L, und die zugehörigen natürlichen 
Zerlegungen der röhrenartigen Umgebungen zur Konstruktion eines Polyeders mit einer iso- 
morphen Zerlegung, das eine Umgebung von f(L) ist, herangezogen. Dabei wird eine Schar 
ineinander geschachtelter Sphären, welche in einer Umgebung von Z liegen und die Ecken vonL 
trennen, benutzt. Aus einem früher bewiesenen Theorem folgt die Existenz von einer Schar 
solcher sphärischen polyederartigen Flächen in einer Umgebung von f(L), die dasselbe für die 
Ecken von f(L) leistet. K. Reidemeister. 

Moise, Edwin E.: Affine structures in 3-manifolds. IV. Piecewise linear approxi- 
mations of homeomorphisms. Ann. of Math., II. Ser. 55, 215-222 (1952). 

Das Hauptergebnis der vier Arbeiten lautet nun folgendermaßen: Sei X ein endlicher 
Simplizialkomplex und eine 3-dimensionale Mannigfaltigkeit im kombinatorischen Sinn und f 
ein Homöomorphismus, der K in den 3-dimensionalen euklidischen Raum Z® abbildet, dann 
gibt es eine stückweis lineare Abbildung f’ von K in B°, so daß für alle Punkte p von K der Ab- 


stand von /(p) und f’(p) kleiner als ein vorgegebenes e ist. Hieraus folgt insbesondere, daß eine 
Kurve in #°, welche das Bild eines Kreises ist und sich in eine ebene Kurve durch einen Homöo- 


! 
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morphismus des Z? auf sich überführen läßt, sich durch Polygone P approximieren läßt, welche 
eine polyederartige Zelle der Dimension 2 beranden. — Es werden zunächst einige Hilfssätze 
über Kurven auf Kreiszylindern zusammengestellt. Der Beweis beginnt mit der Behandlung des 
eindimensionalen Unterkomplexes K! von K, welcher durch eine stückweis lineare Abbildung F 
in einen linearen Graphen L abgebildet wird. Es lassen sich röhrenartige Umgebungen U, von K! 
erklären und zwar so, daß die Vereinigung von X und U, zu K stückweis linear homöomorph ist. 
Die 2-dimensionalen Simplizes o von K schneiden auf dem Rand von U, Polygonzüge aus. F läßt 
sich auf U, ausdehnen, so daß F(U) eine röhrenartige Umgebung von L ist. Nach Theorem 1 
in I läßt sich erreichen, daß f(K) in f(U}) liegt. Genauer, es gibt eine Unterteilung von F(U,) 
in Zellen, welche mit den Bildern f(o) der zweidimensionalen Zellen o von K nur dann einen Durch- 
schnitt besitzen, wenn sie zu Strecken auf dem Rande von o in einfachen Beziehungen stehen. 


, Zunächst wird nun fin F(U,) linear approximiert und zwar unter Erhaltung der genannten 


Durchschnittsbeziehungen. Sodann werden polyederartige Kreisscheiben als Bilder der zwei- 
dimensionalen Simplizes o von K konstruiert, die getrennt liegen, f(c) approximieren und deren 
Rand auf F(U) linear ist. Diese rufen insgesamt eine Zerlegung des Z® hervor, welche die ge- 
fundene Annäherung von f(K) ins 3-dimensionale fortsetzt. K. Reidemeister. 

Vesentini, Edoardo: Sui punti uniti delle trasformazioni topologiche delle 
superficie orientate. Rend. mat. e Appl., V. Ser. 11, 224—237 (1952). 

L’A. d&montre trois th&eoremes concernant les points fixes des transformations 
T d’une surface en elle-m&me. Les hypotheses de ces theoremes portent entre autres 
sur l’ensemble des points dans lesquels les puissances de 7 sont ögalement continues. 
Dans les demonstrations l’A. utilise la möthode et certains rösultats de Kerekjärtö 
(ce Zbl. 8, 372). I. Färy. 

Georgiev, G.: Sur certains automorphismes ä points fixes des surfaces fermöes 
orientables. Acta math. Acad. Sei. Hungar. 3, 71—72 und russische Zusammen- 
fassg. 72 (1952). 

Cette Note contient le theoreme suivant: Si un homeomorphisme Ah d’une 
surface compacte orientable F, de genre p > 0 laisse globalement invariant un 
cercle © homotope ä 0 sur F',, alors A admet au moins un point fixe. En effet, le 
cercle € est le bord d’un disque D, et, pour p > 0, h conserve globalement D; le 
theoreme du point fixe de Brouwer acheve alors la demonstration. L’A. observe que 
les hypotheses p > 0 et © homotope & 0 sont indispensables; il aurait pu observer 
que son hypothese sur l’orientabilite de F est superflue. R. Thom. 

Errera, Alfred: Sur la classification des polyedres de genre zero. Bull. Soc. 
math. Belgique 1951, 51—66 (1952). 

Für die Lösung des alten Problems, alle möglichen konvexen (Eulerschen) Polyeder in ein 
System zu bringen, wird hier ein Weg angegeben; verallgemeinert werden Einteilungen der 
Kugeloberfläche in endlich viele einfach zusammenhängende Gebiete ohne Selbstberührung be- 
trachtet, die aber zwei einschränkende Bedingungen erfüllen sollen, 1. In einer Ecke sollen immer 
nur drei Gebiete (Seitenflächen) zusammenstoßen; 2. Zwei oder drei Gebiete sollen zusammen 
keinen ‚Ring‘ bilden; woraus folgt, daß auch keine Zwei- oder Dreiecke auftreten dürfen (letztere 
Finschränkung wird aber später nicht immer beachtet). Polyeder, die beide Bedingungen er- 
füllen, heißen ‚‚normal“. Nach einem Satz von Whitney (dies. Zbl. 2, 161) gibt es zu einem 
normalen Polyeder (mindestens) einen einfach geschlossenen Streckenzug (Zyklus W), der 


- keine Ecke trifft und jede der f Seitenflächen einmal und nur einmal durchsetzt. (An anderer 


Stelle ersetzt Verf. die Bedingung 2 für normale Polyeder durch die Forderung der Existenz eines 
Zyklus W.) Durch W wird das Netz der Kanten zerschnitten in zwei Bäume A und 4’, die 
außer f Endpunkten nur Knotenpunkte 3. Grades enthalten. Umgekehrt kann man aus zwei 
solchen Bäumen durch paarweise zyklische Identifizierung der Endpunkte, was auf f verschie- 
dene Arten möglich ist, das Netz eines Polyeders erhalten (wobei auch Zwei- und Dreiecke auf- 
treten), indem man die identifizierten Endpunkte löscht und die beiden zugehörigen Endkanten 
zu einer vereinigt. — Ein Baum heißt ‚gerade‘, wenn von jedem Verzweigungspunkt min- 
destens eine Endkante und demnach von nur zwei Verzweigungspunkten zwei Endkanten aus- 
gehen. Er hat f— 2 Verzweigungspunkte. — Im weiteren Verlauf werden nur Polyedernetze 
betrachtet, die sich aus zwei geraden Bäumen zusammensetzen lassen. Aus der Zahl der ver- 
schiedenen, d.h. nicht isotopen geraden Bäume mit f Endpunkten und den f Möglichkeiten 
der paarweisen Verknüpfung zweier gegebener Bäume werden die Fälle ausgeschieden, die in- 
folge von Symmetrien in den Bäumen oder Baumpaaren gleiche oder symmetrische Polyeder 
liefern. Die Zahl P der übrig bleibenden Fälle wird berechnet und eine Formel dafür angegeben; 
so ist z.B. für ungerades f: P=4f-2°°.(2’° +1) + 2°”; das ergibt schon für f = 9 
Seitenflächen die Zahl 620. Allerdings enthalten diese Zahlen noch manche mehrfach gezählte 
(topologisch äquivalente) Polyeder. H. Künneth. 
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Dirae, 6. A.: Some theorems on abstract graphs. Pıoc. London math. Soc., 
III. Ser. 2, 69-81 (1952). 

In the first part of this paper the author gives some relations between the degrees of the 
nodes in a graph and the lensths of the circuits contained in it. The results are the following. 
If a non-separable graph contains arbitrarily long paths, then it contains arbitrarily long eir- 
cuits too. A finite graph in which the degree of every node is at least d(> 1) contains a circuit 
of length at Ibast d+ 1. If a connected graph in which the degree of every node is at least d 
(> 1) has not more than 2d nodes, then it contains a circuit which passes through every node. 
If in a non-separable connected graph of at least 2d nodes the degree of every node is at least 
d(> 1), then the graph contains a circuit with not less than 2d edges. The length of one of the 
longest circuits necessarily contained in a connected non-separable graph of n nodes tends to 
infinity with n provided the degree of every node remains bounded for all n. — In the second 
part the former results are used to obtain some relations between the chromatice number of a 
graph and the lengths of the eircuits contained in it. The chromatice number k of a graph is the 
least positive integer having the property that the nodes can be coloured in k colours, no two nodes 
of the same colour being joined by an edge. A graph of the chromatic number % is called critical 
if it ceases to have k as chromatic number whenever one node, with its incident edges, is sup- 
pressed. The author shows that a graph of the chromatic number % contains always a critical 
subgraph of the chromatic number k. A graph of the chromatic number k > 3 has either k 
nodes each pair of which are joined by an edge or has a circuit of length at least k +2. If 
0<n< k-—1a graph of the chromatie number k either contains k — n nodes each pair of which 
are joined by an edge orhasatleast k + n + 2 nodes. A critical graph of the chromatic number 
k >38 and having at most 2k — 1 nodes contains a circuit which passes through every node. 

T. Szele. 

Dirac, G. A.: The colouring of maps. Nature 169, 664 (1952). 


Heawood hatte bewiesen, daß eine Karte aufeiner Fläche vom Zusammenhang 
h mit höchstens n, = [33 + 4y24h — 23] Farben im Sinne des Farbenproblems 
gefärbt werden kann. Dirae nennt eine Karte ‚‚kritisch“, wenn das Weglassen 
irgendeines Landes der Karte zur Folge hat, daß sich die Zahl der benötigten Farben 
um eins vermindert, und kommt zu folgenden Resultaten, deren Beweis in Canad. 
J. Math. und J. London Math. Soc. gebracht wird: 1. Für A >1 sind n, Farben 
nötig dann und nur dann, wenn auf der Fläche vom Zusammenhang h eine 
Karte mit n, sich gegenseitig berührenden Ländern möglich ist. 2. Ist k die Mindest- 
zahl der Farben, die nötig sind, um jede Karte auf einer Fläche vom Zusammen- 
hang Ah zu färben, und 8 < h, so hat jede kritische Karte auf einer solchen Fläche, 
die k Farben benötigt, höchstens 6(h — 3)/(k — 7) Länder. Dadurch läßt sich k 
in einer endlichen Anzahl von Schritten für jedes h > 1 bestimmen. H. Künneth. 


Angewandte Geometrie: 


oe Rudaev, A. K.: Aufgabensammlung zur Darstellenden Geometrie. 7. Aufl. 
Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1952. 344 S. 
R. 9,45 [Russisch]. 

Die Aufgabensammlung ist für Studierende höherer technischer Lehranstalten bestimmt 
und enthält 858 Aufgaben zur praktischen Anwendung der darstellenden Geometrie, haupt- 
sächlich der Methode der zugeordneten Normalrisse.. Von diesen Aufgaben ist eine Anzahl 
typisch verschiedener vollständig gelöst. Die Aufgaben sind in einunddreißig Kapitel zusammen- 
gefaßt. Jedem Kapitel geht eine kurze Zusammenfassung des zur Lösung der Aufgaben not- 
wendigen theoretischen Stoffes voraus. Ein Anhang bringt Anleitungen zur Lösung der schwie- 
rigeren Aufgaben und Wiederholungsfragen. Diese letzteren sollen dem Übenden die Möglich- 
keit geben, selbst den Stand seiner theoretischen Kenntnisse zu überprüfen, soweit sie zur Lösung 
der Aufgabe erforderlich sind. — Die Aufgaben behandeln im einzelnen: Punkte, Geraden 
und Ebenen mit den Grundaufgaben über Lagenbeziehungen, Drehungen, Umlegungen und 
Seitenrißbildungen. Grundaufgaben über Maßbeziehungen, Darstellung und ebene Schnitte 
von ebenflächig begrenzten Körpern, ihre Schnittpunkte mit einer Geraden, ihre Durchdrin- 
gungen und Abwicklungen. Darstellung krummer Flächen (Zylinder, Kegel, Kugel, Dreh- 
flächen, Flächen 2. Ordnung, Schraubenflächen). Ebene Schnitte krummer Flächen und Be- 
stimmung ihrer Schnittpunkte mit einer Geraden. Schnitt einer krummen Fläche mit einem 
Polyeder. Durchdringungen, Abwicklungen und Tangentialebenen krummer Flächen. Affine 
Verwandtschaft zweier Ebenen. Axonometrie. Darstellung räumlicher Gegenstände mit Schnitten 
in drei Normalrissen. Die Aufgabensammlung bietet einen reichen Übungsstoff, der der An- 
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schauung durch zahlreiche schön entworfene axonometrische Skizzen nähergebracht wird. Es 
gibt kaum einen Abschnitt des an höheren technischen Lehranstalten insbesondere maschinen- 
baulicher Richtung üblichen Lehrstoffes der darstellenden Geometrie, zu dem sich in der Samm- 
lung nicht mehrere sehr geeignete Aufgaben fänden. Die Formen, an denen die Aufgaben durch- 
zuführen sind, sind vielfach solche, die in der technischen Praxis vorkommen können, jedoch 
fehlen leider eigentlich technische, mit Maßzahlen versehene Übungsaufgaben. Die Annahmen 
zu den Aufgaben sind sorgfältig ausgewählt, so daß der Übende sich im Verlauf einer Kon- 
struktion niemals unerwarteten Schwierigkeiten gegenübersieht. Auf eine klare und leicht- 
verständliche graphische Ausführung der Figuren ist großer Wert gelegt. Die Aufgabensammlung 
wird für jeden Lehrer der darstellenden Geometrie an technischen Lehranstalten ein willkommener 
Behelf sein. W. Schmid. 
eo Arustamov, Ch. A.: Aufgabensammlung zur Darstellenden Geometrie mit 
Lösungen der typischen Aufgaben. 3. Aufl. Moskau: Wissenschaftlich-technischer 
Staatsverlag für Maschinenbau-Literatur 1952. 375 S. R. 17,50 [Russisch]. 

Die Aufgabensammlung ist für Studierende höherer technischer Lehranstalten insbesondere 
maschinenbaulicher und technologischer Richtung bestimmt und soll neben dem Unterricht 
in der Darstellenden Geometrie gebraucht werden. Sie enthält außer den Aufgaben, die von den 
Studierenden selbständig gelöst werden sollen, in jedem Kapitel einige vollständig ausgeführte 
Musterbeispiele typischer Aufgaben, welche den Studierenden mit der Methodik und der gra- 
phischen Ausführung der Lösungen vertraut machen sollen. Ferner sind jedem Kapitel eine 
kurze theoretische Einführung und einigen Kapiteln auch je eine Reihe von Fragen beigegeben, 
die einer Selbstüberprüfung des Studierenden dienen sollen. — Die Aufgaben beziehen sich 
ausschließlich auf die Methode der zugeordneten Normalrisse und behandeln im einzelnen 
deren Grundbegriffe, die Grundaufgaben über Punkte, Geraden und Ebenen, Drehungen, die 
Transformationen der Bildebenen, Bestimmungen der wahren Größen von Strecken, Winkeln 
und ebenen Figuren, ebene Schnitte und Abwicklungen von Polyedern, Darstellungen, ebene 
Schnitte und Abwicklungen von Kegeln und Zylindern, Darstellung ebener Schnitte und Durch- 
dringungen von Kegeln, Zylindern, Kugeln, Kreisringflächen, Schnittpunkte einer Geraden mit 
Polyedern und den genannten krummen Flächen. Zu diesem Stoff werden rund 1000 Aufgaben 
geboten, von denen etwa ein Drittel gelöst ist. Die Auswahl der Aufgaben ist als ungemein reich- 
haltig zu bezeichnen, und ihre Behandlung zeugt von größtem pädagogischem Geschick und 
einer gründlichen Unterrichtserfahrung des Verfassers. — Die den Aufgaben zugrunde ge- 
legten Formen entsprechen häufig Anordnungen, wie sie in der Praxis auftreten können. Es 
fehlen jedoch eigentlich technische, mit Maßzahlen versehene Anwendungen. Nicht behandelt 
werden Schraubenlinien und Schraubenflächen. Ferner ist zu bemerken, daß Ebenen ausschließ- 
lich durch Spuren gegeben werden, und die Rißachse durchwegs beibehalten wird. — Die Auf- 
gabensammlung ist nicht nur für den Gebrauch neben einem Lehrkurs, sondern auch für das 
Selbst- und Fernstudium geeignet, und wird den Lehrern und Studierenden der Darstellenden 
Geometrie auf der Stufe der höheren maschinentechnischen Lehranstalten ein willkommener 
Behelf sein. W. Schmid. 


Arvesen, Ole Peder: Über eine axonometrische Methode. Norske Vid. Selsk. 
Forhdl. 24, Nr. 2, 5—7 (1952). 

Verf. setzt von dem abzubildenden Gegenstand Grund- und Aufriß in zuge- 
ordneter Lage voraus und betrachtet seine Normalprojektion auf eine schräge, 
durch die Rißachse gehende Ebene. Dieser leicht zu konstruierende Normalriß 
kann als axonometrisches Bild angesehen werden, falls der Gegenstand von Haus aus 
gegen die Aufrißebene verdreht angenommen wird. W. Wunderlich. 


Theoretische Physik: 


e Physikalisches Wörterbuch. Herausgeber W. H. Westphal. Berlin: Springer- 
Verlag 1952, Zwei Teile in einem Band; 833 S. und 795 8. 148,— DM. 

Das vorliegende Werk soll'den Platz des vor etwa 20 Jahren erschienenen Handwörterbuchs 
von Berliner und Scheel einnehmen. Neben der reinen Physik enthält es gleichberechtigt die 
Astrophysik und die Physikalische Chemie, daneben auch Geophysik und Biophysik sowie die 
wichtigsten mathematischen Begriffe. Ein Anhang bringt in kurzer Darstellung die Geschichte 
der Physik, Lebensdaten von Physikern, Tabellen und Nachträge. Das Buch ist in erster Linie 
für den Physiker bestimmt, der sich über ein Gebiet informieren will, auf dem er nicht Spezialist 
ist. — Bei einer größeren Zahl von Stichproben fand Ref. eine eingehende und verständliche 
Behandlung der meisten Begriffe. Die Theorie wird in manchen Gebieten in angemessener 
Weise berücksichtigt (u. a. Quantentheorie, Mechanik, Kernphysik), in anderen (z. B. Fest- 
körperphysik) wird sie leider im Hinblick auf die Allgemeinverständlichkeit der Artikel nur 
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sehr kurz abgehandelt (,Duplikator‘ oder „Heronsbrunnen‘“ nehmen ebensoviel Raum ein wie 
„Relativitätselektrodynamik“). Neben einer Ergänzung der theoretischen Physik wäre es bei einer 
Neuauflage wünschenswert, die Stichwortliste abzurunden (Kinematische Relativitätstheorie, 
Paramagnetische Relaxation, Exeitonen, Spinwellen, Antiferromagnetismus, Schallquant, 
Ising-Gitter, Dichtematrix, irreversible Thermodynamik, Beweglichkeit von Elektronen bei 
Halbleitern u. a.), falls erforderlich durch Kürzungen bei Begriffen, die in jedem elementaren 
Lehrbuch erläutert sind. In vielen Artikeln (vor allem aus der Kernphysik) erstrecken sich die 
Literaturangaben bis 1951, andere hingegen sind offenbar schon früher abgeschlossen worden 
(Durchschlag, Supraleitung). — Abschließend sei festgestellt, daß das Wörterbuch als ein 
zuverlässiges und modernes Nachschlagewerk für jeden von Bedeutung ist, der sich für die 
Physik und ihre Grenzgebiete interessiert. @. Höhler. 

e Lohr, Erwin: Mechanik der Festkörper. Berlin: Walter de Gruyter & Co. 


1952. VIII, 483 S. 73 Abb. 

Das Buch ist in erster Linie für den Kreis der Technik-Studenten bestimmt, aber auch 
für die Physiker, die mehr auf technische Fragen einzugehen beabsichtigen, als sonst in ähn- 
lichen Werken enthalten sind. Als besondere Eigenart ist die konsequente Verwendung der 
Dyadenrechnung hervorzuheben, für welche die wichtigsten Definitionen und Operationen in 
Fußnoten ausführlich entwickelt werden, wobei auch auf das Lehrbuch der Vektor- und Tensor- 
rechnung desselben Verf. hingewiesen wird. Es wird nicht nur das dyadische Produkt (a; b), 
sondern u. a. auch das skalare Doppelprodukt zweier Dyaden (©: Y) verwendet. Es muß jedoch 
bezweifelt werden, ob der normale Student in den ersten Semestern der Technischen Hoch- 
schulen diese Hilfsmittel bereits mit Vorteil anzuwenden imstande sein wird. In methodischer 
Hinsicht erscheint es dem Verf. nicht zweckmäßig, daß z. B. der Kreisel vor dem Pendel behandelt. 
wird u. ähnl. Besonders hervorzuheben ist die Behandlung der Variationsprinzipe, insbesondere 
auch die der Elastizitätstheorie und die Abschnitte über Plastizitätstheorie mit den Hilfsmitteln 
der Dyadenrechnung. — Gliederung (in Schlagworten): I. Allgemeine Mechanik. Grund- 
begriffe, Gravitation, Grundgleichungen, Starre Körper, Gleichgewicht, Mechanismen, Dynamik,, 
Relativbewegung. — II. Deformierbare Körper. Elastomechanik, Minimalprinzipien, Bie- 
gung, Torsion, Plastizität und Festigkeit, Elastische Schwingungen, Wellen in ein, zwei und 
drei Dimensionen, Stoß. — Vorgeschrittene Studierende werden aus diesem Werke, das durch den 
frühzeitigen Tod des Verf. leider keine gleichgeartete Fortsetzung finden dürfte, reichen Gewinn 
ziehen. Th. Pöschl. 


Faggiani, Dalberto: Sulle proposizioni primitive della fisica. Methodos 4, 41—59 
und englische Übersetzung 59—71 (1952). 

Gallego-Diaz, Jose: Una nuova metrica per le scienze applicate. Archimede 
4117190 (1958). 


Mechanik: 


e Levi-Civita, Tullio et Ugo Amaldi: Lezioni di meccanica razionale. Vol. I: 
Cinematica. Prineipi e statica. Nuova ed. riveduta e corretta. Bologna: Nicola 
Zanichelli 1950. X VIII, 816 p. Lire 5000 nette. 

Der erste Band enthält Kinematik, Grundlagen der Mechanik und Statik. Hier wird die 
Frage, ob man ein Lehrbuch der Mechanik mit Dynamik oder Statik anfangen soll, durch einen 
Mittelweg gut gelöst. Nach der Kinematik (Kap. I bis VI) werden in Kap. VII und VIII die 
Grundlagen der Mechanik (Kraft, materieller Punkt, Trägheitsgesetz, Arbeit usw.) behandelt. 
Der Band beginnt mit einer kuzren Wiederholung der Vektor-Rechnung, wobei neben der sym- 
bolischen Schreibweise auch die „Punktrechnung‘“ nach der Graßmannschen „Ausdehnungs- 
lehre‘‘ gebracht wird. Von der allgemeinen Tensor-Rechnung wird kein Gebrauch gemacht; 
vielmehr wird mit dem Wort ‚tensore‘“‘ der Vektorbetrag gemeint. ‚„Versore‘“ heißt der 
Einsvektor. Das innere Produkt wird nach Marcolongo mit „x“, dasäußere mit „A“ be- 
bezeichnet. Schon in der Kinematik wird der freie Fall, der schiefe Wurf, die harmonischen 
Schwingungen und sogar die gedämpften Schwingungen (abgeleitet aus der Polargleichung der 
log Spirale) gebracht. Dann folgt die Ableitung der Gleichungen’ von Poisson: d/dt=wNi 
(usw. zyklisch), aus welcher die Gleichung der Geschwindigkeit der allgemeinen Bewegung eines: 
starren Körpers abgeleitet wird. Dabei wird von der „Punktrechnung‘“ Gebrauch gemacht. 
Im Kap. IX ist die Reibung und die Punktstatik, im Kap. X die Geometrie der Massen, in 
Kap. XI das Newtonsche Anziehungsgesetz behandelt. Es folgen Kapitel über Prinzipien der 
Statik starrer Körper, der Seile und des einfachen Trägers. Kap. XV bringt die virtuelle Arbeit 
und die allgemeine Statik von Lagrange, Kap. XVI die Relativbewegung. Das Werk ist 
systematisch gut ausgebaut und im fließenden Stil geschrieben. Bemerkenswert ist, daß die 
Verff. neben eigenen (italienischen) Forschern auch gleichmäßig von bedeutenderen ausländischen 
Autoren und ihren Ergebnissen Kenntnis genommen haben. Wir können dieses Lehrbuch so- 
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wohl Studierenden als auch Fortgeschrittenen bestens empfehlen, da es in seinem Aufbau und 
seiner Gliederung, sowie nach der Wahl des Stoffes einen guten Überblick über die Mechanik 
starrer Systeme gibt. O. Torre. 
e Levi-Civita, Tullio e Ugo Amaldi: Lezioni di meccanica razionale. Vol. II; 
parte 1: Dinamica dei sistemi con un numero finito di gradi di libertä. Nuova ed. 
riveduta e coretta. Bologna: Nicola Zanichelli 1951. IX, 510 p. Lire 4000 nette. 
In diesem Band untersuchen die Verff. die Dynamik eines materiellen Punktes und die 
Dynamik der Systeme mit endlicher Zahl der Freiheitsgrade Im Kapitel I wird die erzwungene 
Bewegung eines Punktes behandelt. Es werden also die Fälle der Bewegung eines Punktes auf 
der vorgegebenen Bahn besprochen, und zwar zunächst allgemein wie z. B., wenn die Kraft eine 
Funktion des Weges ist, dann die Funktion der Geschwindigkeit und der Zeit. Dann folgt die 
Bewegung eines Punktes mit einem Freiheitsgrad. Der Normalwiderstand wird zunächst all- 
gemein als aus der Normalbeschleunigung und einer Kraft zusammengesetzt abgeleitet. Dann 
folgen die üblichen Beispiele, wie Überhöhung der äußeren Schiene der Eisenbahngleises, das 
Radfahren in einem „Todesring‘“ bei Zirkusvorstellungen. Dann werden Fälle allgemein ab- 
geleitet und mit Beispielen erklärt wie z. B., wenn die Kraft nur eine Funktion des Weges 
(Beispiel: harmonische Schwingungen), oder wenn die Kraft lineare bzw. quadratische Funk- 
tion der Geschwindigkeit ist. Das mathematische Pendel wird eingehend abgeleitet und aus- 
führlich besprochen, dann das zykloidische Pendel, die schiefe Ebene, freie und erzwungene 
Schwingungen. — Im Kapitel II wird die Dynamik eines freien Punktes und die erzwungene 
Bewegung eines Punktes auf einer Oberfläche untersucht. Beispiele: Ballistische Probleme und 
Probleme der Himmelsmechanik, Bewegung eines Punktes unter dem Einfluß der Erddrehung, 
Bewegung auf einer Oberfläche, Foucaultsches Pendel. — Im Kapitel III werden die Grund- 
lagen der Himmelsmechanik untersucht mit Bemerkungen über Atommodell von Bohr und 
Quantenkonstante von Planck. — Kapitel IV enthält die Ableitungen der Gleichungen der 
Arbeit, virtuellen Arbeit, Energiesatz für das Punktsystem (genannt: Satz von S. König, 
1712—1757), der kinetischen Energie der räumlichen Bewegung eines starren Körpers, der Be- 
wegungsgröße eines Systems und des Momentes der Bewegungsgröße. — Im Kapitel V werden 
die allgemeinen Sätze der Bewegung der Systeme, Lagrangesche Gleichungen, nichtholonome 
Systeme, Prinzipvon d’Alembert besprochen. — Kapitel VI behandeltdie Stabilität und Schwin- 


gungen. — In diesem Band wird die Tensorrechnung bei der Ableitung der Gleichungen der Be- 
wegung nichtholonomer Systeme angewendet, und. zwar in beliebigen krummlinigen Koordinaten. 
©. Torre. 


e Levi-Civita, Tullio e Ugo Amaldi: Lezioni di meccanica razionale. Vol. II, 
parte 2: Dinamica dei sistemi con un numero finito di gradi di libertä. Nuova ed. 
riveduta e corretta. Bologna: Nicola Zanichelli 1952. IX, 670 p. Lire 5000 nette. 

Dieser Band, wie der vorhergehende, behandelt die Dynamik der Systeme mit endlicher 
Anzahl der Freiheitsgrade. Er beginnt mit Kap. VII: Dynamik starrer Körper; es werden zu- 
nächst die Gleichungen der zeitlichen Anderung des Impulses und des Impulsmomentes an- 
gegeben. Als Beispiel wurde die Drehung eines Körpers um eine feste Achse und das physikalische 
Pendel gebracht mit den Gleichungen für die experimentelle Bestimmung der Gravitations- 
konstante und des Trägheitsmomentes. Die Gleichungen des Doppelpendels sind mit Hilfe der 
Lagrangeschen Gleichungen abgeleitet. Weiterhin wird die ebene Bewegung, die Haft- und 
Rollreibung, das Rollen auf waagerechter Unterlage und auf einer schiefen Ebene mit Reibung, 
gleichmäßige Translationsbewegung und Längsstabilität der Flugzeuge behandelt. — Kapitel VIll 
enthält weiterhin die Dynamik starrer Körper, Bewegung um einem festen Punkt und den 
Kreisel. Es wird zunächst das Allgemeine über die Bewegung eines starren Körpers um einen 
festen Punkt bzw. um den Schwerpunkt besprochen, dann folgt die Ableitung der Gleichungen 
von Euler der allgemeinen Bewegung eines Körpers im Raume. Dann wird der kräftefreie 
Kreisel, seine Stabilität usw. eingehend untersucht. Zum Schluß dieses Kapitels wird die re- 
guläre Präzession eines schweren Körpers um eine festen Achse besprochen. — Kapitel IX 
enthält weiterhin die Dynamik starrer Körper, Bewegung mit Rollen, Theorie des Billard- 
spieles, kreisrunder Teller, der sich auf einer waagerechten rauhen Ebene dreht, Kreiselkörper 
auf der kreisförmigen Unterlage. — Kapitel X bringt die kanonischen Gleichungen. — Kapitel XI 
die Differentialprinzipien der Mechanik und Kapitel XII den Stoß. — Das Werk ist fließend 
geschrieben und mit einer großen Anzahl lehrreicher Beispiele versehen. Es kann den Studie- 
renden und Fortgeschrittenen als Lehr- und Nachschlagewerk bestens empfohlen rn 

. Torre. 


o Zukovskij, N. E.: Theoretische Mechanik. 2. Aufl. Moskau-Leningrad: 
Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1952. 811 S. R. 19,— [Russisch]. 
Voiei une reedition des cours de mecanique theorique de N.E. Joukovsky, professes a 
l’Universite de Moscou de 1884 & 1920. Les legons de l’illustre professeur ont et& publiees, en 
partie, de son vivant et completees, en vue de la presente edition, par des notes prises au cours 
par quelques uns de ses eleves les plus distingues. Le tout forme aujourd’hui un expose complet de 
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mecanique classique: cinömatique; theorie des vecteurs, statique du point et du solide; dynamique 
du point et du solide; hydrostatique; theor&mes generaux de l’hydrodynamique des fluides par- 
faits; theorie du potentiel et attraction. — Il est evident que le mode d’exposition adopte par 
VA. ne peut que paraitre archaique aux lecteurs modernes. A l’epoque de la redaction de ces 
lecons, le caleul vectoriel n’etait pas constitue en un corps de doctrine autonome et son usage 
etait alors exceptionnel dans les manuels d’enseignement. Aussi bien, Ja theorie des couples, 
par exemple, presentee d’ane maniere geometrique, dans le style de Poinsot, exige des d&veloppe- 
ments d’une longueur exageree. — D’un autre cöte, diverses theories d’analyse (theorie du 
potentiel, theorie des syst&mes differentiels de la dynamique des solides — dont l’application a 
la demonstration du principe des travaux virtuels — sont exposces d’une maniere tres el&mentaire 
qui sacrifie trop souvent la rigueur & la simplieite. — Enfin, les vues de !’A. sur l’axiomatique de 
la mecanique sont depassdes depuis longtemps. — Mais la publication du cours n’en parait pas 
moins opportune et cela pour plusieurs raisons. — Il est bon d’avoir a sa disposition des ouvrages 
& tendance encyelopedique, faisant le point d’une science a une epoque determinee. On desouvre 
ainsi, parfois avec surprise, une foule de problemes, aujourd’hui disparus des manuels et qui 
n’en offrent pas moins un interet pedagogique considerable. Mais de plus, le livre de Joukovsky 
marque une date dans l’histoire de l’enseignement de la mecanique. L’A. etait un universitaire 
de grande classe double d’un ingenieur hors pair; il est rare que des dons aussi divers soient 
reunis chez un seul homme. Aussi bien, l’A. rompt completement avec la tendance regnante dans 
les Universites & la fin du XIX siecle, d’envisager la mecanique comme une branche de l’analyse. 
A chaque page, l’A. marque son goüt du concret, son souci des applications utiles au praticien. 
C’est & ce point de vue que le present ouvrage est encore riche d’enseignements pour le lecteur 
d’aujourd’hui qui appreciera, par surcroit, a sa juste valeur la elarte de l’exposition de l’ A. — qui 
fut un grand savant double d’un bel Ecrivain. J. Kravtchenko. 


® Nikolai, E. L.: Theoretische Mechanik. 1. Teil: Statik, Kinematik. Mit 
einer Einführung von N. D. Moiseev. 16. Aufl. Moskau-Leningrad: Staatsverlag für 
technisch-theoretische Literatur 1952. 304 S. R. 6.60 [Russisch]. 


Voiei la troisiöme reimpression posthume de l’ouyrage qui parait aujourd’hui en seizieme 
edition. Il s’agit donc d’un livre classique: cela simplifie la täche de celui qui a mission de l’ana- 
lyser. — Üe cours de Mecanique theorique s’adresse essentiellement aux Ingenieurs et aux Teech- 
niciens. La premiere partie est consacree a la statique du point et des solides. Chemin faisant, 
A. expose les elements indispensables de la theorie des vecteurs, en s’inspirant des procedes 
traditionnels et sans faire appel au calcul vectoriel. Du reste, l’A. n’elimine pas & l’occasion, les 
raisonnements purement geomeötriques ou analytiques lorsque, ceux-ci, selon lui, lui permettent. 
d’atteindre plus rapidement le but. Dans sa preface, I’A. insiste beaucoup sur le danger que 
presente, au point de vue pedagogique, un mode d’exposition base exclusivement sur l’algebre 
vectorielle. A notre avis, toutefois, il y a une danger plus grave encore & ne pas se servir d’un 
instrument mathematique particulierement adapte au probl&öme physique que l’on &tudie. La 
redaction de I’A. s’en trouve d&mesur&ment allongee et il subsiste des discussions de signes que 
le caleul vectoriel permet d’eliminer une fois pour toutes. — La statique est presentde comme 
une science autonome, fondee sur des axiomes propres. On sait, cependant, l’inter&t axiomatique 
qu’il ya & la presenter comme un cas particulier de la dynamique. La deuxiöme partie de l’ouv- 
rage est consacree a la cin&matique classique du point et des solides. — Notons le souei constant; 
de !’A. d’illustrer l’expose de la theorie au moyen d’exemples, judicieusement choisis, empruntes 
a la technique. Le lecteur a ainsi a sa disposition un excellent recueil d’exercises, propres & lui 
demontrer Y’utilite de la Mecanique. — Une introduction, redigee par Moissscev, resume l’es- 
sentiel de l’histoire de la m&canique vue par un savant de l’&cole mat£rialiste. J. Kravtchenko. 

o Nikolai, E. L.: Theoretische Mechanik. Il. Teil: Dynamik. 6. unveränd. 
Aufl. Moskau-Leningrad: Staatsverlag für technisch-theoretische Literatur 1952. 
484 S. R. 10,— [Russisch]. 

L’ouvrage est une simple reimpression des Editions posthumes. Aussi bien, nous limiterons- 
nous & un compte-rendu sommaire. — Le present tome est consacre & la dynamique du point 
et & celle des systemes a un nombre fini de degres de liberte — encore qu’on trouve cä et lä quel- 
ques probl&ömes elementaires de statique et de dynamique des corps deformables. — Au point. 
de vue axiomatique, l’A. s’ecarte des voies habituelles: il attribue une realit& physique aux forces. 
d’inertie. Ilen resulte des variantes dans la presentation du prineipe de d’Alembert, ce qui est 
bien entendu, sans importance au point de vue analytique. — L’A. concoit un continu materiel 
comme un assemblage de masses ponctuelles. Ce point de vue, tres el&mentaire et souvent com- 
mode, n’est pas sans soulever, comme on sait, des difficultes, lorsqu’on cherche & effectuer le 
passage & la limite a une repartition continue de masses. — Fidele & la methode inaugurde das 
le tome I, VA. utilise & la fois le caleul vectoriel et la representation analytique. — La partie 
du cours consacree aux vibrations est des plus döveloppee. La theorie generale est illustree de 
tres nombreux exemples dont la discussion est poussee tr&s loin, parfois au moyen des graphiques 
soignes. Le souci des applications donne & ce livre un cachet particulier. L’exposition de chaque 
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theorie est accompagnee de nombreux exercices (resolus entierement) empruntes & la technique 
et choisis avec beaucoup d’A-propos. C’est pourquoi cet ouvrage rendra, sans doute, de grands 
services aux eleves-Ingenieurs et aux Ingenieurs pour lesquels il a &te ecrit. J. Kravtchenko. 

o Bullen, K. E.: An introduction to the theory of mechanics. 2nd ed. 
Cambridge: At the University Press 1952. XVI, 368 p. 21s. net. 

Haag, Rudolf: Der kanonische Formalismus in entarteten Fällen. Z. angew. 
Math. Mech. 32, 197—202 (1952). 

The passage from the Lagrange to the canonical equations is made under the 
assumption that the relations defining the momenta, 9, = dL/ög, x =1,...,n, 
can be solved for the velocities g,. In this paper the canonical formalism is extended 
to the more general case where the hessian matrix O2L/ög, 045 has rank r <n. 
In place of the usual canonical equations we find a set of relations ®,(q1, - . -, 4, 
P5::»2,)=0I, t=1,...,r, plus a set of canonical equations the hamiltonian 
of which ss 9=H,+A,®,+:-:+4,D, where H, is a certain function of 
9»: Pr--»2n and A,...,/, are multipliers. Some questions involving 
Poisson bracketts are also discussed. M. M. Peixoto. 

Bucerius, H.: Determinierung der klassischen Mechanik durch zeitliche Rand- 
werte. Astron. Nachr. 280, 233—244 (1952). 

Die Determinierung der Bewegungsformen in der klassischen Mechanik ge- 
schieht seit Newton durch Vorgabe von Ort und Impuls des bewegten Körpers für 
eine „Anfangszeit“ ty. Diese Gewohnheit wird durch den Charakter der Bahnen als 
Lösungen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung begünstigt. Für die 
Praxis (was z. B. bei den Methoden der Bahnbestimmung nach der Laplaceschen 
Methode ins Auge fällt), hat diese Form der Determinierung gewisse Nachteile, die 
sich besonders aus der Empfindlichkeit des Bahnverlaufs gegen kleine Änderungen 
der Koordinaten des Anfangsimpulses ergeben. Verf. hat schon früher versucht, 
das Bahnbestimmungsproblem als Randwertproblem einer Integralgleichung zu 
behandeln, wobei die individuellen Bahnen durch die zu zwei Zeitpunkten ti, und t, 
gehörigen Örter determiniert werden. In der vorliegenden Arbeit dehnt er dieses 
Prinzip auf die gesamte klassische Mechanik aus und illustriert es an einigen Bei- 
spielen (freier Fall im Gravitationsfeld, harmonischer Oszillator, gedämpfte Schwin- 
gung). Schließlich zeigt er, wie die Determinierung durch zeitliche Randwerte sich 
aus dem Hamiltonschen Prinzip folgern läßt. K. Stumpff. 


Trent, H. M.: An alternative formulation of the laws of mechanices. J. appl. 
Mech. 19, 147—150 (1952). 

Etwas andere sprachliche Formulierung der klassischen Mechanik der Punkte 
unter der bekannten Trivialisierung des D’Alembertschen Prinzips: Wirken auf 
einen Punkt zwei Kräfte, so kann das Ergebnis so aufgefaßt werden, als würde 
die eine Kraft fortgeleitet, wobei aber der Punkt einen Teil gemäß seiner absoluten 
Beschleunigung verschluckt. Verf. nennt das „Cireuital Formulation of Mechanics“. 
Da sich die Gesetze auf die Form bringen lassen, daß eine Summe von Kräften, 
einschließlich der Scheinkräfte, Null ist, kann eine gewisse Analogie zu den Kirch- 
hoffschen Gesetzen der Stromverzweigung festgestellt werden. Es fehlen aber 
allgemeine Formulierungen. G. Hamel. 

Andersson, Sven: On the change with time in the disturbed motion of two 
bodies. Ark. Astron. 1, 207—214 (1952). 

Die Differentialformeln für die Störungen der elliptischen Elemente von Pla- 
netenbahnen werden gewöhnlich nach den Methoden von Lagrange oder Hamilton- 
Jacobi abgeleitet. Verf. gibt einen elementaren Beweis dieser Formeln ‚ohne 
den Gebrauch so mächtiger Waffen wie die Methode der Variation der Konstanten“. 

K. Stumpff. 


Block, H. D.: Laws of attraction having a certain generalized Newtonian 
property. J. Math. Physics 31, 151—153 (1952). 
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Sei m’ m’ v(r) die potentielle Energie zweier Massen m’ und m’’ im Abstand r. 
Es wird nach den Funktionen v(r) gefragt, für welche dann die potentielle Energie 
zweier homogener Kugeln mit den Radien a, b, den Massen m,, m, und dem Ab- 
stand R(>a-+ b) die Gestalt 
(1) w(R, a,b) = m, m, ®D(a, b) v(R) 
besitzt. Für die Funktionen v(r) läßt sich die Differentialgleichung [rv(r)]"=Arv(r) 
herleiten. Jede ihrer Lösungen besitzt die verlangte Eigenschaft, Der Spezialfall 
)= 0 gibt das Newtonsche Kraftgesetz mit ®(a,b) = 1. Mit diesem v(r) gilt (1) 
auch bei nichthomogenen Kugeln mit kugelsymmetrischer Massenverteilung mit 
von der Dichteverteilung abhängigem ®. J. Meizxner. 

Stojanovid, Rastko D.: Differential equations of the movement of a rigid body 
in tensorial form. Bull. Soc. Math. Phys. Serbie 4, Nr. 1—2, 43—49 und engl. 
Zusammenfassg. 49 (1952) [Serbisch]. 


It is sometimes necessary, in order to solve a certain problem by means of tensorial methods, 
to find such equations of the motion of a rigid body, that would hold invariant their form under 
all coordinate transformations and, in the same time, would enable us to make distinction between 
translational and angular velocities. — Defining the metrie of a Riemannian space V,,in which 
we may consider the motion of a rigid body as the motion of a representative particle, by 
do? —=2 T dt, the author introduces new variables, quasi-coordinates, by transformation- 


equations da” = Ay, daf, Ag, = fonet. (&,..,2%) (vß=1,...6) and dg” = I da. 
: B . DIET: 

Introducing now in the general equations of motion of a material system Di (5) — 

(&—=1,...,6) these new variables, we get after some transformations the final equations 
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Giving to the coefficients of transformation A” special values, we can get very easily on the 
one hand the equations for the motion of the rigid body with respect to the coordinate system 
fixed in Euclidean space, on the other hand the equations with respect to the system of coordi- 
nates, moving together with the considered body. In both systems of equations, we make dis- 


tinetion between to kinds of velocities. Autoreferat. 
Fokker, A. D.: The tracks of tops’ pegs on the floor. Physica 18, 497—502 
(1952). 


Die Arbeiten der Herren Fokker, Braams und Hugenholtz (s. unten) be- 
handeln den Einfluß der Reibung auf einen Kreisel, der auf einer horizontalen Ebene 
spielt, namentlich die paradoxe Erscheinung, daß sich zuweilen der Kreisel aufrichtet, 
und zwar gerade dann, wenn durch Reibung ein Energieverlust eintritt und sich 
doch die potentielle Energie auf Kosten der kinetischen vergrößert. Der erst ge- 
nannte Verf. gibt eindrucksvolle Bilder von den Spuren, welche die Kreiselspitze 
auf der Ebene zurückläßt. Deutlich zu erkennen ist eine Anlaufperiode, in der die 
Spitze gleitet und der stationäre Zustand, in dem die abgerundete Spitze rollt. 
Anschließend qualitative Überlegungen. G. Hamel. 

Braams, C. M.: On the influence of frietion on the motion of a top. Physica 18, 
503—514 (1952). 

Verf. betrachtet als Kreisel eine Kugel mit excentrischem Schwerpunkt, doch 
Rotationssymmetrie. Er stellt die Bewegungsgleichungen auf, und zwar sowohl 
ohne Reibung, wie mit Haftreibung und auch mit Gleitreibung. Die Bedingungen 
für die beiden letzten Fälle werden erörtert. Tatsächlich hebt sich bei Gleitreibung 
der Schwerpunkt beim exzentrischen Kugelkreisel, während sich beim zentrierten 
Kreisel die Achse mit dem größeren Trägheitsmoment hebt. Im allgemeinen Fall ist 
eine genauere Diskussion nötig. Der „tippe-topp‘‘, der sogenannte magische Kreisel, 
der einen großen Radius der berührenden Kugel hat, zeigt das Aufrichten in be- 
sonders auffälliger Weise, es geschieht infolge der Gleitreibung; der gewöhnliche 
Kreisel mit kleinem Radius der berührenden Kugel rollt zumeist, die Möglichkeit 
des Aufrichtens infolge von Rollreibung wird diskutiert. @. Hamel. 
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Hugenholtz, N. M.: On tops rising by frietion. Physica 18, 515—527 (1952). 

Auch diese Arbeit behandelt das Aufrichten des Kreisels, namentlich das des 
„tippe-top“ unter wesentlich gleichen Voraussetzungen und mit denselben Ergeb- 
nissen wie die Arbeit des Herrn Braams (vorsteh. Referat). Die Reibung wird als 
kleine Störung aufgefaßt, der Verlauf der Winkelgeschwindigkeiten wird etwas ge- 
nauer studiert. G. Hamel. 

Slezkin, N. A.: Eine Verallgemeinerung des Satzes von Helmholtz über die 
Zerlegung der Bewegung eines Teilchens. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 
86, 477—480 (1952) [ Russisch]. 

Landauer, Rolf: Path concepts in Hamilton-Jacobi theory. Amer J. Phys. 
20, 363— 367 (1952). 

Noble, William J.: A direct treatment of the Foucault pendulum. Amer. J. 
Phys. 20, 334—336 (1952). 

Coechi, Giovanni: Sui coefficienti di Coriolis. Mem. Accad. Sei. Ist. Bologna, 
Ole Sci: fis., X Ser. 8, 205211 (1952). 

Iskraut, Richard W.: Remarks concerning a paper by Wilker. Helvet. phys. 
Acta 25, 305—306 (1952). 

Coffman, Moody L.: Veloeity-dependent potentials for partieles moving in 
given orbits. Amer. J. Phys. 20, 195—199 (1952). 

Nadile, Antonio: Traiettorie dinamiche di un sistema anolonomo e famiglie 
naturali di curve anolonome. Rivista Mat. Univ. Parma 3, 115—129 (1952). 

L’A. ricava anzitutto l’equazione differenziale per le traiettorie dinamiche di 
un sistema anolonomo. Definite poi curve naturali, in un sistema con vincoli anolo- 
nomi, le curve (sulla varietä che rappresenta il sistema in discorso) per cui & stazio- 
nario l’integrale di una certa funzione F dei parametri Lagrangiani, dimostra che, 
con opportune scelte di F, resultano curve naturali le traiettorie dinamiche, le 
brachistocrone (del sistema anolonomo considerato) e le linee che rappresentano 
configurazioni di equilibrio di fili flessibili e inestendibili con vincoli anolonomi. 
Infine espone alcune proprietä geometriche delle curve naturali. D.Graffi. 

Talbot, A.: Equimomental systems. Math. Gaz. 36, 95—110 (1952). 

Two mass-systems are said to be equimomental if they have equal moments 
of inertia about any line in space. Among others the following results are proved: 
(i) Two equimomental systems must have the same total mass and the same centroid. 
(ii) If two mass-systems (none of which has all masses on a plane) have the same 
mass and centroid and equal moments of inertia about any 6 lines (non parallel 
to the generators of a single quadrie cone), they are equimomental; and fewer 
lines do not ensure this. M. Peixoto. 

Toupin, R. A.: A variational principle for the mesh-type analysis of a mecha- 
nical system. J. appl. Mech. 19, 151—152 (1952). 

Zwischen den Komponenten &, der Geschwindigkeit des u-ten Massenpunktes 
eines konservativen Systems und den entsprechenden Kraftkomponenten besteht 
eine Art von Reziprozität. Dementsprechend korrespondiert mit dem System der 
Bewegungsgleichungen ein System von Gleichungen, das Verf. als „Netzgleichungen“ 
(mesh equations) bezeichnet. Diese Gleichungen werden aufgestellt, auch in ihrer 
Lagrange-Form, und das Variationsprinzip, aus dem sie hergeleitet werden können, 
wird hingeschrieben. Hardtwig. 

Supino, Giulio: Sopra i teoremi di Lord Rayleigh. Boll. Un. mat. Ital., III. 
Ser. 7, 261—266 (1952). 

An Hand von Beispielen (Mehrfachpendel, Einzelmassen auf Trägern usw.) 
wird beobachtet, daß für eine große Klasse von mechanischen Systemen bei kleinen 
Schwingungen um Gleichgewichtslagen die Eigenfrequenzen unabhängig sind von 
Veränderungen der Massen, bei anderen Systemen dagegen sind sie abhängig von 
solchen Veränderungen. Es scheint kein ebenso allgemeines Gesetz über die Ver- 
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änderung der Eigenfrequenzen bei Änderungen der Massen zu geben, welches etwa 
analog den Rayleighschen Sätzen über Veränderung der Eigenfrequenzen bei Ände- 
rung der kinetischen Energie ist. L. Collatz. 

Simanov, S. N.: Zur Theorie der quasiharmonischen Schwingungen. Priklad. 
Mat. Mech. 16, 129—146 (1952) [Russisch]. 

Consider thesystem (1.1): 2, = (a, + ur. (bu) u; + hk (bus = 1...,n, 
where a,, are constants, p,,; and f, continuous functions periodie in # of period 27 
and holomorphie in u for |ul < u*. Assume that |a,,;—Aö,|=0 hsı=0asa 
root of multiplicity k and that the other roots are not of the form + Ni, N integer; 
assume also that the elementary divisors corresponding to the root 0 are all simple 
so that by means of an auxiliary linear transformation the coefficients a,, may be 
taken as = O0 whens <k and wheni <%k. Consider the „auxiliary system‘ obtained 
by the addition of constants W,,..., W, to the second members of the first k 
equations (1.1). The author shows that given k parameters ß},.- .,ß,„, there is & 
unique system of linear functions W, of these parameters and a unique solution 
x*(t) of the auxiliary system satisfying z*(0)=ß,i=1,...,%k, such that the 
x* are periodie of period 277; the W, and x* are holomorphiec in u for |u| <d <u* 
and may be found constructively by the method of undetermined coefficients. By 
replaeing in x* the solutions of the system of linear equations W,(ß1---ß,) = 9 
periodic solutions of (1.1) are obtained. The other resonance cases where there are 
characteristie roots of the form + Ni are similarly dealt with. As an application, 
a method is given for the computation of the characteristice exponents of (1.1). 
There are a few minor printing errors. J. L. Massera. 

Ehrmann, Hans: Über den Zusammenhang zwischen Ausschlag und Schwin- 
gungsdauer bei der freien ungedämpften Schwingung. Z. angew. Math. Mech. 32, 
307—309 (1952). 

Es wird gezeigt, daß es analytische Funktionen f(x) gibt, die nicht von der 
Form cx sind, für die die Differentialgleichung & + f(x) = 0 periodische Lösungen 
x(t+ T)=x(t) besitzt, bei denen die Schwingungsdauer T in einem gewissen end- 
lichen x-Bereich der Kennlinie f(x) unabhängig vom Ausschlag a (also exakt kon- 
stant) ist. (Diese Möglichkeit war von G. Plato, dies. Zbl. 29, 325, verneint worden.) 
Die Frage läuft auf eine Integralgleichung hinaus, von der exakte Lösungen, z. B. 

ı 1 R 
f(&) enneen (mt FAT Er 0) 
angegeben werden können. Die dazu gehörigen Weg-Zeit-Diagramme zeigt eine 
Abbildung. L. Collatz. 

Schäfer, Manfred: Eine graphische Richtungsfeldkonstruktion für den Phasen- 
plan nichtlinearer freier Schwingungen. Z. angew. Math. Mech. 32, 284—286 (1952). 

Salmon, Jean: Remarques sur l’application du calcul matriciel aux systömes 
a reaction lineaires et pseudolineaires. J. Phys. Radium 13, Suppl. au Nr. 2, 25 A 
—28 A (1952). 

StarZinskij, V. M.: Hinreichende Bedingungen für die Stabilität eines mechani- 
schen Systems mit einem Freiheitsgrad. Priklad. Mat. Mech. 16, 369—374 (1952) 
[Russisch ]. 

En utilisant la deuxieme methode de Liapounov, l’A. etablit un eritere suf- 
fisant de stabilite (au sens de Liapounov) pour les solutions de l’&quation dif- 
ferentielle. 


+ pl)irgt)az=0 
ou p(t) et q(t) sont reelles et continues pour t >0. Les conclusions sont illustrees 
sur des exemples. J. Kravtchenko. 


StarZinskij, V. M.: Über die Stabilität der instationären Bewegungen in einem 
Falle. Priklad. Mat. Mech. 16, 500—504 (1952) [Russisch]. 
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Soient trois fonctions p(t), g(t), r(t) du temps, continues, reelles, bornees en 
module et non nulles pour t >0. Supposons que les &equations du mouvement 
perturbe d’un mouvement M determine se reduisent A l’&quation: 

+ pitgitre=ı. 
L’A. fait alors connaitre une condition suffisante de stabilit6 de M au sens de Lia- 
pounov. & J. Kravtchenko. 

Cetaev, N. 6.: Über die Instabilität des Gleichgewichts in einigen Fällen, in 
denen die Funktion der Kräfte kein Maximum ist. Priklad. Mat. Mech. 16, 8993 
(1952) [Russisch]. 

Suppose the function of forces U vanishes at an equilibrium point. The author 
proves the unstability of equilibrium in several non-trivial cases where U changes 
sign in the neighborhood. The proofs are based essentially on the consideration 
of Ljapunov’s functions. J. L. Massera. 

Metelieyn, I. I.: Zur Frage der gyroskopischen Stabilisierung. Doklady Akad. 
Nauk SSSR, n. Ser. 86, 31—34 (1952) [Russisch]. 

L’A. etudie les systemes mecaniques regis par les &quations A coefficients 
constants qu’on peut toujours ramener & la forme: 

N 
re ansa,ch (Best iVae) dert (Orts) e] =, k=1, 2, ect, 
ou les matrices a,,, Ps, Ör,, sont symetriques, Yyıs Ers antisymetriques. On nomme 
ces forces generalisees: 1. ß,,g,-dissipatives, 2. y,,q,-gyroscopiques, 3. 6,,9s- 
conservatives 4. &,,q,-proprement non conservatives. On suppose que la fone- 


tion de dissipation D = >= 5 Ps 9, 9; est une forme quadratique definie positive. 
k,s 


— L’A. se propose alors d’examiner l’influence de chacune des categories prece- 
dentes des forces generalisees sur le signe de la partie reelle de u des q, = A,et*. 
Il obtient ainsi une serie de conclusions qualitatives tres suggestives, quant & la 
stabilite du mouvement du systeme. Exemples: 1. Si le systeme donne est tel que 
6, = 0, ,sk=1,2,...,n, il ne peut &tre rendu stable que moyennant l’adjonc- 
tion des forces gyroscopiques et dissipatives. — 2. Si la stabilite a lieu et si les forces 
gyroscopiques sont pr&pond6rantes, les oscillations de haute fröquence s’amortissent 
plus vite que les oscillations de basse frequence. La d&monstration de ces faits, bien 
connus dans des cas particuliers, parait interessante et simple. J. Kravtchenko. 

Merkulov, V. I.: Über ein Problem von Zukovskij. Priklad. Mat. Mech. 16, 
633 —634 (1952) [Russisch]. 

Joukovsky (oeuvres completes, Bd.?2, 1949, pp 153—309) a etudie le mouve- 
ment d’un solide, pr6sentant des cavites remplies de liquide. L’A. reprend la question 
dans le cas particulier d’un corps de revolution autour d’un axe; il precise alors les 
conditions de stabilit& de certaines classes des petits mouvements du systeme. 

J. Kravtchenko. 

Erugin, N. P.: Über ein Problem der Stabilitätstheorie von automatischen 
Reglersystemen. Priklad. Mat. Mech. 16, 620—6283 (1952) [Russisch]. 

I. G. Malkin [Priklad. Mat. Mech. 16, 365—368 (1952)] a &tudi& le probleme 
d’Aisermann pos& relativement au systeme 

<=f(a)+ay; y=bz+cy 
oü a, b, c, sont des constantes. L’A. fait diverses objections aux raisonnements de 
Malkin, complete ses d&monstrations et retrouve une partie de ses conclusions moyen- 
nant des hypotheses plus faibles. J. Kravtchenko. 

Malkin, I. G.: Über die Stabilität von automatischen Reglersystemen. Priklad. 
Mat. Mech. 16, 495—499 (1952) [Russisch ]. 

Soit le systeme differentiel: 


n 
= Ir; + Fl ty. mb S=ba..0m 
je 
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oü les p,,; sont des constantes et oü les F, verifient, dans le domaine de l’origine, 
les conditions de Lipschitz: 


rI<Q: 


Q ötant une constante > 0. Toutes les racines de l’&quation caracteristique Z du 
N 


systeme: &,= N p,,;%, sont & partie reelle < 0. L’A. determine alors la borne 
1 


superieure de 0 et le domaine des variations des donnees initiales (comprenant 
l’origine) — le tout en fonction des racines de HE — de maniere que l’origine soit 
une position d’equilibre stable au sens de Liapounov. J. Kravtchenko. 
Kac, A. M.: Zur Frage der Berechnung eines quadratischen Kriteriums für 
die Güte einer Regulierung. Priklad. Mat. Mech. 16, 362—364 (1952) [Russisch ]. 
Soit f(t), la solution d’une &quation differentielle lineaire & coefficients con- 


stants, tendant vers 0 avec 1/t. Divers problemes techniques de regulation conduisent 
[0,0] 


& caleuler J = f Ole ar (ou P et Q sont des polynomes) oü 
0) 


F(p) est la transformee operationnelle de f(t), on peut 6crire: 
n—1 
J= 5 9% Agsn-r-1 
r=0 


ou: nest le degre de Q ; les g, sont les coefficients de P(p) P(—p) et ou les A,, peuvent 
'&tre caleulds par un proced& assez simple, dü & I’A. J. Kravtchenko. 

Kelley, Henry J.: Predietion of yawing stability characteristics of airplanes 
during catapulting. J. aeronaut. Sci. 19, 529—539 (1952). 

Zur Lösung der linearisierten Bewegungsgleichungen eines beim Katapultieren 
gierenden Flugzeuges werden zwei Verfahren angegeben: Bei schwach belastetem 
Schwanz- (bzw. Bug-)Rad eine Potenzreihenentwicklung nach der Zeit, deren nume- 
rische Durchführung 30—40 Arbeitsstunden (mit einer JBM-Lochkartenmaschine: 
1 Stunde)erfordert, beistärkerer Belastung eine Differenzenmethode (60—70 Stunden). 
Ferner wird ein Stabilitätskriterium hergeleitet, aus dem der Einfluß der verschie- 
denen Parameter abgelesen werden kann. Danach ist z. B. die Stabilität um so 
besser, je größer die Vorwärtsbeschleunigung und je kleiner die Steifheit der Berei- 
fung ist. Schließlich wird der Fall eines V-förmigen Katapultseiles untersucht, 
das im allgemeinen stabilisierend wirkt. Ein Vergleich mit Messsungen ergibt gute 
Übereinstimmung. J. Weissinger. 

Glaus, Rudolf: Die automatische Kursregelung von Flugzeugen. Z. angew. 
Math. Phys. 3, 298—308 (1952). 


Sizova, 0. A.: Über die Möglichkeit des Einfangens beim eingeschränkten Drei- | 


körperproblem. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 86, 485—488 (1952) [Russisch]. 


Sitnikov, K.: Über die Möglichkeit des Einfangens beim Dreikörperproblem. 


Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 87, 521—522 (1952) [Russisch]. 

Heinrich, Wladimir Wäclav: On certain funetional solutions of the satellite 
problem of three bodies. Acta math. 88, 1—75 (1952). 

Die wirkliche Bestimmung der von Poincar& behandelten periodischen Lösungen des 
Dreikörperproblems erfordert zur Ermittlung derjenigen Anfangswerte der Koordinaten und 
Geschwindigkeiten, die zu einer periodischen Bahn führen, die Lösung eines linearen Gleichungs- 
systems; unglücklicherweise verschwindet die sog. Hessesche Determinante dieses Systems gerade 
in den Fällen, die für die astronomische Anwendung wichtig wären. Daher können die periodi- 
schen Lösungen auch in den Fällen, wo sie tatsächlich existieren, nicht wirklich bestimmt werden. 
— Verf. versucht im Fall der Mondbewegung diese Schwierigkeit dadurch zu beseitigen, daß er 
von einem vollkommen neuen Gesichtspunkt ausgeht. Er betrachtet die Mondbahn nicht als 
Bahn um die Erde, die durch die Sonne gestört wird, sondern als Bahn eines Planeten um die 
Sonne, dersichin unmittelbarer Nähe der Erde bewegt und durch diese gestört wird. Dann haben 
störender und gestörter Planet die gleiche mittlere Bewegung, es liegt also eine Kommensurabilität 
vom Typ 1:1 vor. Die Erdbahn um die Sonne wird als Kreis angenommen, die ungestörte Mond- 
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bahn um die Sonne als Ellipse der Exzentrizität 1/400, also gleich dem Verhältnis der Entfer- 
nungen Erde—Mond und Erde—Sonne. Relativ zur Erde ist diese ungestörte Mondbahn eine 
Ellipse, die aber noch wenig Ähnlichkeit mit der wirklichen Mondbahn hat; die Erde steht in 
ihrem Mittelpunkt statt im Brennpunkt, ihre Exzentrizität ist mit 0,87 sehr groß und vor allem 
ist die Umlaufzeit ein Jahr statt ein Monat. — Diese Bahn wird durch die Attraktion der Erde 
gestört und Verf. untersucht die Frage, ob es in dem so entstehenden Dreikörperproblem peri- 
odische Lösungen gibt, bei denen der Mond sich mit der notwendigen, etwa 12fachen Geschwin- 
digkeit der ungestörten Bahn bewegt. Durch Einführung einer neuen Zeitskala t=(1+K)r 
zeigt Verf.,daß bei beliebiger Wahl von K immer eine periodische Lösung bestimmt werden kann. 
Man kann daher K so wählen, daß die Geschwindigkeit des Mondes gleich der wirklichen mittleren 
Bewegung des Mondes wird. Die Hessesche Determinante dieses periodischen Bewegungs- 
problems verschwindet nicht und daher können die periodischen Lösungen auch wirklich be- 
stimmt werden. F. Schmeidler. 

Pedersen, Peder: Stabilitätsuntersuchungen im restringierten Vierkörper- 
problem. Danske Vid. Selsk., mat.-fys. Medd. 26, Nr. 16, 378. (1952) = Publ. 
mindre Medd. Kobenhavns Observ. 159, 37 S. (1952). 

Im restringierten Vierkörperproblem, bei dem die drei endlichen Massen ein 
festes gleichseitiges Dreieck A bilden, gibt es für die vierte Nullmasse innerhalb von A 
2, 3 oder 4 Librationspunkte, je nachdem der Schwerpunkt außerhalb, auf oder 
innerhalb einer gewissen ‚„Schwerpunktsgerenzkurve“ liegt. Außerdem liegen immer 
sechs Librationspunkte außerhalb des Massendreiecks A. Vgl. Peder Pedersen, 
Danske Vid. Selsk., math.-fys. Medd. 21,n0.6, 80 S. (1944). Nunmehr werden aus 
den Variationsgleichungen der Nullmasse die Stabilitätsverhältnisse ihrer Gleich- 
gewichtslage in einem Librationspunkt ermittelt, insbesondere diejenigen Kurven, 
welche die Grenzen zwischen Gebieten mit verschiedenem Stabilitätscharakter 
bilden. E. Hölder. 

Castro Brzezicki, A. de: Über die ebene Bewegung der Raketen. Revista mat. 
Hisp.-Amer., IV. Ser. 12, 102—106 (1952) [Spanisch]. 

Some general qualitative aspects of the motion of a rocket in a constant gravi- 
tational field, taking into account the resistence of the air. M. M. Peixoto. 

Perret, Eduard, Ernst Roth, Raymund Sänger und Hans R. Voellmy: Flug- 
bahnen von Leitstrahlraketen mit Gasstrahlsteuerung. Z. angew. Math. Phys. 3, 
241—258 (1952). 

Einführender Bericht. 


Hydrodynamik : 


Sauer, Robert: Iterationsverfahren zur Berechnung von Unterschallströmungen 


um Profile und axial angeblasene Drehkörper. Math. Nachr. 8, 213—216 (1952). 
Das Geschwindigkeitspotential (x, y) (in kartesischen bzw. Zylinder-Koordinaten) der 
im Titel genannten Strömungen genügt bekanntlich einer Integralgleichung 


Ps) = SIr& m) logV(«— 8° +(y— m dEdn, 
in der die ‚Quellverteilung‘“ 7 ein bekannter (nichtlinearer) Ausdruck in den partiellen Ablei- 
tungen erster und zweiter Ordnung von ist. Diese Integralgleichung wird durch eine Folge 


von Näherungen 9”'(x, y), die sämtlich die Randbedingungen auf der Kontur und im Un- 


endlichen streng erfüllen, folgendermaßen iterativ gelöst: Ist p”(z, y) und damit” (x, y) = t‘” 
(im Außengebiet der Kontur) bereits bekannt, so wird im Innengebiet eine gespiegelte Quell- 


verteilung (x, y) derart bestimmt, daß r{”’ +}” auf der Kontur die Normalgeschwin- 
digkeit Null erzeugt, und dann 


a) If (En) log Y(® — 8)? + (y— nn)? d&dn 
auben u 
+ SS m (En) log Ya — 9? + (y— m)? dEdn 


innen 
gesetzt. Nach einmaliger Berechnung gewisser Einflußzahlen (zweckmäßig mittels programm- 
gesteuerter Rechenautomaten) läßt sich die Rechnung für die Kreiskontur mit gewöhnlichen 
Rechenmaschinen leicht durchführen, wenn die Integrale näherungsweise durch Summen er- 
setzt werden. Der Fall einer beliebigen Kontur wird hierauf zurückgeführt durch Zwischen- 
schaltung der konformen Abbildung auf den Kreis bei jedem Iterationsschritt. Konvergenz- 
beweise und Fehlerabschätzungen stehen noch aus. J. Weissinger. 
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Riegels, F.: Die Strömung um schlanke, fast drehsymmetrische Körper. Mitt. 
Max-Planck-Inst. Strömungsforsch. Nr. 5, 728. (1952). 

Zur Berechnung der Strömung um einen schlanken, nahezu rotationssymmetrischen Körper 
wird die Oberfläche eines approximierenden, rotationssymmetrischen Ersatzkörpers derart mit 
Quellen belegt, daß die induzierte Normalkomponente am Ersatzkörper entgegengesetzt gleich 
der Normalkomponente der Anblasung am Körper wird. Nach Einführung von Zylinderkoordi- 
naten x, r,p werden alle auftretenden Funktionen in Fourier-Reihen nach p(mit z-abhängigen 
Koeffizienten) entwickelt, so daß sich insbesondere die Quellbelegung auffassen läßt als Super- 
position von Quellringen mit periodisch veränderlicher Dichte, deren Strömungsfeld in einem 
umfangreichen Tafelanhang tabelliert ist. Die unbekannten (von x abhängigen) Amplituden 
dieser Quellringverteilungen genügen durch Iteration lösbaren Integralgleichungen, deren Kerne 
sich mit Hilfe der Zahlentafeln leicht berechnen lassen und deren inhomogener Bestandteil _ 
sich aus der Fourierentwicklung der Anblasungsnormalkomponente ergibt, wobei man nur den 
Fall axialer und dazu senkrechter Anblasung zu betrachten braucht, da der allgemeine Fall 
daraus durch Superposition folgt. Aus den derart berechneten Quellringverteilungen erhält 
man durch Überlagerung (d.h. Integration nach x) der zugehörigen (tabellierten) Strömungs- 
felder die gesuchte Strömung um den Körper. Die mit der Einführung des Ersatzkörpers ver- 
bundenen Vernachlässigungen haben zur Folge, daß die Näherungslösung am Bug und Heck i. a. 
nicht gut ist. Die Methode wird erprobt an einem dreiachsigen Ellipsoid, wobei sich gute Über- 
einstimmung mit der exakten Lösung ergibt, und an einem Körper mit dreieckartigem Quer- 
schnitt. J. Weissinger. 

Weissinger, J.: Die Auftriebsverteilung von Tragflügeln mit Tiefensprung. 
Ingenieur-Arch. 20, 166—169 (1952). | 

Verf. entwickelt ein Rechenverfahren zur approximativen Lösung der Prandtl- 
schen Tragflügelgleichung für den Fall, daß sowohl der Anstellwinkel als auch die 
Flügeltiefe einen Sprung erleiden. Der reine Anstellwinkelsprung war schon von 
Multhopp [Luftfahrtforschung 15, 153—169 (1938)] durch ‚Abspaltung‘ des 
Sprunges behandelt worden. Die Behandlung des Tiefensprunges kann zwar nicht 
rein schematisch übertragen werden, weil die Tiefe multiplikativ und nicht additiv 
wie der Anstellwinkel in die Prandtlgleichung eingeht, sie kann aber doch in etwas 
abgewandelter, ähnlicher Weise durchgeführt werden. Das erhaltene lineare Glei- 
chungssystem kann allerdings im Gegensatz zu Multhopps Gleichungen nicht immer 
durch Iteration gelöst werden. Im allgemeinen ist der Rechenaufwand jedoch nicht 
größer als beim Multhoppschen Verfahren. — Die Übertragung auf mehrere Sprung- 
stellen der Tiefe ist leicht. — Als Beispiele werden die Auftriebsverteilungen längs 
der Spannweite für einen unverwundenen Rechteckflügel mit rechteckigem Aus- 
schnitt in der Mitte [das Beispiel, das schon F. B. Hildebrand (N. A. C. A., Techn. 
Note Nr. 925) behandelt hatte] und für einen Rechteckflügel mit Tiefen- und An- 
stellwinkelsprung im Außenflügel graphisch wiedergegeben. Das zeitlich viel kürzere 
Verfahren des Verf. liefert praktisch das gleiche Ergebnis wie das von Hildebrand. 

H. Behrbohm. 


Garabedian, P. R., H. Lewy and M. Schiffer: Axially symmetrie cavitational 
flow. Ann. of Math., II. Ser. 56, 560—602 (1952). 


Die Verff. untersuchen Kavitationsströmungen um axialsymmetrische, sym- 
metrisch angeströmte Körper, die eine auf der Rotationsachse senkrechte Symmetrie- 
ebene besitzen. Die Kavitation umgibt den mittleren Teil des Körpers. Auf der 
freien Oberfläche Z gilt (/ ®)? = (® das Geschwindigkeitspotential, A die Kavita- 
tionskonstante). Die Bestimmung von L wird auf ein Extremalproblem zurück- 
geführt, und zwar wird L so bestimmt, daß der Ausdruck 24 —-AV ein Minimum 
wird (a eine gewisse Konstante, V das Gesamtvolumen: fester Körper + Kavi- 
tation). Es zeigt sich, daß bei vorgegebener „Nase“ des Körpers zu jedem A eines 
gewissen Intervalles genau eine Fläche L gehört, die sich stetig mit A ändert und die 
als analytisch nachgewiesen wird. Es folgen noch kurze Bemerkungen über un- 
endliche Kavitationen. K. Maruhn. 


Ringleb, Friedrich O.: Computation of the laminar boundary layer with suetion. 
J. aeronaut. Sci. 19, 48—54 (1952). . 
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Unter der Voraussetzung inkompressibler Strömung gibt der Verf. für die 

laminare Grenzschicht mit Absaugung eine Lösung an, wenn die äußere Druck- 

verteilung und die Absaugegeschwindigkeit als Funktion der Lauflänge x vorge- 

geben sind. Für das Grenzschichtprofil wird dabei der in anderem Zusammenhang 
von A. Betz [s. dies. Zbl. 38, 283] vorgeschlagene Ansatz 


uU = 1—expia(a)y+ bla) yP + c(a) y’ + dix) y*) 

verwendet. Die Einführung dieses Ansatzes in die Grenzschichtdifferentialgleichungen 
und die Berücksichtigung der Randbedingungen u=U für y=co und 
("uloy")y-o—=0 führt — ähnlich wie bei den bekannten „Grenzschichtbindungen“ 
für die Koeffizientenfunktionen der Blasiusreihe — auf Bedingungsgleichungen für 
die Funktionen a, b, c, d. Nach Aufstellung der allgemeinen Beziehungen vergleicht 
der Verf. seine Methode mit den bekannten Beispielen für die ebene Platte ohne 
Absaugung, bei konstanter und asymptotischer Absaugung und berechnet zuletzt 
diejenige Verteilung der Absaugegeschwindigkeit an einer ebenen Platte, die zur 
Erzielung konstanter Schubspannung erforderlich ist. F. Riegels. 

Reismann, Herbert und Gilbert ©. Best: Two-dimensional transient motion 
and flutter of a wing having four degrees of freedom. J. aeronaut. Sci. 19, 540 — 542 
(1992). 

Für die beliebige, nahezu gradlinige Bewegung eines dünnen Flügels mit Ruder 
und Hilfsruder werden 6 gewöhnliche lineare Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten hergeleitet und kurz diskutiert. Zur Lösung wird die Benutzung 
einer elektronischen Analogierechenmaschine empfohlen. J. Weissinger. 

Couchet, Gerard: Efforts a6rodynamiques qui s’exercent sur le profil dans le 
cas de mouvements non stationnaires ä eirculation constante. C. r. Acad. Sci., Paris 
234, 808—810 (1952). 

Gerber, Robert: Sur l’existence des &coulements plans, permanents, irro- 
tationnels, uniformes ä l’infini, des liquides incompressibles. C. r. Acad. Sci., Paris 
235, 1601--1602 (1952). 

Casal, Pierre: Sur l’önergie einetique d’un &ecoulement possedant une surface 
de discontinuite de vitesse. C. r. Acad. Seci., Paris 234, 804—806 (1952). 

Moreau, Jean-Jacques: Sur la theorie tourbillonnaire du profil portant en 
regime non stationnaire. C. r. Acad. Seci., Paris 235, 695 —697 (1952). 

Coburn, N.: The ‚independent scalars“ in homogeneous turbulence. Amer. 
J. Math. 74, 296—306 (1952). 


Birkhoff, Garrett: Induced mass with free boundaries. Quart. appl. Math. 
10, 81—86 (1952). 

Verf. dehnt den Begriff der ‚induzierten Masse“ und einige seiner Eigenschaften 
auf den Fall einer inkompressiblen reibenden Flüssigkeit mit freier Oberfläche aus. 

K. Maruhn. 

Ericksen, Jerald L.: Thin liquid jets. J. rat. Mech. Analysis 1, 521—538 
1952): 
en untersucht spezielle Klassen freier Flüssigkeitsstrahlen, die nicht axial- 
symmetrisch sind. Nach allgemeiner Formulierung des Anfangswertproblems werden 
bei konstanter Außenkraft eine Art zylindrischer Strahlen (die „pseudolinearen‘“ 
Strömungen) und bei verschwindender Außenkraft alle diejenigen Strömungen, für 
die die Stromlinien Krümmungslinien sind, gefunden; für letztere wird eine ein- 
fache geometrische Konstruktion angegeben. K. Maruhn. 

Kopzon, 6. I.: Der zweidimensionale Stoß in einer wenig kompressiblen idealen 
Flüssigkeit. Priklad. Mat. Mech. 16, 719—722 (1952) [Russisch]. 

Heinrich, G.: Der Energietransport in strömenden Medien. Z. angew. Math. 
Mech. 32, 286—288 (1952). 

Verf. definiert für eine Flüssigkeitsbewegung einen Energietransportvektor © 
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durch die Forderung, .daß die in der Zeit dt. durch das Flächenelement dv trans- 
portierte mechanische Energie dE den Wert (S -do)dt hat. Es wird für © ein for- 
melmäßiger Ausdruck angegeben und eine Reihe von Eigenschaften hergeleitet. 
Für reibungslose inkompressible Flüssigkeiten (o = const) hat © die Richtung des 
Geschwindigkeitsvektors. K. Maruhn. 

Heinrich, G.: Zur Energieverteilung in strömenden Medien. Z. angew. Math. 
Mech. 32, 271—273 (1952). 

Verf. betrachtet einige Eigenschaften des „Translators‘ t=v x (V x d) einer 
homogenen reibungsfreien Strömung (vd Geschwindigkeitsfeld). Anschließend re- 


feriert er seine Ergebnisse über den Energietransportvektor (s. vorsteh. Referat). 
K. Maruhn. 


 Stewartson, K.: On the linearized potential theory of unsteady supersonie 
motion. II. Quart. J. Mech. appl. Math. 5, 137—154 (1952). 

Verf. gibt nach einleitender kritischer Besprechung einiger neuerer (hauptsächlich angel- 
sächsischer) Literatur zur instationären Überschallaerodynamik der Tragflügel einige neue 
Darstellungsformeln für das Geschwindigkeits- bzw. das Beschleunigungspotential für die 
Überschallströmung dünner, harmonisch schwingender Tragflügel beliebiger Umrißform. An- 
statt wie üblicherweise [z. B. J.C. Evvard, NACA Rep. 951 (1950)] die fraglichen Potentiale 
auf dem Flügel vermittels Doppelintegrale darzustellen über gewisse Abstandsfunktionen, 
multipliziert mit der Normalkomponente der Störgeschwindigkeit in der Flügelbezugsebene 
(z= 0), werden Darstellungen gegeben, wo diese Normalkomponenten nur in gewissen Teilen 
der Ebene z = 0, in den anderen dagegen die gesuchten Funktionen selber verwendet werden. 
Eine solche Aufteilung der verschiedenen Integrationsgebiete ist in gewissen Grenzen will- 
kürlich, und man kann sie zweckmäßigerweise so wählen, daß nur Gebiete mit bekannter Normal- 
komponente auftreten. — Die Darstellungsformeln werden aus bekannten Lösungen gewisser 
typischer Anfangswertprobleme der Wärmeleitungsgleichung gewonnen, auf die man die auf 
charakteristische Koordinaten transformierte Wellengleichung durch eine Laplacetransfor- 
mation bringen kann. — Die Anwendung der Methode wird am oszillierenden halbunendlichen 
Rechteckflügel (Viertelebene), der schon in Teil I dieser Arbeit (dies. Zbl. 40, 408) behandelt 
war, vorgeführt. — Für den stationären Grenzfall verschwindender Frequenz entstehen Dar- 
stellungsformeln, die in manchen Fällen (z. B. in der Umgebung einer Unterschallhinterkante) 
rechnerisch günstiger sein mögen als bisher in der Literatur gegebene (z.B. G.N. Ward, dies. 
Zbl. 35, 419). — Flügel, die nur Unterschallvorderkanten haben, bieten (wie auch schon im 
stationären Fall) besondere Schwierigkeiten. Einige mehr skizzenhafte Bemerkungen über die 
Verwendung seiner Darstellungsformeln in diesem Fall gibt der Verf. am Schluß der Arbeit. 

H. Behrbohm. 


Sedov, L. I.: Zur allgemeinen Theorie der eindimensionalen Bewegungen eines 
Gases. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 85, 723—726 (1952) [Russisch]. 

En vue d’etudier les ecoulements unidimensionnels, non permanents, sym6- 
triques par rapport & l’origine spatiale, des gaz parfaits, l’A. exprime les inconnues 
u(r,t), p(r,t) en fonction de o(r,t) au moyen de formules integrales. Des lors, tout 
revient a determiner la densite o(r,£) que I’A. cherche sous la forme: o(r,t) = 


[0,0] 
"Ss ©,„(t) r?* oü sest une constante > 0. Pour s donne, le mouvement se trouve 


entierement determine au moyen de @y(t), ©, (0),n > 0 et p,(t), avee p(0,t) = Pılt)- 
L’A. donne ensuite un autre groupe de formules valables dans le cas adiabatique, 
pour exprimer les discontinuites de premier et de second ordre que subissent diverses 
caracteristigues du mouvement en traversant une onde, dont D(t) est la vitesse 
de propagation. Des remarques sont presentees au sujet de l’allure asymptotique 
du regime. — Enfin, l’A. tente de chiffrer les effets de viscosit& et de conductibilite 
thermique dans le cas des discontinuites se propageant au sein des fluides au repos. 
J. Kravtchenko. 

Corrsin, Stanley: Generalization of a problem of Rayleigh. Quart. appl. Math. 
10, 186—189 (1952). 

Gemeint ist das Problem der unendlich langen Platte in inkompressibler Strö- 
mung, die in ihrer Ebene y= 0 plötzlich mit konstanter Geschwindigkeit U in 
x-Richtung in Bewegung gesetzt wird. Dieses Problem wird auf kompressible 


185 


Strömung verallgemeinert. Mit u, v als Geschwindigkeitskomponenten in x- und 
y-Richtung, c,, u, A, oe und T als spezifischer Wärme, Zähigkeit, Wärmeleitfähigkeit, 
Dichte und absoluter Temperatur wird vorausgesetzt: v/w< 1, kleine Machzahl, 
wärmeundurchlässige Wand, Prandtlzahl 1, vollkommenes Gas, c, konst., umAm T3lt, 
Aus Impuls- und Energiegleichung leitet sich dann eine nichtlineare, gewöhnliche 
Differentialgleichung 2. Ordnung her für den Geschwindigkeitsunterschied & = 
1— uU in Abhängigkeit von der dimensionslosen Variablen n= y/2Y», t 
(v, = uloı für y= 00; = Zeit), die integriert werden kann und im Grenzfall der 
inkompressiblen Strömung auf die wohlbekannte Rayleighsche Lösung führt. Für 


die Schubspannung an der Wand ergibt sich: c, = 2 1,/o, U? = Vol Ur: 
e—1 —18 : 
(1 rs 5 an) : F. Riegels. 


Ghaffari, A.: Sur les solutions asymptotiques d’&coulement eompressible sub- 
sonique. Bull. Sci. math., II. Ser. 767, 112—118 (1952). 

Ausgehend von den Hodogrzphengleichungen der Unterschallströmung in einer 
wirbelfreien kompressiblen Flüssigkeit leitet Verf. für die Koeffizienten der Tschap- 
lyginschen Lösungsreihen asymptotische Ausdrücke her. Die hiermit gebildeten 
Reihen eignen sich für nicht zu große Geschwindigkeiten gut für die numerische 
Rechnung. K. Maruhn. 


Crocco, Luigi and Lester Lees: A mixing theory for the interaction between 
dissipative flows and nearly isentropie streams. J. aeronaut. Sei. 19, 649—676 
(1952). 

Bei gewissen Problemen kompressibler Strömungen (Grenzschichten, Nachlaufströmungen, 
abgelöste Strömungen) treten gegenseitige Wirkungen zwischen einer dissipativen Strömung 
und einer nahezu isentropen Außenströmung auf. Wegen der Schwierigkeiten einer „strengen“ 
Lösung solcher Probleme mit den vollständigen Navier-Stokesschen Differentialgleichungen 
wenden Verff. ein dem Kärmänschen Impulssatz entsprechendes Verfahren an, wobei sie die 
dissipative Schicht als ‚„‚quasieindimensional‘“ betrachten. Die Aufgabe wird zunächst auf das 
ebene Problem mit einer Überschall-Außenströmung beschränkt, so daß für den Druckverlauf 
in der Außenströmung die Prandtl-Mayer-Relation herangezogen werden kann. Die Ungleich- 
förmigkeit der Geschwindigkeitsverteilung in der Reibungsschickt wird näherungsweise mit 
Hilfe einer Beziehung zwischen der mittleren Temperatur und der mittleren Geschwindigkeit 
berücksichtigt. Als wesentlich erweist sich der physikalische Ansatz einer „Mischung“, d.h. 
des Impulstransportes von der Außenströmung zur dissipativen Reibungsströmung. Bei An- 
nahme eines konstanten Mischungskoeffizienten können die Differentialgleichungen auf eine 
einzige nichtlineare gewöhnliche Differentialgleichung reduziert werden, die numerisch integriert 
werden kann. Die Differentialgleichung hat eine „kritische Stelle‘, die z. B. im Fall der Nach- 
laufströmung den Bodendruck bestimmt. Das Rechenverfahren wird auf das ebene Boden- 
druckproblem angewandt, d.h. auf das Problem eines Überschallflügels mit abgestumpfter 
Hinterkante, und liefert eine befriedigende qualitative Erklärung für die von Chapman (1952) 
beobachteten Erscheinungen bei laminarem und turbulentem Nachlauf. Die vorliegende Theorie 
dürfte auch in der Lage sein, quantitative Aussagen zu liefern, sobald die Abhängigkeit des 
Mischungskoeffizienten von den verschiedenen Parametern experimentell genau untersucht 
worden ist. Die Erweiterung des vorliegenden Rechenverfahrens auf rotationssymmetrische 
Probleme ist z.Z. in Bearbeitung. W. Wuest. 


Meyer, R. E.: On waves of finite amplitude in ducts. Part I. Wave fronts. 
Part II. Waves of moderate am plitude. Quart. J. Mech. appl. Math. 5, 257—269, 
270— 291 (1952). 

Verf. betrachtet in Teil I eine zunächst stationäre isentropische Fadenströmung 
eines idealen Gases bei nichtkonstantem Querschnitt ; speziell mit Schalldurchgang, 
entweder beschleunigt (,‚Düsenströmung‘‘) oder verzögert (,Diffusorströmung‘‘). 
Für eine Welle mit scharf begrenzter Front (mit Unstetigkeit in den Ableitungen am 
Wellenkopf) lassen sich leicht Aussagen über die Wegzeitkurve des Wellenkopfes 
machen sowie über Aufsteilung und Abflachung der Front. Mit ihrer Hilfe wird die 
Diffusorströmung als instabil erwiesen, da kleinste Störungen zur Bildung eines Ver- 
dichtungsstoßes an Stelle der Schallgrenze führen müssen. Andere Instabilitäts- 
beweise werden kritisiert. — In Teil II wird die Betrachtung auf Wellenzüge end- 
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licher, aber geringer Länge und Amplitude (einschließlich schwacher Stoßwellen) 
ausgedehnt, die stromab oder -auf in der zuvor stationären Strömung verlaufen. 
Es werden die mit einer rechtsläufigen Welle stets verbundene linksläufige (die 
von höherer Ordnung schwach ist), sowie die Entstehungsstelle und Wegzeitkurve 
einer Stoßwelle berechnet. F. Wecken. 
Truckenbrodt, E.: Die laminare Reibungsschicht an einer teilweise mitbe- 
wegten längsangeströmten ebenen Platte. Abh. Braunschweig. wiss. Ges. 4, 181—195 
(1952). 
Re der Grenzschicht kann bekanntlich verhindert oder nach Stellen weiter 
stromabwärts verlagert werden, indem man die Grenzschicht durch Absaugen oder 
Ausblasen beeinflußt. Man kann aber auch Teile der umströmten Wand im ab- 
lösungsgefährdeten Bereich in Strömungsrichtung mitbewegen. Als Vorstudie zu 
diesem Problem der Mitbewegung von Wandteilen untersucht Verf. für den lami- 
naren Fall eine längs angeströmte Platte, deren Vorderteil fest ist, während sich eine 
in sich bewegte ebene Wand (etwa Band über Rollen) anschließt, deren Geschwin- 
digkeit die Anströmgeschwindigkeit nicht überschreiten soll. Verf. untersucht nicht 
eine strenge Integration des Problems, sondern er entwickelt unter Berücksichtigung 
von Impuls- und Energiesatz und der Randbedingungen nach bekanntem Muster 
ein zweiparametriges Näherungsverfahren, wobei er für das Geschwindigkeitsprofil 
einen geeignet erscheinenden zweigliedrigen sinus-Ansatz macht. Die Ergebnisse 
sind qualitativ einleuchtend und, obwohl keine Aussagen über die erzielte Genauigkeit 
‘der Approximation gemacht werden, scheinen sie für die Zweckmäßigkeit des An- 
satzes zu sprechen. Numerische Resultate werden in einer größeren Zahl von Ta- 
bellen und Schaubildern wiedergegeben und diskutiert. H. Görtler. 
Ferrari, Carlo: Velocity and temperature distribution through the laminar 
boundary layer in supersonic flow. J. aeronaut. Sci. 19, 39—47, 65 (1952). 

Das in der Überschrift formulierte Problem für beliebig vorgegebene äußere 
Druckverteilung wird auf der Grundlage der Ansätze von v. Kärmän und Tsien 


[J. aeronaut. Sei.5,227(1938)] und Feinsilber [C.r. (Doklady) Acad. Sei. URSS, 


n. Ser. 51, 501—504 (1946)] durch Behandlung der Grenzschichtgleichungen in der 
v. Misesschen Form in Angriff genommen. Als 1. Näherung wird eine äußere und 
eine innere (wandnahe) Lösung abgeleitet, die miteinander verbunden werden. 
Weitere Näherungen werden durch sukzessive Approximation gewonnen. Die Metho- 


de ist an einem Beispiel bei der Machzahl 2 durchgerechnet. Verf. findet, daß der 


Einfluß der Grenzschicht auf die Druckverteilung der äußeren Strömung bei hohen 


Reynoldszahlen zwar gering ist, bei kleineren 'Reynoldszahlen aber beträchtlich | 


werden kann. F. Riegels. 


Eckert, Hans U.: Simplified treatment of the turbulent boundary layer along | 


a cylinder in compressible flow. J. aeronaut. Sci. 19, 23—28, 38 (1952). 
Verf. gibt eine Näherungslösung für das Problem der turbulenten Grenzschicht 


an einem in Achsrichtung angeströmten Zylinder bei kompressibler Strömung, 


wobei im wesentlichen die in einer früheren Arbeit [J. aeronaut. Sci. 17, 573 (1950)] 
gemachten Näherungsannahmen beibehalten sind. Die Untersuchung ergibt Ver- 
drängungsdicken, die gegenüber denen der ebenen Platte etwas geringer sind, aber 
Impulsverlustdicken sowie örtliche und mittlere Reibungskoeffizienten, die gegen- 
über dieser größer sind. Während die ersteren Korrekturen für die Krümmung der 
Oberfläche bereits merklich werden, wenn das Verhältnis Grenzschichtdicke zu 
Zylinderradius um 0,1 liegt, sind die Werte des Reibungskoeffizienten relativ un- 
empfindlich gegenüber der Krümmung und werden erst von Bedeutung, wenn dieses 
Verhältnis bei 1 liegt. F. Riegels. 

Driest, E. R. van: Turbulent boundary layer on a cone in a supersonie flow 
at zero angle of attack. J. aeronaut. Sci. 19, 55—57, 72 (1952). 

Aus der Impulsgleichung für die Grenzschicht an einem Kegel bei symmetri- 
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scher Anströmung mit Überschallgeschwindigkeit wird unter Verwendung des 
Prandtlschen Mischungswegansatzes die Schubspannung und der Wärmeübergangs- 
koeffizient berechnet. Der Vergleich mit den bekannten Werten für die ebene Platte 
erlaubt es — in ähnlicher Weise wie bei laminaren — auch bei turbulenten Grenz- 
schichten eine Transformationsregel für Schubspannung und Wärmeübergang der 
Kegelströmung aufzustellen. Verf. findet, daß bei gleicher Machzahl und gleichem 
Verhältnis von Wandtemperatur zur Temperatur der freien Strömung die Lösung für 
die Schubspannung und den Wärmeübergang am Kegel identisch ist mit der Lösung 
für die ebene Platte, wenn die Re-Zahl des Kegels mit dem Faktor 1/2 versehen wird. 
F. Riegels. 

MeFadden, J. A.: Initial behavior of a spherical blast. J. appl. Phys. 23, 
1269—1275 (1952). 

Eine von homogener Atmosphäre (Druck 9,) umgebene Kugel vom Radius 1, 
bestehend aus ruhendem homogenem Gas vom Druck p, > 7, beginne zur Zeit 
t=0 zu expandieren. Mit den in der Gasdynamik üblichen Vernachlässigungen 
läßt sich dann der Vorgang für numerisch gegebene Ausgangsdaten grundsätzlich 
durch Charakteristikenintegration rechnerisch verfolgen [vgl. Cole, Underwater 
Explosions, Princeton 1949, S.132; Wecken, Z. angew. Math. Mech. 30, 270—271 
(1950)]. Eine allgemeine Lösung in analytischer Form ist jedoch bisher nur für 
eng umgrenzte Teilprobleme möglich. So gibt Verf. hier für eine kleine Umgebung 
des Punktes x =1,t=0 eine Näherungslösung in Gestalt einer Reihenentwick- 
lung nach t, deren Koeffizienten von (x — 1)/t abhängen. Die nullte und erste 
Näherung werden diskutiert. Wegen der für x <1, t = 0 regulären Anfangswerte 
stellt sich die vom Ref. (a. a. O.) unter etwas anderen Voraussetzungen gefundene 
zweite Stoßwelle zunächst nicht ein. F. Wecken. 

Ting, L. and H. F. Ludloff: Aerodynamies of blasts. J. aeronaut. Sci. 19, 
317—328 (1952). 

Das Vorbeistreichen eines geraden Verdichtungsstoßes längs einer Wand wird 
für den Fall untersucht, daß diese Unebenheiten beliebiger Form, jedoch kleiner 
Amplitude aufweist und Störungen verursacht, hinsichtlich derer die Differential- 
gleichungen linearisiert werden können. Man muß dabei die beiden Fälle unterschei- 
den, daß hinter der Stoßfront relativ zur Wand Unterschall- oder Überschallströ- 
mung herrscht. Die Stoßwelle verzweigt sich dabei in bekannter Weise und bildet 
eine Gleitschicht (vgl. Fleteher-Taub-Bleakney, dies. Zbl. 44, 410). Als Dif- 
ferentialgleichung für das gestörte Druckfeld erhält man die Wellengleichung. 
Die Randbedingungen legen eine „Lorentz-Transformation“ #= (x — U ylyı — M®; 
Y=y; t=(t—-M a)/yı — M® nahe, wobei die Wellengleichung die Form 
Pas + Prs — Prr = V annimmt. (Dabei sind U und M die Strömungsgeschwindigkeit 
und Machsche Zahl hinter der Stoßfront.) Die Lösung läßt sich als Poisson-Integral 

lee I ae: FIR 
Be ler Va 
darstellen. Als Beispiel werden für den Fall der geknickten Wand (kleiner Keil- 
winkel) die Linien gleichen Druckes zahlenmäßig berechnet und zwar für (U, — U)/e 
— 1,21 und M = 0,51 (U, Geschwindigkeit der Stoßfront). Der allgemeinere Fall, 
daß sich die Wandstörung als Polynom darstellen läßt, ist in einer Master’s thesis 
von S. Ferdman, New York Univ. 1951, behandelt. W. Wuest. 

Shen, S. F.: Note on the distribution of singular directions of a two-dimensional 
shock. J. Math. Physics 31, 102—108 (1952). 

Ein unendlich langer zylindrischer Störkörper habe, ausgehend von seiner 
Spitze, eine analytische Kontur. Sei ) die von der Spitze aus gezählte Bogenlänge 
dieser Kontur, K ihre Krümmung in der Umgebung der Spitze. Sei s die von der 
Spitze aus gezählte Bogenlänge der Stoßfront, kihre Krümmung in der Umgebung der 
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Spitze. Sei ferner M >1 die Machzahl der Überschallanströmung und «& der 
Neigungswinkel der Stoßfront gegen die Anströmrichtung. Dann gilt nach 1.4 
Thomas (dies. Zbl. 33, 121; 35, 421) zwischen den höheren Ableitungen von K(n) 
und k(s) die Beziehung 


d”K d”k 

aM 0) zn + An | 
wo H, eine nur von den Ableitungen niedrigerer Ordnung abhängende Funktion ist. 
Im allgemeinen ist also auch die Stoßfront eine analytische Kurve. — Die Stoß- 


richtung « heißt nach Thomas singulär bei gegebenem M, wenn es ein verschwin- 
dendes @,, gibt. WieThomas zeigte (dies. Zbl.35, 421), liegen diese singulären «x im 
Intervall ß (M)<x < 90° dicht ($ ist das kleinste x, so daß hinter dem Stoß Unter- 
schallgeschwindigkeit herrscht). Hat die Gleichung @, = 0 mehrere Wurzeln a, 
so wird mit «, die kleinste bezeichnet. Verf. zeigt in vorliegender Note, daß die «, 
in der Ordnungsrelation 9, > >, >''>a,1>0,>:::>ß stehen und 
daß lim a,=ß gilt. «, ist dabei derjenige Stoßfrontwinkel, der zu maximaler 


N— 00 
Ablenkung der Stromlinien führt. — Die physikalische Deutung ist die folgende: 
Wird bei gegebener Machzahl M der Spitzenwinkel e des Störkörpers allmählich 
vergrößert bis hinter seiner anliegenden Kopfwelle Unterschallgeschwindigkeit auf- 
tritt, so wird danach das analytische Verhalten der Stoßwelle zerstört. Mit wach- 
sendem & hören dann kleinere und kleinere Ableitungen der Stoßfrontkrümmung auf 
zu existieren. Auf die sehr verwandten Ergebnisse von H.Cabannes (dies. Zbl. 
'37, 120), formuliert in singulären Machzahlen statt in singulären Stoßrichtungen, 
sei vom Ref. hingewiesen. H. Behrbohm. 

Grad, Harold: The profile of a steady plane shock wave. Commun. pure 
appl. Math. 5, 257—300 (1952). 

Verdünnungswellen haben die Eigenschaft sich zu verbreitern, Verdichtungswellen dagegen 
sich aufzusteilen. Der Einfluß der Zähigkeit wirkt immer im Sinne einer Verbreiterung. Es 
ist daher zu erwarten, daß Verdichtungswellen bei Berücksichtigung der Zähigkeit einem End- 
zustand zustreben, der Gegenstand der vorliegenden Untersuchung ist. Der Übergangsbereich 
der Stoßwelle kann dabei durch eine Stoßwellendicke gekennzeichnet werden, die in ähnlicher: 
Weise durch eine Integralbeziehung definiert werden kann wie etwa die Verdrängungsdicke 
einer Strömungsgrenzschicht. Die grundlegenden Gleichungen für die Berechnung der Struktur 
einer Stoßwelle sind durch die Sätze über die Erhaltung der Masse, des Impulses und der Energie 
gegeben. Doch bestimmen diese nur die Endzustände und reichen nicht zur vollständigen Be- 
stimmung des Problems aus. Es sind also zusätzlich noch gewisse Modellvorstellungen not- 
wendig, welche die Spannungen und den Wärmestrom mit den Gradienten von Geschwindigkeit 
und Temperatur verknüpfen. Unter den verschiedenen Kontinuumsmodellen kommt vor allem 
das Navier-Stokes-Modell in Frage. Vom Verf. ist ferner in einer vorangegangenen Arbeit ein 
Modell entwickelt worden, daß von der Boltzmann-Gleichung ausgeht (,‚thirteen moment appro- 
ximation‘). Für beide Modelle wird eine Differentialgleichung 1. Ordnung abgeleitet, die also 
ein Isoklinenfeld definiert. Besondere Bedeutung haben dabei die singulären Stellen des Rich- 
tungsfeldes, die als Sattelpunkt und Knotenpunkt identifiziert werden können. Statt einer 
schrittweisen Integration des Richtungsfeldes zwischen den beiden singulären Stellen bevorzugt: 
Verf. zur Berechnung des Stoßwellenprofils eine analytische Methode der Reihenentwicklung 
nach einer Größe &, die ein Maß für die Stoßstärke ist. Die Konvergenz dieser Reihenentwick- 
lung wird in einer vom Verf. angekündigten Arbeit untersucht. Sowohl für schwache als auch 
für starke Stöße wird eine Grenzkurve erreicht. W. Wuest. 

Cabannes, Henri: Etude de la courbure au sommet d’une onde de choc attach6e 
dans un ecoulement plan non stationnaire. C.r. Acad. Sci., Paris 235, 698— 700 (1952). 

Ein unendlich langer zylindrischer Störkörper werde senkrecht zu seiner Achse 
mit gleichförmiger Überschallgeschwindigkeit angeblasen. Der Körper besitze eine 
Spitze, die Kopfwelle sei anliegend. Verf. diskutiert das Krümmungsverhalten der 
Stoßfront in der Umgebung der Spitze, wenn der Störkörper sich um diese Spitze 
dreht. Je nach der Winkelgeschwindigkeit dieser Drehung kann man sowohl be- 
liebige positive als auch beliebige negative Stoßfrontkrümmung finden. Für zwei 
spezielle Lagen des Störkörpers wird diese Krümmung unendlich. U.a. folgt, daß 
im Moment des Sichablösens eine vorher anliegende Stoßwelle stets eine unendliche 


Krümmung hat. H. Behrbohm. 
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Truesdell, €.: On curved shocks in steady plane flow of an ideal fluid. J. 
aeronaut. Sci. 19, 826—828 (1952). 

Die Verdichtungsstoßgesetze werden für ebene Strömungen reibungsloser Gase 
mit beliebiger Zustandsgleichung diskutiert. Insbesondere werden die Unstetig- 
keiten der Geschwindigkeit und des Drucks längs einer gekrümmten Stoßfront unter- 
sucht. Bewerkensmert ist folgendes Ergebnis: Falls stromaufwärts einer gekrümmten 
Stoßfront ungestörte Parallelströmung vorliegt, ist die Wirbelstärke der Strömung 
unterhalb der Stoßfront durch die Stoßfrontkrümmung, die Stoßstärke und den 
Stoßwinkel vollständig bestimmt, unabhängig von der Form der Zustandsgleichung. 

R. Sauer. 

Chester, W.: The decay of shock waves. Quart. J. Mech. appl. Math. 5, 408— 
422 (1952). 

Es werden die beiden folgenden analogen Strömungsvorgänge untersucht: 
1. In einem nach rechts unbegrenzten, links durch einen beweglichen Kolben ab- 
geschlossenen Rohr werden durch geeignete Bewegung des Kolbens in periodischer 
Folge abwechselnd geradlinige Verdichtungsstöße und Verdünnungsfächer nach 
rechts gesandt (nichtstationäre eindimensionale Strömung). 2. Ein stationäres 
zweidimensionales Überschall-Strömungsfeld ist von einer polygonalen Wand be- 
grenzt, die in Stromrichtung in periodischer Folge ein- und ausspringende Ecken be- 
sitzt. Von diesen Ecken laufen abwechselnd geradlinige Verdichtungsstöße und 
Verdünnungsfächer stromabwärts. — In beiden Fällen wird die Wechselwirkung 
der Stöße und der Verdünnungswellen untersucht, wobei die dritten und höheren 
Potenzen der Stoßstärke und daher auch die Entropieunterschiede vernachlässigt 
werden. Die Stoßstärke nimmt unter dem Einfluß der Verdünnungswellen umge- 
kehrt proportional mit der Zeit bzw. mit der Entfernung von der Wand ab. — In 
ähnlicher Weise wurden früher vom Ref. sägezahnförmige Druckverläufe diskutiert, 
vgl. dies. Zbl. 38, 121. R. Sauer. 


Phythian, J. E.: The energy distribution behind a decaying two-dimensional 
shock. Quart. J. Mech. appl. Math. 5, 318—323 (1952). 


Verf. knüpft an die Theorie von Friedrichs (dies. Zbl. 39, 414) zur isentropi- 
schen Behandlung schwacher Stoßwellen an. Nach dem Vorgang von Lighthill 
(dies. Zbl. 38, 121), der dasselbe für die instationäre Rohrströmung tat, untersucht er 
für die stationäre ebene Profilströmung die Auswirkung der bei Friedrichs vernach- 
lässigten Glieder dritter Ordnung, insbesondere auf das Gebiet der ‚Restwelle“, wo 
in der Friedrichsschen Näherung homogene Parallelströmung herrscht. Die Rest- 
welle ist im wesentlichen zu beschreiben als Wirkung einer Reflexion der hinter der 
Stoßfront folgenden stetigen Welle an dieser Front. — Durch Betrachtungen über 
den Energiefluß in der eigentlichen Welle bzw. in der Restwelle werden die Er- 
gebnisse erläutert und bestätigt. Die Energie in der Restwelle steht in engem 
Zusammenhang mit dem Entropiezuwachs in der Stoßwelle.. Wegen der engen 
Analogie mit Lighthills Untersuchung werden nur die Ergebnisse ohne Beweis mit- 
geteilt. F. Wecken. 


Liepman, Hans W.: Aspeets of the turbulence problem. I. II. Z. angew. Math. 
Phys. 3, 321—342, 407—426 (1952). 

Die Arbeit gibt einen interessanten und wertvollen Einblick in Ergebnisse und Fragen 
der modernen Turbulenzforschung. Der Inhalt kann nur in wesentlichen Zügen referiert werden. 
— Nach einleitenden Bemerkungen wird in Abschnitt II ein kurzer Überblick über einige Er- 
gebnisse der Theorie der stationären stochastischen Vorgänge gegeben, welche die mathematische 
Grundlage für wichtige Begriffe und Methoden der statistischen Turbulenztheorie liefert. 
Nach der Definition des Begriffes einer stochastischen Funktion und des Mittelwertes der zu- 
geordneten Wahrscheinlichkeitsverteilung werden Korrelations- und Spektralfunktion einge- 
führt. Um die Existenz der letzteren sicherzustellen, muß dabei angenommen werden, daß die 
Korrelationsfunktion für große Werte des Argumentes hinreichend rasch gegen Nullkonvergiert. 
Diese Annahme wird hinsichtlich der Anwendung auf turbulente Schwankungen als sachgemäß 
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angesehen. Es wird dann die Möglichkeit erörtert, den Mittelwert der zugeordneten Wahrschein- 
lichkeitsverteilung durch zeitliche Mittelwertbildung zu gewinnen (ergodische Eigenschaft). 
Es folgen einige Ergebnisse über die Momente der Spektralfunktion. Nach einer Diskussion 
des Charakters der zugeordneten Wahrscheinlichkeitsverteilung werden dann noch Korrelations- 
und Spektralfunktion auf Vektoren und Tensoren verallgemeinert. — In Abschnitt III werden 
lineare Systeme mit Kräftefunktionen studiert, die von homogenen, isotropen turbulenten 
Schwankungen herrühren. Sei 2,, ein linearer Operator, v, (2) ein Vektorfeld, f.(&) eine Kräfte- 
funktion. Für eine stochastische Funktion f, stellt dann %,,(v,) = f; eine verallgemeinerte 
Langevinsche Gleichung dar. Mit der Fundamentallösung y;, lautet die Lösung für einen un- 
begrenzten Bereich 
2,(@)= Sdsyı(S)h (+8). 

Für die Spektraltensoren V,, und 7,, der Korrelationen v,, und f,;,; sowie 

Duelle (K Wellenzahlvektor) 
gilt dann 


V,(K)=TiıK) Dm (K) Fım(£). 

Auf der Grundlage dieses Formalismus wird dann eine Reihe von typischen Beispielen behandelt, 
die einen Einblick in die Vielzahl der technischen Probleme gewähren, bei welchen Turbulenz 
eine Rolle spielt. Auf die Theorie der Hitzdrahtmessung folgen als Beispiele für den Einfluß der 
Turbulenz auf die Ausbreitung von Wellen u.a. ‚Der Durchgang eines Lichtstrahls durch eine 
turbulente Grenzschicht‘‘ (von Belang für die Deutung von Schlierenaufnahmen), ‚Optische 
Messung der Turbulenz‘“ und ‚„Dipolstreuung elektrischer Wellen“. Nach einer Erörterung 
über das „Verhalten eines Flugzeuges in Böen“ folgt noch ein Abriß „Einfluß der Turbulenz 
einer leitenden Flüssigkeit auf ein Magnetfeld“. — Abschnitt IV enthält verschiedenartige Be- 
merkungen allgemeiner Natur. In bezug auf die Standardmethode der Turbulenzstatistik, 
durch Mittelung. der Navier-Stokesschen Gleichungen Aussagen über die Mittelwerte zu gewinnen, 
verdient die Bemerkung des Verf. hervorgehoben zu werden, daß man auf diesem Wege allein 
nicht zu endgültigen Lösungen gelangen kann, da die auf solche Weise erhältlichen Gleichungen 
Korrelationen verschiedener Größenordnung verbinden. Die gemittelten Gleichungen erfordern 
deshalb zusätzliche Hypothesen statistischer oder physikalischer Natur. Nach einigen Bemer- 
kungen über das bekannte Burgersche Modell werden sodann die Kolmogoroffschen Hypothesen 
der lokalen Isotropie und der spektralen Verteilung der Schwankungsenergie sowie der experi- 
mentelle Status erörtert. Schließlich findet noch die neuerdings erfolgte Entdeckung des inter- 
mittierenden Charakters der Turbulenz am Rande von Phänomenen der freien Turbulenz 
Erwähnung. — In Abschnitt V wird eine kurze instruktive Darstellung der Theorie der isotropen 
Turbulenz gegeben. Nach Einführung der Korrelationsfunktionen in der Kärmän-Howarth- 
schen Schreibweise und der Spektraltensoren nach Kampe de Feriet und Batchelor folgt die 
Kärmän-Howarthsche Gleichung zwischen den zwei- und dreifachen Korrelationen und ihren 
Ableitungen. Nach einer Erörterung der Bedeutung der Loitsianskischen Invariante werden 
verschiedene Ansätze für den turbulenten Austausch im Spektralbereich erwähnt. Der Heisen- 
bergsche Ansatz führt bekanntlich für große Wellenzahlen %k zu einem Gesetz der Energievertei- 
lung von der Form k"?. Dieses Gesetz findet sich jedoch nach neuesten Messungen von J. Proud- 
man (dies. Zbl. 42, 194) nicht bestätigt. Auch aus theoretischen Gründen erscheint der Heisen- 
bergsche Ansatz modifizierbar. Schließlich werden neuere, Untersuchungen von A. Corrsin 
über Temperaturschwankungen und von G.K. Batchelor (dies. Zbl. 42, 194) über Druck- 
schwankungen erwähnt. — Hervorgehoben werden möge noch das umfangreiche Literatur- 
verzeichnis, das über 100 Nummern umfaßt. W. Szablewski. 

Szablewski, W,: Turbulente Strömungen in konvergenten Kanälen. Ingenieur- 


Arch. 20, 37—45 (1952). 


In Fortführung früherer Untersuchungen (dies. Zbl. 42, 193) behandelt der 


Verf. die turbulenten Strömungen in konvergenten Kanälen auf Grund des Prandtl- 
schen Ansatzes für die bei der turbulenten Mischung erzeugte Schubspannung. 
Ähnlich wie in jenen Arbeiten werden die Differentialgleichungen der turbulenten 
Grenzschicht in zwei Schritten integriert, wobei bereits mittels des im ersten 
Schritte zu gewinnenden logarithmischen Geschwindigkeitsgesetzes alle wesentlichen 
Merkmale der Strömung in guter Annäherung berechnet werden können. Die 
empirischen Koeffizienten dieses Gesetzes werden den Messungen entnommen und 
erweisen sich vom Druckgradienten unabhängig. Mittels einer Randbedingung und 
des Impulssatzes werden dann die Wandschubspannung der Grenzschicht und die 
Verdrängungsdicke berechnet, wobei sich eine gute Übereinstimmung mit den 
Messungen ergibt. Th. Pöschl. 
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Durham, F. P.: Supersonie flow with variable specific heat. J. appl. Mech. 19 
97-62: (1952). 

Die gebräuchlichen Formeln für eindimensionale kompressible Strömungen und 
Stoßwellen setzen ideale Gase mit konstanter spezifischer Wärme voraus ee gelten 
daher nur bis etwa zu Machzahlen M = 2,5. Verf. will die Einführung der Pink 
Hugoniot-Formeln für Strömungen mit veränderlicher spezifischer Wärme ver- 
meiden und behält daher auch für Machzahlen von etwa 3 bis 7 die Zustandsgleichung 
für ideale Gase unter Verwendung einer „‚mittleren‘‘ spez. Wärme bei. Wesentlich 
für die abgeleiteten Formeln ist die sonst nicht übliche Annahme, daß die spez. 
Wärme nur von der Temperatur abhängt, vom Druck jedoch unabhängig ist. 

F. Riegels. 

Inoue, Nobuo: A new mechanical analogy for the flow of compressible fluid. 
J. aeronaut. Sci. 19, 783—784 (1952). 

Serruys, Max: Sur le passage par la vitesse du son au cours de la detente d’un 
gaz en combustion. C. r. Acad. Sci., Paris 235, 1280—1281 (1952). 

Miles, John W.: On the general solution for unsteady motion of a reetangular 
wing in supersonie flow. J. aeronaut. Sei. 19, 421—422 (1952). 

Miles, John W.: On the Kirchhoff solution for an oseillating wing in subsonie 
compressible flow. J. aeronaut. Sei. 19, 785 (1952). 

Whitham, G. B.: The flow pattern of a supersonie projectile. Commun. pure 
appl. Math. 5, 301—348 (1952). 

In einer früheren Arbeit des Verf. (dies. Zbl. 37, 119) ist festgestellt worden, daß das Ver- 
sagen der linearisierten Theorie bei der Berechnung des Überschall- Strömungsfeldes um rotations- 
symmetrische Körper für großen Abstand von der Achse dann verhindert wird, wenn man bei 
der Lösung die näherungsweise charakteristische Variable @&—r/ M?—1 durch die exakte 
Variable y(&, r) ersetzt, wobei also y = const eine exakte Charakteristik ist. Diese ist dadurch 
bestimmt, daß längs ihr dx/dr = ctg (u + 0) ist (u örtlicher Machscher Winkel, 0 örtliche 
Strömungsrichtung). Dabei wird für jede Charakteristik die Konstante y gleich dem Wert 
z—-arla —= YM?—ı) an der Körperberandung gesetzt. Verf. macht nun die Hypothese, 
daß mit dieser Abänderung die linearisierte Theorie im ganzen Strömungsfeld eine einwandfreie 
1. Näherung liefert. Die Charakteristiken sind dabei für große Werte von « r/y gegeben durch 
2 =oar—kF(y)r'”+y mit k= 27U2 (x +1) Mtoa°!?2, Die Funktion F(y) ist grundlegend 
für die theoretische Berechnung und kann bei gegebener Berandungsform leicht ermittelt werden. 
Die Berechnung dieser Funktion wird für drei geschoßähnliche Rotationskörper mit Nachlauf 
durchgeführt. Die dabei auftretenden Stoßwellen werden aus der Bedingung ermittelt, daß 
der Stoß bis zur ersten Ordnung in der Stoßstärke die Richtung der Machschen Linien in den 
beiden Bereichen vor und hinter dem Stoß teilt. Diese Bedingung führt zu einer einfachen geome- 
trischen Interpretation der F(y)-Kurve hinsichtlich der Form der Stoßwellen. Als Rechenbei- 
spiel wird das Strömungsfeld um einen geschoßartigen Rotationskörper (Zylinder mit Ogival- 
spitze) mit Nachlauf für M = 2 berechnet, wobei die Berandung des Nachlaufes aus photo- 
graphischen Aufnahmen entnommen worden ist. Die F(y)-Kurve weist in diesem Fall mehrere 
Unstetigkeiten auf. Wenn das Strömungsfeld bestimmt ist, kann der Druck an jeder Stelle 


ermittelt werden. Für den Wellenwiderstand D ergibt sich die einfache Beziehung 
[0,0] 


D— 70, U? J F?(y)dy, die auf das bekannte Kärmänsche Doppelintegral für den Wellen- 


’ 


widerstand uruekgetühet werden kann, aber vielfach leichter auszuwerten ist als dieses. Im 
Anhang wird die entsprechende Theorie für zweidimensionale stationäre und eindimensionale 
instationäre Strömungen hergeleitet. Insbesondere wird auch das Problem des schwingenden 
Kolbens behandelt. W. Wuest. 

Hoerner, Sebastian von: Zeitliche Entwicklung einer rotierenden Gasmasse. 
Z. Astrophys. 31, 165—174 (1952). 

Es wird die durch die Reibung bewirkte zeitliche Anderung der Flächendichte 
o(s) einer im eignen Gravitationsfeld rotierenden Gasscheibe untersucht, wenn zu 
jedem Abstand s von der Rotationsachse die ursprüngliche Flächendichte vorge- 
geben ist. Im Anschluß an eine Arbeit von Wyse und Mayall wird ein Lösungs- 
verfahren ermittelt. Ein durchgerechnetes Beispiel zeigt die Tendenz, einen dich- 
teren Kern zu bilden und einen flacheren Abfall des äußeren Teils herbeizuführen. 

H. Vogt. 
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Le Foll, Jean et Marcel Kadosch: Definition et proprietes des &coulements 
inertes. Revue sci. 90, 137 (1952). 

Die mit der Zeit i veränderliche Durchflußmenge D(t) fließt durch ein Rohr von veränder- 
lichem Querschnitt s(x). In derkräftefreien Strömung einer idealen, reibungslosen Flüssig- 
keit — die hier untersucht wird — ist keine Druckarbeit und keine Fortpflanzung der Wellen 
möglich. Das Rohr setzt der strömenden Flüssigkeit keinen Widerstand entgegen. Unter 
der Annahme der konstanten Dichte o und des konstanten Druckes p(e) werden die Diffe- 
rentialgleichung einer reibungslosen Flüssigkeit von Euler: du/dt = eu/öt + u du/ox = 0, 
sowie die Kontinuitätsgleichung: &(osu)/öx = (0 sehr einfach. Dabei bedeutet u die Ge- 
schwindigkeit in der «-Richtung. Obwohl ein veränderlicher Querschnitt s(x) des Rohres 


vorausgesetzt wurde, wird das Problem einachsig behandelt, womit diese Untersuchung 


in das Gebiet der Hydraulik fällt. Der Ansatz für die Durchflußmenge D(t) = s(x) - u liefert 
mit p= 0 = konstant einen hyperbolisch veränderlichen Querschnitt s(xz) = w/x (w ist 
eine Konstante von der Dimension eines Volumens), weiterhin eine hyperbolisch ver- 
änderliche Durchflußmenge D(t) = w/t, was eine konstante Geschwindigkeit u — x/t erfordert. 


Der Druckunterschied zwischen zwei Punkten x, und x, der Strömung ergibt sich bei einer 


kräftefreien Strömung zu Null (C =0): p(x,t) —p(x,t) =0. Bei einer nichtkräftefreien 
Strömung beträgt dieser Unterschied: 3Cou?(a,t. Fürrl = +1 gilt: = x: Der 
Gesamtdruck an der Stelle x, ist dem statischen Druck an der Stelle x, gleich. Fürrl = — 1 
gilt ©, = &,: Der Gesamtdruck an der Stelle x, ist dem statischen Druck an der Stelle x, gleich. 
Das ist freilich ein Ergebnis der Bernoullischen Gleichung, die hier ausgedrückt in den Größen 
D(t), s(z) und p allgemein abgeleitet wird. ©. Torre. 


Kadosch, Marcel: Ecoulement inerte en variables de Lagrange. Revue sci. 
90, 138—139 (1952). 

Die Abhandlung über die kräftefreie Strömung von J.deFoll und M. Kadosch 
‚ (vorsteh. Referat) wird in diesem Aufsatz in Lagrangeschen Veränderlichen aus- 
gedrückt. Durch ein Rohr von veränderlichem Querschnitt s(x) fließt eine ideale, reibungs- 
lose Flüssigkeit hindurch. Unter der Annahme des konstanten Druckes »p und der konstanten 
Dichte o, sowie mit Hilfe des Ansatzes für die Durchflußmenge D = s(x) u, wo u die Geschwin- 
digkeit in der x-Richtung ist, ergibt sich der Ausdruck für den Querschnitt s(xz) = w/x, für 
die Durchflußmenge D = w/t und für die Geschwindigkeit u = x/t, die konstant wird. w ist 
eine Konstante von der Dimension eines Volumens. — Wie bei einer eindimensionalen Strömung 
üblich, wurden auch hier als Lagrangesche Veränderliche die Masse u der Flüssigkeit und die 
Abszisse x(u,t) als Anfangskoordinaten angenommen. Die grundlegenden Differentialglei- 
chungen sind: Der Ausdruck für ein Massenelement du =os(x) dx und die in Lagrangeschen 
Koordinaten transformierten Eulerschen Differentialgleichungen der reibungslosen Flüssigkeit; 
diese Gleichungen lauten: osöx/ou= —1 und du/ät = x/dt?—= sop/öu. Auch hier, wie 
in der erwähnten Arbeit, ergibt sich mit p = o = konstant die kräftefreie Strömung mit 
einem hyperbolischen Rohrquerschnitt s(x) — w/x und mit konstanter Geschwindigkeit u = at, | 
während die Geschwindigkeit u eine Potenzfunktion der Masse u der Flüssigkeit ist: uw= 
u,exp (— ujo w). Eine Verallgemeinerung erfolgt dadurch, daß die Dichte o und der mittlere 
Druck p als Funktionen der Masse u angenommen wurden. Die Kontinuitätsgleichung liefert | 
eine einfache Beziehung für das Volumen: & = [ s(x) dx = »(t) —Y(u). Die Durchflußmenge } 
ergibt sich aus der Ableitung des Volumenausdruckes: D(t) = d£/dt= s(x)u = dy(t)/dt.. 
Weiterhin folgen die Ableitungen der kinetischen Energie für kräftefreie und allgemeinere Strö- ! 
mungen. Es wird der Ausdruck für den Druckunterschied einer inkompressibilen Flüssigkeit, . 
sowie ein Ausdruck für die Dichte eines idealen Gases angegeben. Der Druckunterschied an zwei 
verschiedenen Punkten des Rohres wird auch hier bei einer kräftefreien Strömung zu Null; es ! 
ergibt sich keine Fortpflanzung der Wellen und keine Druckarbeit. — Der Ausdruck für die! 
Machsche Zahl +M = + u/ce = dy/dp — wo c die Schallgeschwindigkeit ist — ermöglicht ' 
Untersuchungen der Nachbarströmungen der hier behandelten Flüssigkeiten durchzuführen, , 
die der Verf. „reine Umfüllung“ nennt (‚transvasement pure“). ©. Torre. 


Bajcorov, Ch. Ja.: Die Strömung eines planparallelen Stroms einer idealen 
inkompressiblen Flüssigkeit um einen porösen Kreiszylinder bei linearem und qua-- 
dratischem Filtrationsgesetz. Vestnik Moskovsk. Univ. 7, Nr. 8 (Ser. fiz. mat. estestv.. 
Nauk 5), 73—87 (1952) [Russisch]. 


Barenblatt, G. I: Über automodulierte Bewegungen einer kompressiblen 
Flüssigkeit in einem porösen Medium. Priklad. Mat. Mech. 16, 679—698 (1952) 
[Russisch]. 

Binnie, A. M.: The flow of water under a sluice-gate. Quart. J. Mech. appl.. 
Math. 5, 395—407 (1952). 
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Moiseev, N. N.: Über die Schwingungen einer schweren, idealen und inkom- 
pressiblen Flüssigkeit in einem Gefäß. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 85, 
963—965 (1952) [Russisch]. 


L’A. cherche le potentiel des vitesses (x, y,2,t) sous la forme: 5 rt) (®,y,2), 
i 


les p' &tant un systeme complet de fonctions harmoniques dans le domaine 7 limite 
par le plan horizontal forme par le liquide ä l’&tat de repos et les parois du vase. 
Les f,(t) verifient alors le systeme infini & coefficients constants: 


"(+9 Z mm )=I  n=12.... 
M= 


L’A. se propose alors de d&eterminer la base g de maniere que le systeme precedent 
se reduise & „(t) + ga,f,(t) = 0, & solutions sinusoidales. Il suffit, pour qu’il 
en soit ainsi, de choisir pour les g* le systeme des fonctions propres d’une equation 
de Fredholm de 1-ere espece dont le noyau est constitue par la foncetion de Green 
du domaine 7 relativement au probleme de Neumann. Les a, sont les valeurs propres 
correspondantes. La connaissance de la surface libre ä l’&poque t en rösulte imme- 
diatement, ainsi que celle des p6riodes propres. J. Kravtchenko. 
NValensi, Jacques et Claire Clarion: Oseillations amorties d’une sphere dans 
un fluide visqueux. C. r. Acad. Sci., Paris 235, 1097—1099 (1952). 

Vojt, S. S.: Die Ausbreitung der Wellen von einer tönenden Scheibe in einem 
sich bewegenden Medium. Priklad. Mat. Mech. 16, 699— 705 (1952) [Russisch]. 

Pirverdjan, A. M.: Die Bewegung eines aus zwei Phasen bestehenden inkom- 
pressiblen Gemischs in einem porösen Medium. Priklad. Mat. Mech. 16, 711—714 
(1952) [Russisch]. 

Travers, Serge: Limitation des gradients, et de leur derivee logarithmique dans 
les ondes de choc, par les formules de Chapman. C.r. Acad. Sci., Paris 235, 10999—1101 


(1952). 


Wärmelehre: 


e Ubbelohde, A. R.: An introduetion to modern thermodynamical prineiples. 
2nd ed. Oxford: Clarendon Press; London: Oxford University Press; 1952. VIII, 
186 p. 21s. 

Partington, J. R.: Advances in thermodynamies. Nature 170, 730—732 (1952). 

Shimose, Tsuneto: On the transiormation and mutual relations of adiabatie 
charts convenient to the height calculation. Natur. Sci. Rep. Ochanomizu Univ. 
3, 30—42 (1952). 

Callen, Herbert B. and Richard F. Greene: On a theorem of irreversible thermo- 
dynamics. Phys. Review, II. Ser. 86, 702—710 (1952). 

Der enge Zusammenhang zwischen irreversiblen Prozessen und den spontanen Schwan- 
kungen im thermodynamischen Gleichgewicht gibt den Ausgangspunkt der Untersuchung. Die 
irreversible Änderung eines extensiven Parameters £ bei Anderung des konjugierten intensiven 
Parameters läßt sich durch eine Admittanzfunktion beschreiben; Beweis aus dem Superpositions- 
und Kausalprinzip. Aus ihr folgen wichtige auf die spontanen Schwankungen von £ bezügliche 
Größen, wie der bedingte Erwartungswert <r, &’|£) von & zur Zeit t+r, wenn & zur Zeit t 
den Wert &’ hatte, oder die Autokorrelationsfunktion <&£(t)&(t+r)), gemittelt über alle £. 
Die Ergebnisse werden für die Bedingungen konstanter Energie einerseits, adiabatischer Isolie- 
rung andererseits hergeleitet. Sie sind Verallgemeinerungen der Nyquist-Formel für das elektri- 
sche Rauschen und die thermodynamische Fassung eines früher bewiesenen statistischen Theo- 
rems [Callen und Welton, Phys. Review, II. Ser. 83, 34 (1952)]. J. Meixner. 

Wergeland, Harald: On the prizciple of least dissipation of energy. Norske 
Vid. Selsk. Forhdl. 24, Nr. 25, 110—113 (1952). 

Sei ein thermodynamisches System gegeben, welches mit seiner Umgebung 
Wärme, Elektrizität und Materie austauschen kann, und in welchem irreversible 
Transportprozesse stattfinden können. Dann gilt der Satz: Werden die Temperatur 
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und die chemischen Potentiale der Komponenten auf der Oberfläche des Systems 
zeitunabhängig vorgeschrieben, so ist der Zustand minimaler Entropieerzeugung 
identisch mit dem stationären Zustand des Systems zu den gegebenen Oberflächen- 
bedingungen. J. Meizxner. 

Mazur, P.: Sur les 6tats A production d’entropie minimum dans les systemes 
continus. Acad. Roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., V. Ser. 38, 182—196 (1952). 

Der Satz von Wergeland (siehe vorsteh. Referat) wird auch für den allgemei- 
neren Fall, daß im betrachteten System chemische Reaktionen stattfinden können, 
bewiesen. Darüber hinaus wird gezeigt, daß die Zustände minimaler Entropie- 
erzeugung stabil sind in dem Sinne, daß bei zeitunabhängig vorgegebenen Ober- 
flächenwerten der Temperatur und der chemischen Potentiale die Entropie- 
erzeugung des Systems, wenn es sich nicht im stationären Zustand befindet, mit der 
Zeit abnimmt. Voraussetzung für die Gültigkeit der abgeleiteten Sätze sind ge- 
ringe Abweichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht an jeder Stelle des 
Systems. J. Meizxner. 


Popoff, Kyrille: Sur la thermodynamique des processus irreversibles. Z. 
angew. Math. Phys: 3, 42—51 (1952). 

Die thermodynamischen ‚Kräfte“ in der thermodynamischen Theorie der 
irreversiblen Prozesse werden als Kräfte im mechanischen Sinne aufgefaßt, und 
es werden für sie Newtonsche Bewegungsgleichungen aufgestellt. Aus dieser formalen 
Gleichsetzung von thermodynamischen und mechanischen Kräften heraus wird 
versucht, die Onsagerschen Reziprozitätsbeziehungen herzuleiten. J. Meixner. 

Popoff, Kyrille: Sur les relations phenomönologiques d’Onsager. C. r. Acad. 
Sci., Paris 235, 648—649 (1952). 

Hashitsume, Natsuki: On the rate of irreversible production of entropy. Pro- 
gress theor. Phys. 7, 225—240 (1952). 


Für ein einfaches Gas, eine Gasmischung mit chemisch reagierenden Molekülen 
und für die Metallelektronen werden Entropiefluß und Entropieerzeugung bei 
irreversiblen Prozessen aus den jeweiligen kinetischen Theorien in Übereinstimmung 
mit bekannten Ansätzen und Ergebnissen der Thermodynamik irreversibler Prozesse 
hergeleitet. J. Meixner. 


Rothstein, Jerome: Organization and entropy. 23, 1281—1282 (1952). 
e Schrödinger, Erwin: Statistische Thermodynamik. Leipzig: Johann Ambro- 
sius Barth 1952. 106 S. mit 6 Abb. im Text. Brosch. DM 4.—. 


Das Buch will nicht mit den Standardwerken von Fowler und Tolman konkurrieren, 
sondern stellt einen knapp gefaßten Überblick über das allgemeine Verfahren der statistischen 
Thermodynamik dar. Es verzichtet völlig auf die Darlegung der klassischen Boltzmannschen 
Methode, mit der die meisten Lehrbücher beginnen, sondern stellt sich von vornherein auf den 
allgemeiner anwendbaren Gibbsschen Standpunkt, nach dem das Gesamtsystem aus N identi- 
schen, makroskopischen Systemen besteht, die in schwacher Wechselwirkung miteinander 
stehen. Diese Methode hat den Vorteil, daß ihre allgemeinen Ergebnisse auch auf die „neuen“ 
Quantenstatistiken anwendbar sind. Von diesem Standpunkt aus wird das allgemeine Verfahren 
dargelegt, wie man mit Hilfe der Zustandssumme Auskunft über das thermodynamische System 
bekommen kann, und dieses allgemeine Verfahren wird einmal nach der sehr einfachen Methode 
der wahrscheinlichsten Verteilung und zum anderen nach der konsequenteren Mittelwertmethode 
von Darwin und Fowler abgeleitet. Verzichtet wird dagegen auf die subtilen mechanischen 
Grundfragen des Systems, wie z. B. die Ergodenhypothese. Von den allgemeinen Ergebnissen 
ausgehend werden einige Beispiele behandelt, und zwar gerade diejenigen, die in sonstigen, 
kürzeren Darstellungen meist übergangen werden. Als Stichworte mögen dienen: Diskussion 
des Nernstschen Wärmesatzes, Schwankungen, Entropiekonstante, Erzeugung und Vernichtung 
von Materie als thermodynamisches Gleichgewicht, das Strahlungsproblem im Hinblick auf 
eine neuere Arbeit von Born und Peng, selbstverständlich auch klassisches ideales, sowie 
Bose-Einstein- und Fermi-Dirac-Gas. Die Broschüre ist wohl ungeeignet für den Anfänger, 
stellt aber für den mit der Materie vertrauteren einen meisterhaften Überblick über die von der 
statistischen Mechanik aus zu behandelnden Fragen dar und bietet zudem viele Anregungen. 


F. Beck. 
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Keilson, Julian and James E. Storer: On Brownian motion, Boltzmann’s 
equation, and the Fokker-Planek equation. Quart. appl. Math. 10, 243-253 (1952). 
Gli Aa. espongono, in base all’equazione integrale di Boltzmann, una trattazione 
rigorosa del moto browniano e dimostrano che, in molti casi, sono veramente soddis- 
facenti i risultati ottenuti col metodo approssimato di Fokker-Planck. 
D.Graffi. 

Münster, Arnold: Statistische Mechanik der Phasenumwandlungen. II. Um- 
wandlungen höherer Ordnung. Z. Naturforsch. 7a, 613—619 (1952). 

Teil I siehe dies. Zbl. 42, 442.‘ Das statistische Analogon einer Umwandlung 
r-ter Ordnung wird darin gesehen, daß die relativen Schwankungsgrößen der Ordnung 
r + l einer großen kanonischen Gesamtheit groß werden. In diese Aussage ordnen 
sich sowohl die Umwandlungen zweiter Ordnung vom Ehrenfestschen Typ wie die 
vom Önsagerschen (beim zweidimensionalen Ising-Modell) ein. Ferner wird ge- 
zeigt, daß an der Stelle einer Umwandlung r-ter Ordnung die molekulare Vertei- 
lungsfunktion (r + 1)-ter Ordnung singulär ist. In Gasen können Umwandlungen 
höherer Ordnung in genügender Entfernung vom kritischen Punkt nicht auftreten. 

J. Meixner. 

Haar, D. ter: The perfect Bose-Einstein gas in the theory of the quantum- 
mechanical grand canonical ensembles. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 212, 552—558 
1952). 

The Bose-Einstein condensation is discussed for a perfect quantum-mechanical gas enclosed 
in a cubic box on the basis of the grand canonical ensemble. The equation of state is discussed 
and it is shown that in the pressure — specific volume (p — v) diagram the isotherms consist of 


two analytically different parts in the limit when the number of particles (N) in the system 
is allowed to tend to infinity. Itis also shown that, for finite N at the critical volume, ö*"p/ov" 


N», a result first obtained by Wergeland and Hove-Storhoug. It may perhaps be men- 
tioned that, in addition to the references cited by the author, the Bose-Einstein gasin a cubical 
box has been discussed by: Fowler and Jones [Proc. Cambridge philos. Soc. 34, 573 (1938)]. 
These authors do not indicate explicit!y the kind of ensemble on which they base their discussion, 
but they do employ explicitly the grand canonical partition function. Their paper may be 
taken as being based on the grand canonical ensemble by making some small alterations’in the 
text. Their mathematical arguments can then be taken over in toto. The present reviewer 
makes these remarks because the paper by Fowler and Jones and the paper under review may 
then be regarded as in many ways complementary. As Ter Haar points out in the paper 
under review, the use of grand canonical ensembles offers great advantages which are not al- 
ways realised. P. T. Landsberg. 
Halpern, Otto: Condensation phenomenon of an ideal Einstein-Bose gas. II. 


Phys. Review, II. Ser. 87, 520—521 (1952). 

Scheidegger, A. E. and €. D. McKay: A relativistie modification of Bose and 
Fermi statistics. Phys. Review, II. Ser. 85, 376—377 (1952). 

Green, H. S.: The second virial coefficient near absolute zero. Proc. phys. 
Soc., Sect. A 65, 1022—1029 (1952). 


Rushbrooke, G. S.: On the Born-Green theory of binary mixtures. Philos. 
Mag., VII. Ser. 43, 1276—1282 (1952). 

Siegert, Arnold J. F.: On the evaluation of noise samples. J. appl. Phys. 
23, 737—742 (1952). 

MacLellan, A. G.: A statistical-mechanical theory of surface tension. Proc. 
Roy. Soc. London, Ser. A 213, 274—284 (1952). 

In this paper a system which consists of a large number of molecules and 
contained in a rectangular parallelepiped with rigid walls is considered. Two 
kinds of surface tension are dealt with: that at the walls of the container and that 
at the surface between liquid and vapour. The calculations agree with, and show 
how to shorten, the previons work due to Kirkwood and Buff [J. Chem. Phys. 
17, 338 (1949)]. The methods used may prove useful in the application of quantum 
statisties to surface effects. P. T. Landsberg. 


13* 


196 


Lee, T. D.: On some statistical properties of hydrodynamical and magneto- 
hydrodynamical fields. Quart. appl. Math. 10, 69—74 (1952). 

Die Diskussion der Magneto-Turbulenz führte zu dem Schluß, daß in ‘der 
Kolmogoroff-Region, in der das Verhalten der Flüssigkeit unabhängig vom Mecha- 
nismus der Energiezufuhr ist, die magnetische Energie in Gleichverteilung mit 
der kinetischen ist, und daß das Energiespektrum jedes Feldes proportional k”?/? ist, 
wobei k die Wellenzahl ist. Die ergodische Bewegung einer idealen Flüssigkeit ohne 
Dissipation der Wärme wird in 2 untersucht und die Existenz des Liouvilleschen 
Theorems beweisen. Die Anwendung einer Dimensionsbetrachtung und einiger 
statistischer Eigenschaften des stationären Zustandes der Magneto-Turbulenz wird 
in 3 gegeben. Th. Pöschl. 

Krüger, M.: Zur Kombination thermischer und elektromagnetischer Felder 
im Falle der ebenen Platte. Ingenieur-Arch. 20, 234—246 (1952). 


Verf. stellt sich ein Wärmeleitungsproblem mit Wärmeproduktion von folgender Beschaffen- 
heit. Eine in der z-Richtung unendliche Platte von der Dicke d habe zu Anfang eine gegebene: 
Temperaturverteilung: @(z) = ®(z,0). Aus der Gleichung 


0» 023 
= a? Fr] + (2), 


öt 
mit den Randbedingungen für z=0 bzw.z=d 
dd 
lt) -I0, Hd) = —% n (0,8) bzw. Wh) -dt)=+% Er (d, t) 


: wird mit Hilfe der Laplace-Transformation zunächst eine eindeutige Lösung abgeleitet. Sodann 
werden die Anfangsbedingung und die Randbedingungen erfüllt und danach noch die Bedingung 
dafür formuliert, daß zu i=1t, ein vorgeschriebener Temperaturverlauf #(z,t,) = g(z) ent- 
stehen kann. Endlich geht Verf. auf die Frage ein, wie sich das Wärmeproduktionsglied f(z) 
mit einem elektrischen Wechselfeld in der dielektrischen Platte verträgt. Als Beispiel wird die 
Wärmeproduktion berechnet, welche zu endlicher Zeit die Platte auf eine konstante Temperatur 
9° bringt, wenn die Anfangstemperatur Null ist und an den Rändern die konstante Temperatur 
©° herrscht. Das elektrische Feld im Dielektrikum, das mit f(z) vereinbar ist, führt auf: 
f(@) = kı e”. 8.0. Kar. 


Prigogine, I. et R. Buess: Distribution de matiere et. phönomönes de transport en 
presence de gradient de temperature et r&action chimique. I. II. Acad. Roy. Belgique, 
Bull. Cl. Sei., V. Ser. 38, 711—717, 851—860 (1952). 


PartI: The distribution of matter is investigated in the stationary state of a triple system 
of which 2 constituents can react. The influence of heat of reaction and of the thermal diffusion 
coefficients is examined. The theory is applied to the thermal diffusion of alcohol or other 
associated solutions in an inert solvent. Provided the solution is sufficiently dilute the alcohol 
always gains from the cold face, in agreement with observation. For concentrated solution, 
however, a definite coefficient of thermal diffusion is measured and heat of reaction plays prac- 
tically no partin the separation. — Part II: This is studied for the case of 2 constituents which 
can react chemically. Side by side with thermal conductivity a heat transfer occurs by ‚internal 
convection‘‘, linked to the transfer of heat of reaction. Expressions are derived for determination 
of this effect in the liquid phase, where internal convection is generally less marked than in the 
gas. This explains why alcohols and acids have a thermal conductivity not exceeding greatly 
that of normal liquids; this conclusion also suggests that the thermal superconductivity of 
liquid He Il should not be attributed to internal convection. J. Jacobs. 


Tonks, Lewi: The complete solution of the one-veloeity diffusion problem at 
intermediate and large distances. J. appl. Phys. 23, 1085—1088 (1952). 


Surinov, Ju. A.: Über die Funktionalgleichungen der Wärmestrahlung in 
Gegenwart eines absorbierenden und streuenden Mediums. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 84, 1159—1162 (1952) [Russisch]. 


Es werden einige fundamentale Integralgleichungen der mikroskopischen Strahlungs- 
kinetik für den Fall eines Systems grauer Körper angegeben bzw. abgeleitet, die durch ein absor- 
bierendes und streuendes Medium mit Wärmequellen bzw. Wärmesenken getrennt sind. Zu 
diesem Zweck wird — ausgehend von der Gleichung des Strahlungs-Energietransportes — eine 
Klassifikation der Strahlungsformen mit ihren Gleichungen vorgenommen, und zwar für 1. den 
sphärischen Strahlungsvektor in einem Punkte M innerhalb der Körper bzw. auf ihrer Ober- 
fläche, 2. die räumliche Dichte der einfallenden Strahlung, wobei die Dichte der gestreuten 
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Strahlung an der Oberfläche des Körpers unstetig ist, 3. die Dichte der räumlichen resultierenden 
Absorption, 4. die Helligkeit der Strahlung für ein stationäres Strahlungsfeld. Die hierfür 
angegebenen Ausdrücke lassen die gegenseitigen Beziehungen erkennen. Es wird — durch Inte- 
gration der Energietransport-Gleichung über den räumlichen Winkel & =4n — die für ein 
bewegtes Medium geltende Differentialgleichung der Strahlungsenergie gebildet, bei der die 
Nichtstationärität des Zustandes, das Vorhandensein von Quellen und Senken der Wärme sowie 
der Wärmetransport berücksichtigt sind. Als gegeben sind in allen Fällen die Dimensionen der 
Körper und ihre Verteilung sowie die optischen Konstanten außerhalb der einzelnen Medien und 
auf der Begrenzung des ganzen Systems vorausgesetzt. Es werden für 4 Fragestellungen die 
sich ergebenden Integralgleichungen mitgeteilt, und zwar 1. für die Dichteverteilung bez. der ver- 
schiedenen Strahlungsgrößen bei gegebener Temperaturverteilung im Innern und auf der Begren- 
zungsfläche des Systems; 2. wenn statt der Temperaturverteilung im Innern des Systems die 
resultierende Dichteverteilung bekannt ist; 3. wenn statt der Temperatur auf der Begrenzungs- 
fläche dort die resultierende Energie vorgegeben wird; 4. wenn statt der Temperatur im Innern 
und auf der Begrenzungsfläche die Größen unter 2. und 3. vorgegeben sind. Die für 2. angegebene 
Integralgleichung enthält als Spezialfall die nicht lineare Integralgleichung von Hopf-Kuz- 
necov, während die zu-4. erhaltene Gleichung eine Verallgemeinerung der entsprechenden 
Gleichung von Hilbert darstellt. J. Picht. 


Elektrodynamik. Optik: 


Saunders, William K.: On solutions of Maxwell’s equations in an exterior 
region. Proc. nat. Acad. Sci. USA 38, 342—348 (1952). 

Verf. greift das Außenraumproblem für die Maxwellschen Gleichungen (zeit- 
lich periodische Lösungen) nochmals auf und gibt zunächst den Eindeutigkeits- 
beweis nach dem in den voraufgegangenen Arbeiten beschriebenen Vorgang. Zum 
Beweis der Existenz der Lösung wird unter Benutzung eines Ergebnisses des Ref. 
[Math. Ann. 123, 345—378 (1951)] wieder ein Tensor konstruiert. Mit Hilfe dieses 
Tensors ergibt sich dann, daß jede Lösung des Außenraumproblems durch ein Rand- 
integral dargestellt werden kann, in das nur die Tangentialkomponenten der elek- 
trischen Feldstärke eingehen. Diese Formel stellt aber, wie aus den analogen Ver- 
hältnissen der Potentialtheorie geläufig ist, entgegen der Ansicht des Verf. noch 
keinen Existenzbeweis dar, solange die Annahme der willkürlich eingesetzten Rand- 
werte unbewiesen bleibt. Cl. Müller. 

Finzi, Bruno: Discontinuitä dei campi elettromagnetici nello spazio-tempo. 
Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 7, 252—259 (1952). 

Lo scopo di questa Nota & di esprimere le discontinuitä delle grandezze tenso- 
riali che caratterizzano i fenomeni elettromagnetici nel vuoto e nella materia attra- 
verso le cosiddette varietä caratteristiche (fronti d’onda) delle equazioni di Max- 
well-Minkowski mediante grandezze e condizioni tensoriali. G. Lampariello. 

Ott, H.: Zum Energie-Impulstensor der Maxwell-Minkowskischen Elektro- 
dynamik. Ann. der Physik, VI. F. 11, 33—44 (1952). 

Wie M. v. Laue bewies (dies. Zbl. 38, 403), ist der Minkowskische Ansatz für den Energie- 
Impulstensor unter den konkurrierenden der einzige, der für die Strahlgeschwindigkeit elektro- 
magnetischer Energie in Materie das Einsteinsche Additionstheorem liefert. Dieser 'Tensor 
ist unsymmetrisch und widerspricht der von Planck als universell angesehenen Beziehung 
g = ©&/e2. Verf. vertritt die Ansicht, daß auch der Minkowskische Ansatz vom Standpunkt der 
Eiektronentheorie aus unvollständig ist, und daß der ‚‚richtige‘‘ Tensor aus dem Vakuumtensor 
durch Mittelung über endliche Raum-Zeitbereiche abzuleiten sei. Verf. erhält 


= [FF + TEEN Tote 


Ho 
(F: Feldtensor; &: Schwankung des Feldes um seinen Mittelwert). Hierin ist 7, noch nicht der 
Minkowski-Tensor T; diesen erhält man explizit durch eine andere Aufspaltung: 6= T+r 
mit = 1+ [[FM]] (M: Magnetisierungstensor). Die Komponenten des Schwankungs- 
anteils 7, lassen sich nicht explizit berechnen, jedoch zeigt Verf., daß im Ruhsystem des Körpers 
die vierte Zeile von r unabhängig vom Maxwell-Feld ist und damitin diesem Bezugssystem keine 
Änderung der Strahlgeschwindigkeit der Energie gegenüber dem Minkowski-Tensor eintritt. 
Die Übertragung dieses Beweises auf andere Bezugssysteme ist nach Ansicht des Ref. nicht ohne 
weiteres einzusehen und fehlt in der Untersuchung. Die in $7 geäußerte Ansicht, die Hinzu- 
nahme von r erkläre das Verschwinden der „Vakuumkraft“ (das in der Rel.-Th. durch die Zu- 


nahme des elektromagnetischen Impulses verständlich wird), erscheint dem Ref. u n 
. Beck. 
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Marx, G.: Relativistische Elektrodynamik der Magnete. Acta phys. Acad. Sci. 
Hungar. 2, 67—84 (1952). 
Unter der Voraussetzung, daß neben den elektrischen Ladungen auch noch permanente 
Elementarmagnete als Quellen des elektromagnetischen Feldes zu berücksichtigen sind, wird die 
klassische, relativistische Elektrodynamik diskutiert. Verf. legt der Betrachtung das Variations- 
prinzip 
I=[LyYg da! da: da? dat; Dal 0 
i 
zugrunde, aus dem bei geeignet gewählter Lagrange-Funktion die Feldgleichungen in üblicher 
Form fließen. Für das Vakuum wird 
L= kn Ve 
(Fir = Paris — Yim: Feldtensor; p,: Viererpotential; @,;,: Verschiebungstensor; M,,: Tensor der 
magn. Momente; s’: Viererstrom), für das Innere permeabler Medien 


ee ger =") on se. 


T—= 
167 

Den Energie-Impuls-Tensor leitet der Verf. nach einem von Pauli [Enzykl. d. math. Wiss. V/2 
(1921)] angegebenen Verfahren aus der Gleichung ab 


öl 208 Fr: 
Tr=2 En Mer 5; 2=LVg, 
ög" Vg 
wobei die Lagrange-Dichte & noch so umzuschreiben ist, daß der Einfluß der Metrik explizit 
in Erscheinung tritt. In beiden Fällen erhält der Verf. einen symmetrischen Energie-Impuls- 
Tensor, der von den bisher üblichen Ansätzen (auch bei Nullsetzen der permanenten Magneti- 
‚ sierung) abweicht. Die neuen Ausdrücke für Kraft- und Energiedichte, Energiestrom und Impuls- 
dichte werden in Beschränkung auf pseudoeuklidische Metrik und aufs Ruhsystem diskutiert. . 
Es wird betont, daß sich das Verfahren nicht auf elementare elektrische Dipole (die nicht durch ı 
Ladungstrennung zu erklären wären) übertragen läßt, was in Übereinstimmung mit der Erfah- 
rung.ist. Es bliebe nach Ansicht d. Ref. noch zu untersuchen, ob der neue Energie-Impuls- 
Tensor dem Kriterium der Strahlgeschwindigkeit (v. Laue, dies. Zbl. 38, 403) genügt. 
F. Beck. 
Hoffmann, Banesh: Dirac’s new classical theory of eleetrons. Phys. Review, 
II. Ser. 87, 703—705 (1952). 
Hinweis aufeine Beziehung zwischen der neuen Diracschen Theorie des Elektrons | 
(dies. Zbl. 43, 428) und der projektiven Relativitätstheorie (dies. Zbl. 31, 377). 


G. Höhler. 

Neugebauer, Th.: Über die Darstellung des Feldes eines Diracschen magnetischen | 
Singulettpoles durch ein Vektorpotential Z. Naturforsch. 7a, 154—156 (1952). 

Auf dem Umweg über das Vektorpotential eines magnetischen Dipols werden. 


die bekannten Ausdrücke für das Vektorpotential A des Coulombschen Feldes eines | 


magnetischen Einzelpoles hergeleitet. A besitzt, wie wohlbekannt, eine singuläre 
Linie, die bei Bildung der Rotation verschwindet; dennoch versucht Verf., dieser! 
Singularität eine (nicht vorhandene) Bedeutung für das Coulombfeld beizulegen. 
M. R. Schafroth. 

Frank, Ernest: Electric potential produced by two point current sources in a 
homogeneous condueting sphere. J. appl. Phys. 23, 1225—1228 (1952). 

Verschaffelt, J. E.: Sur les effets thermo- et &lectromagnetiques. Acad. Roy.. 
Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 38, 267—286 (1952). | 

Verschaffelt, J. E.: Sur la theorie du couple thermoßlectrique. Acad. Roy. 
Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 38, 512—523 (1952). 

Verschaffelt, J. E.: Sur le potentiel &leetrodynamique. Acad. Roy. Belgique, , 
Bull. Cl. Sci., V. Ser. 38, 593—606 (1952). 

Verschaffelt, J. E.: Sur P’&leetrocinese. Acad. Roy. Belgique, Bull. Cl. Sei., 
V. Ser. 38, 685—692 (1952). 

ArzZanych, I. S.: Funktionen des Spannungstensors eines elektromagnetischen 
Feldes. Uspechi mat. Nauk 7, Nr. 5 (51), 200—203 (1952) [Russisch]. 
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Fialkow, Aaron and Irving Gerst: The transfer function of general two terminal- 
pair RC networks. Quart. appl. Math. 10, 113—127 (1952). 

In einem Vierpol sei A(p) im eingeschwungenen Zustand das Verhältnis der Ausgangs- 
spannung zur Eingangsspannung als Funktion des Frequenzparameters p; es wird 

AP ZW ranp 0 Dal” 75,0” In + bn)=KN/D 

gesetzt, wo die Polynome N und D reelle Koeffizienten haben und teilerfremd sind. Es werden 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür angegeben, daß die Übertragungsfunktion 
A(p) durch eine Schaltung realisiert werden kann, in der nur passive R- und C-Schaltelemente 
vorkommen. Falls man sich auf solche Netzwerke beschränkt, in denen eine der Eingangs- 
klemmen mit einer der Ausgangsklemmen direkt verbunden ist (‚‚geerdetes‘“ Netzwerk) lauten 
diese Bedingungen: (1) Die Nullstellen von D sind negativ und paarweise verschieden. (2) Die 
Nullstellen von N sind nicht positiv reell, aber sonst beliebig. (3) m > n. (4) Die Zahl K genügt 
den Ungleichungen K>0, K<K„K<b,„/[@a, K<s1 für m= n. Dabei ist X, die kleinste 
positive Zahl x (falls vorhanden), fürdie D—xN = eine positive mehrfache Wurzel hat. — 
Im Falle eines allgemeinen RC-Vierpols lauten die Bedingungen (1) und (3) wie oben, (2) entfällt, 
und (4) ist zu ersetzen durch: |K|< |K,|, |K|I< |b„/a,|; |K| 1. Dabei ist X, die absolut 


kleinste reelle Zahl x (falls vorhanden), für de D—-xN=( eine positive mehrfache Wurzel 
hat. — Für RL- und LC-Netzwerke lassen sich daraus durch die bekannte Transformation ent- 
sprechende Aussagen gewinnen. A. Stöhr. 


Poincelot, Paul: Sur les rögimes transitoires. °C. r. Acad. Sci., Paris 235, 
-1492—1494 (1952). 

Verf. gibt Formeln für den Spannungsverlauf am Ausgang eines Tiefpasses, 
eines Hochpasses oder einer homogenen Leitung, der nach Einschalten der Spannung 
Eins (oder einiger anderer einfacher Spannungsverläufe) auftritt. In allen Formeln 
treten endliche oder unendliche Summen von Besselfunktionen J, auf, wobei über 
v summiert wird. Die Note enthält keine Beweise; es wird lediglich mitgeteilt, 
daß die Formeln aus Fourierintegralen durch passende Änderungen der Integrations- 
wege erhalten seien und daß die Konvergenz und die praktische Brauchbarkeit der 
Formeln verifiziert sei. A. Stöhr. 

Pipes, Louis A.: A mathematical analysis of a dieleetrie amplifier. J. appl. 
Phys. 23, 818—824 (1952). 

Beim dielektrischen Verstärker wird an einem „Kapazitor‘ mit geeignetem 
Dielektrikum die nichtlineare Abhängigkeit der Spannung V von der Ladung q 
ausgenutzt. Verf. nimmt insbesondere die Abhängigkeit V (g) = S, Sin (ag)/a an 
(S, und a sind Konstanten). Unter dieser Annahme werden in einer geeigneten 
Schaltung die Zeitkonstante des Einschwingvorgangs sowie im eingeschwungenen 
Zustand die Verstärkung und der Oberwellengehalt angenähert berechnet. 

A. Stöhr. 

Honerjäger, R.: Elektromagnetische Wellenleiter. Ergebn. exakt. Naturw. 
26, 1—55 (1952). 

Bericht. 

Jaynes, Edwin T.: The concept and measurement of impedance in periodically 
loaded wave guides. J. appl. Phys. 23, 1077—1084 (1952). 

Agostinelli, Cataldo: Sopra due casi notevoli di integrabilitä delle equazioni 
della propagazione di onde elettromagnetiche in un tubo eilindrico eircolare con 
dielettrico eterogeneo. Boll. Un. mat. Ital., III. Ser. 7, 267—272 (1952). 

L’A. ricava. dapprima le equazioni relative alla propagazione delle eventuali 
onde TE o TM in una guida con dielettrico eterogeneo, ma identico lungo la dire- 
zione di propagazione. Considerata poi una guida a sezione circolare, di raggio a, 
riempita da un dielettrico di permeabilitä ws e di costante dielettrica e variabile, 
con la distanza r dall’asse della guida stessa, secondo l’equazione (&, e &, costanti 
ee, >89) e=&+(&-—&) Tja. L’A. dimostra l’esistenza, per particolari fre- 
quenze, dionde TE e TM chesi propagano con velocitä uguale a 1/ Vu &- D.Grafft. 

Marziani, Marziano: Sulla propagazione del fronte d’onda nei mezzi dispersivi. 
Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIII. Ser. 12, 683—687 
(1952). 
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Die elektrische Feldstärke E und die magnetische Feldstärke H einer ebenen 
Welle, die sich in einem homogenen dispergierenden Medium parallel der z-Achse 
ausbreitet (so daß Z und H nur von z und der Zeit t abhängen), genügen dem System 
von Integro-Differentialgleichungen 


oE 
77 
wo &, a und y dielektrische Konstante bzw. Permetabilität und elektrische Leitfähig- 
keit des Mediums sind, während @(t — r) eine Funktion ist, die die Dispergierbarkeit 
des Mediums darstellt. Verf. nimmt E und H gleich Null für t<0 und 2>0, 
und E=E,(t) für z2=0 an und wendet die Laplace-Transformation auf das 
System (1) an: so beweist er, daß 


oH oE oH 
ee Em trEr Sen da) =, 


t— 2/c { 
E(s=e We B,(t—)+e- Wa: [ Bulm) v2 — e) dr. 
0 


[c=1/Veu, b=y/2e und Y(z,r) ist eine reguläre Funktion beider Variabeln]; 
daraus beweist Verf. unter sehr allgemeinen Voraussetzungen (man beachte, daß 
eine ähnliche Formel für 4 gilt), daß c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Wellen- 
front ist ( d.i. die Ebene, die den Bereich begrenzt, in dem das Feld verschieden von 
Null ist). D.Graffi. 

Whitmer, Robert M.: Radiation from a dielectrie wave guide. J. appl. Phys. 
23, 949—953 (1952). 

Es wird die Abstrahlung von einer unendlich ausgedehnten, ebenen, rein 
dielektrischen Platte behandelt, in der ein gerader Draht eingebettet ist, der einen 
zeitlich sinusförmigen Strom führt. Das elektrische Feld wird als parallel zum 
Draht angenommen und aus dem Maxwellgleichungen dafür eine Differentialgleichung 
üblicher Form abgeleitet. Die Lösung dieser Differentialgleichung wird in Form 
eines Fourier-Integrals als eine Summe ebener Wellen angesetzt. Die Fourier- 
koeffizienten werden ermittelt und hierauf das Integral funktionentheoretisch aus- 
gewertet. Es zeigt sich, daß das Integral aus zwei Teilen besteht: Einem Teil, 
der die Fortpflanzung des vom Draht abgestrahlten elektrischen Feldes längs der 
Platte darstellt und einem zweiten Teil, der eine radiale Abstrahlung vom Draht 
ausdrückt. Die weitere Rechnung ergibt, daß rund 80 bis 90%, der gesamten vom 
Draht abgegebenen elektromagnetischen Energie von der Platte weitergeleitet wer- 
den und nur der Rest radial abgestrahlt wird, also einen Verlust bedeutet. Verf. 
meint ganz richtig, daß dieses für die Platte abgeleitete Resultat mit guter Näherung 
auch für dielektrische Energieleiter von zylindrischem Querschnitt gelten wird, 
wie sie gelegentlich in der Ultrahochfrequenztechnik vorkommen. Darin liegt die 
praktische Bedeutung der auch vom rein theoretischen Standpunkt aus sehr interes- 
santen Arbeit. 5 P. Urban. 

Baeyer, Hans J. von und Ronald Knechtli: Über die Behandlung von Mehr- 
leitersystemen mit transversal elektromagnetischen Wellen bei hohen Frequenzen. 
Z. angew. Math. Phys. 3, 271—286 (1952). 

Die Verff. betrachten in der Nähe einer Anzahl paralleler Leiter solche Lösungen 
der Maxwellschen Gleichungen, für die in Richtung der Leiter die Komponenten des 
elektrischen und des magnetischen Feldes identisch verschwinden. Die Felder 
sind dann aus skalaren ebenen Potentialen ableitbar; die Ausbreitung längs der 
Leiter erfolgt unabhängig von deren geometrischer Konfiguration mit Lichtgeschwin- 
digkeit. Die Ströme und Spannungen auf den Leitern werden aus den Feldern durch 
Integration gewonnen und genügen den bekannten Leitungsgleichungen, die in 
Matrizenschreibweise angegeben werden. Für diese Gleichungen werden ferner 
(etwas spezialisierte) lineare Randbedingungen angegeben, die dem Abschluß mit 
Widerständen und Spannungsquellen entsprechen. Genauer betrachtet wird der 


201 


Fall eines Dreileitersystems; von diesem Fall werden zwei technische Anwendungen 
(Richtungskoppler und gefalteter Dipol, letzterer mit den in der Antennentheorie 
gebräuchlichen Vereinfachungen) näher diskutiert. (Das in Fig. 1 der Arbeit benutzte 
Linkskoordinatensystem paßt nicht dazu, daßim Text die Maxwellschen Gleichungen 
— wie in allen modernen Darstellungen üblich — auf ein Rechtskoordinatensystem 
bezogen werden.) A. Stöhr. 

Jeffreys, Bertha: The classification of multipole radiation. Proc. Cambridge 
philos. Soc. 48, 470—481 (1952). 

Die Multipolkomponenten der Strahlung eines gegebenen Systems von La- 
dungen und Strömen wird mittels Kugelfunktionsentwicklung abgeleitet. Damit 
stimmt die Arbeit in Zielsetzung und Ergebnis mit Wallace [Canadian J. Phys. 
23, 393—402 (1951)] überein, kann sich jedoch mit dessen Darstellung weder 
hinsichtlich der Eleganz und Klarheit der Herleitung noch der übersichtlichen 
Gestalt der Lösungen vergleichen. Walter Franz. 

. Simon, Jean-Claude et Georges Weill: Sur le rayonnement longitudinal 
d’antennes dieleetriques. ©. r. Acad. Sci., Paris 235, 1379—1381 (1952). 

Wait, James R.: Reflection of electromagnetic waves obliquely from an in- 
homogeneous medium. J. appl. Phys. 23, 1403—1404 (1952). 

Rouard, P.: Proprietes optiques des lames minces solides. M&m. Sei. phys. 
54, 84 S. (1952). 

Rouard, P.: Applications optiques des lames minces solides. M&m. Sei. phys. 
55, 548. (1952). 

Bernard, Michel: Aberration de sphericit& des lentilles & grilles. C. r. Acad. 
Sci., Paris 235, 1115—1117 (1952). 

Hönl, H. und A.-W. Maue: Die Eindeutigkeit der Lösungen in der strengen 
Beugungstheorie. Z. Phys. 132, 569—578 (1952). 

Für die zweidimensionale Wellengleichung Auw-+ K?u= 0 wird der Beweis 
erbracht, daß die ihr entsprechenden homogenen Integralgleichungen für die Fourier- 
Amplituden eines von einer beugenden Halbebene auslaufenden Wellenfeldes nur 
triviale, identisch verschwindende Lösungen besitzen. Das Beugungsproblem für eine 
einfallende Welle wird somit eindeutig lösbar, ohne daß eine besondere Kanten- 
bedingung zu fordern ist. Sie steckt implieit in der Forderung, daß die auftretenden 
Integrale konvergieren. Die Übertragung des Beweises auf dreidimensionale Beu- 
gungsprobleme wird diskutiert. J. Meixner. 

Müller, Rolf: Eine strenge Formulierung des Problems der Beugung an Schlitz- 
blenden in Rohren mit rechteckigem Querschnitt. Z. angew. Phys. 4, 424—433 
(1952). 

Eine elektromagnetische Schwingung in einem Hohlrohr mit beliebigem Querschnitt kann 
bekanntlich in zwei Teile zerlegt werden, die als #- bzw. H-Typ bezeichnet werden. Jeder dieser 
‘zwei Typen !äßt sich dabei aus einem skalaren Potential ableiten, das der Verfasser mit e bzw. h 
bezeichnet. Die Randbedingungen, die das elektromagnetische Feld erfüllen muß, wenn in dem 
Hohlrohr eine Blende eingefügt ist, lassen sich durch Randbedingungen für die Potentiale e und h 
ersetzen. Die Potentiale e, h sind hier die Summe aus den Potentialen der einfallenden Wellen 
und aus den Potentialen von Beugungswellen, die symmetrisch von der Blende ausgehen. Nach 
dieser allgemeinen Einleitung behandelt der Verfasser den auch für die Praxis der cm-Wellen 
interessanten Fall einer symmetrischen Schlitzblende im rechteckigen Rohr. Er setzt in der 
Blendenfläche für e und A verschiedene Lösungsreihen an, die entlang der Übergangslinien von 
Rohrrand zu Blende bzw. von Blende zu Schlitz einander angepaßt werden. Durch diese An- 
passung wird das ursprünglich ebene Problem in eine unendliche Folge eindimensionaler Pro- 
bleme zerlegt. Es ergibt sich, daß im homogenen Fall (keine einfallende Welle) nur für bestimmte 
Werte der Wellenzahl k= w(e&, 4 #)!!” eine nichttriviale Lösung existiert. Das homogene 
Problem wird hierauf ziemlich ausführlich diskutiert. Das inhomogene Problem wird für zwei 
praktisch wichtige Fälle (einfallende H,,- bzw. H,,-Welle) behandelt und die Lösung auf die 
Lösung einer bzw. zweier symmetrischer Fredholmscher Integralgleichungen erster Art zurück- 
geführt. — Die Arbeit ist, vom theoretischen Standpunkt gesehen, sehr interessant. Formeln 
oder Kurven für den Praktiker werden nicht gegeben, doch kündigt der Verf. ein rasch kon- 
vergierendes Rekursionsverfahren für die Lösung der Integralgleichungen an, dessen Veröffent- 
lichung in derselben Zeitschrift erfolgen soll. P. Urban. 
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Franz, W. und K. Deppermann: Theorie der Beugung am Zylinder unter Be- 
rücksichtigung der Kriechwelle. Ann. der Phys., VI. F. 10, 361—373 (1952). 

Es wird hier der Fall der Beugung von elektromagnetischen Wellen an Metall- 
zylindern untersucht, wenn die benutzte Wellenlänge A nur wenig kleiner ist als 
der Radius a des Zylinders. Die Messungen zeigen in diesem Falle eigenartige 
Maxima und Minima; jedoch ist die bekannte, von G.Mie aufgestellte Lösung 
dieses Beugungsproblems in Form einer unendlichen Reihe mit Quotienten aus Zylin- 
derfunktionen im Falle eines A» a nicht geeignet, diese Resultate des Experimentes 
theoretisch zu bestätigen. — Aus diesem Grunde wird von den Verfassern in der 
Arbeit eine Lösung benutzt, die mit Hilfe der Integralgleichungen der Beugungs- 
theorie gewonnen wird. Hierfür geeignete Integralgleichungen hat A. W. Maue 


aufgestellt (dies. Zbl. 33, 141, p. 606 der Arbeit). Die Maxima und Minima ergeben 
sich danach als Interferenzen zwischen der geometrisch reflektierten Welle und 


einer um die Rückseite des Zylinders herumkriechenden Welle. Rechnung und 
Experiment zeigen gute Übereinstimmung. H. Buchholz. 

Neugebauer, Hans E. J.: A new method of solving diffraction problems. J. appl. 
Phys. 23, 1406 (1952). 

Bekefi, G.: Diffraction of electromagnetie waves by an aperture in an infinite 
sereen. J. appl. Phys. 23, 1408 (1952). 

Woonton, G. A.: Diffraetion field of a eircular aperture. J. appl. Phys. 23, 
1405— 1406 (1952). 

Segard, Norbert: Contribution & l’&tude theorique de la figure de diffraction 
' donne6e par une ouverture cireulaire couverte ä moitie par une lame ä face paralleles. 
C. r. Acad. Sci., Paris 235, 1496—1498 (1952). 

Bhatia, A. B. and E. Wolf: The Zernike ceircle polynomials oceurring in dif- 
fraction theory. Proc. phys. Soc., Sect. B 65, 909—910 (1952). 

Fettis, Henry E.: An integral in the theory of wave-guide fed slots. J. appl. 
Phys. 23, 1409 (1952). 


N (6) 
Clemmow, P. C.and Cara M. Munford: A table of / (gr)et we [ er 2 a2 


for eomplex values of o. Philos. Trans. Roy. Soc. London, Ser. A 245, 189-211 


(1952). 


Da in der Theorie der Wellenausbereitung die im Titel der Arbeit angegebene, vom 
Ref. 1929 in seiner Arbeit [Ann. der Phys., V.F. 3, 433—496 (1929)] als #*-Funktion | 


eingeführte und in ihrem Verhalten an Hand einer Verallgemeinerung der Cornu- 
Spirale sowie der Reihenentwicklung für große und kleine Werte des Realteils des 
Argumentes eingehend ($ 12—14 und $ 17) diskutierte Funktion, in der o komplex ist, 


häufig Anwendung findet, werden Tabellen für die reellen und imaginären Teile der 
Funktion auf 4 Dezimalen angegeben, und zwar für Werte von |o| von 0 bis 0,80. 


in Intervallen 0,01 und für die Werte des Argumentes von o von 0° bis 45° in Ab- 


ständen von je 1°. Einleitend wird eine kurze Beschreibung der Funktion zusammen 
mit einer Betrachtung über die Art der Probleme gegeben, in denen sie nützlich ist. 


Die Beschränkung auf 0 <argoe <n/4 geschieht, da die Funktion im wesentlichen 
in diesem Bereich benötigt wird. Für große Werte von |o| wird das asymptotische 
Verhalten diskutiert, ferner wird näher auf die Methode der Berechnung selbst ein- 
gegangen und für die Benutzung der Tabelle mitgeteilt, in welcher Weise Zwischen- 
werte durch Interpolation gefunden werden können, da es sich ja hier bei der Inter- 
polation um zwei Variable handelt. J. Picht. 

Schumann, W. O.: Über die strahlungslosen Eigenschwingungen einer leiten- 
den Kugel, die von einer Luftschicht und einer Ionosphärenhülle umgeben ist. Z. 
Naturforsch. 7a, 149—154 (1952). 

Banerji, R. B.: On the origin of the third ionospheric echo. Indian J. Phys. 26, 
28—37 (1952). 
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Sakagami, Jiro: Some remarks on the design of a stereographie attachment 
to a singlelens camera. Natur. Sci. Rep. Ochanomizu Univ. 3, 43—52 (1952). 

Es war zu einer gewöhnlichen Kamera eine Zusatzeinrichtung anzugeben, mit 
der sich die beiden Stereoskopaufnahmen gleichzeitig herstellen lassen. Für jede 
der beiden Aufnahmen werden zwei Spiegel gebraucht, die beiderseits den einen 
Rand des Hauptstrahlenbündels in die optische Achse der Aufnahmelinse lenken. 
[Der wichtigste Sonderfall des Verfahrens ist 1894 von Th. Brown angegeben worden 
(M. v. Rohr: Die binokularen Instrumente. 2. Aufl. Berlin 1920, S. 206/8).] 
Der Verf. stellt fest, daß die beiden Winkel der Spiegel gegen die Achse und zwei 
Abstände zur Verfügung stehen, und zeigt, wie hierdurch die für die Stereoskopie 
kennzeichnenden Größen, die Basislänge und die Neigung eines mittleren Haupt- 
strahls gegen die Basis bestimmt werden. Weiter gibt er Vorschriften für die Her- 
stellung der Vorrichtung und macht Angaben über die Beleuchtungsstärke. 

H. Boegehold. 

Bertein, F.: Une methode de calcul des trajectoires en optique &leetronique. 
Gen6ralisations aux &quations difförentielles lineaires homogenes. J. Phys. Radium, 
Suppl. 13; 931A—98A (1952). 

In Fortsetzung einer früheren Arbeit [J. Phys. Radium 13, Suppl. an Nr. 2, 
41 A—49 A (1952)] wird die dort entwickelte Näherungsmethode zur numerischen 
Lösung linearer homogener Differentialgleichungen zweiter Ordnung weiter unter- 
sucht und auf die Berechnung der achsennahen Elektronenbahnen in Elektronen- 
linsen und Elektronenspiegel angewendet. W. Glaser. 

Watkins, Dean A.: The effect of veloecity distribution in a modulated eleetron 
stream. J. appl. Phys. 23, 568—573 (1952). 

Mit Hilfe des Liouvilletheorems der statistischen Mechanik werden Elektronenströmungen 
untersucht und der Einfluß der Geschwindigkeitsverteilung der aus der Kathode austretenden 
Elektronen berechnet, wobei die Raumladungen der bewegten Elektronen berücksichtigt wurden. 
Im Falle eines in geringem Maße geschwindigkeitsmodulierten Strahles ist der Effekt 1. Ordnung, 
daß 1. die Amplitude der entstehenden räumlichen stehenden Welle des Konvektionsstromes 
verringert wird, daß 2. die optimale Distanz der Fokussierung vergrößert wird und daß 3. die 


Länge der vorhandenen Elektronenwelle vergrößert wird. Dieser Konvektionsstrom i, (2) ist 
gegeben durch 


u&@) = N N, ,Jo (1 3 ) © sin [G en zn) — e/l-1/20]wz/us), 


Us Us 4o W)p Us 


n=e/m, V, Amplitude der modulierenden Spannung, J, Gleichstrom, us = ve Van Ve 2, 
V, Gleichspannung bei z gegen das Fotentialminimum vor der Kathode, bzw. gegen die Kathode 
bei temperaturbegrenzter Emission, o = e V,/k T, ein Maß für die thermische Geschwindigkeits- 
verteilung, & = (nJo/&o us)!” Plasmaeigenfrequenz, & aufgeprägte Frequenz, z Längenkoor- 
dinate. Für o — co ergibt sich die einfache Formel eines Strahles mit homogener Geschwin- 
digkeit [W.C. Hahn, General Electric Review 42, 258 (1939); S. Ramo, Phys. Review, II. Ser. 
56, 256 (1939)]. — Wird auch noch der Schottkysche Schroteffekt in voller Stärke über die ver- 
schiedenen Geschwindigkeiten, nach dem reinen Zufallsgesetz verteilt, berücksichtigt, so ergibt 
sich für den effektiven ungeordneten (noise) Anteil des Konvektionsstromes 


(2) =2eJ,Af [005° In" or) + u An2% () : (22) co) ps h k 


Af= Bandbreite, A=1 =; + ge +... Bei &2/u =n/2 liest ein Mi- 


nimum dieses Stromes. An dieser Stelle ist 7 (z2)/2e J, Af = A, (r/2) = (w/wp 0)? - 0,25. 
Für eine Oxydkathode ist kT,/e = 0,1 Volt. Mit V, = 100V, &; = 50MH und »& = 5000 MH 
ist der „noise“ Strom im ersten Minimum 24 db unter dem Maximalwert. Eine stehende Welle 
des „‚noise‘‘ Stromes ist von C. C. CutlerundC. F. Quate [Phys. Review, II. Ser. 80, 875 (1950)] 
beobachtet worden. Zu ihrer Erzeugung ist aber nicht etwa, wie manchmal angenommen wird, 
das Potentialminimum vor der Kathode nötig, um eine Korrelation zwischen den noise-Schwan- 
kungen herzustellen. Der wichtige Faktor ist vielmehr die Raumladung. W.O. Schumann. 
Wenzl, F.: Ionen und Elektronen einheitlicher Anfangsgeschwindigkeit im 


Vakuum. Z. angew. Phys. 4, 94—104 (1952). 
Rothe und Kleen haben in ihrem Buch „Grundlagen und Kennlinien der Elektronen- 
röhren‘“‘ (3. Auflage, 1951, Leipzig) die Potentialverhältnisse zwischen zwei ebenen Elek- 
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troden besprochen, von deren einer (der Kathode) Elektronen mit homogener Anfangsge- 
schwindigkeit ausgehen und frei zu der anderen Elektrode (der Anode) in dem entstehenden 
Raumladungsfeld fliegen. Hier wird nun der allgemeinere Fall untersucht, daß von der Ka- 
thode bzw. der Anode Elektronen (Masse m) bzw. positive Ionen (Masse M) mit den homo- 
genen Anfangsenergien eU, bzw. eV, ausgehen. Ist eV, die Energie der Ionen an der Ka- 
thode, so lautet die Raumladungsgleichung für das Potential U (gerechnet gegen die Kathode) 


deÜ 1 [7 b 
da? AND nm VoLor)s 
wo a bzw. b die reduzierten Stromdichten «a = VM/2e -%,1, und b = Vm/2e -i„ der Ionen 
und der Elektronen sind; A ist die Dielektrizitätskonstante des Vakuums. In allen Fällen, in 
denen die Feldstärke — dU/dx zwischen den Elektroden 0 werden kann, konnte die Raumladungs- 
gleichung durch elliptische Integrale integriert und die Lösung diskutiert werden; bezüglich des 
Auftretens einer ‚virtuellen‘ Kathode zwischen den Elektroden, d.h. einer Stelle, wo ein Teil der 
Elektronen umkehrt und zur Kathode zurückfliegt, ergeben sich weitgehend qualitative Analo- 
gien zu der Sachlage bei reiner Flektronenströmung. Untersucht werden ferner periodische 
Potentialverläufe. Sie lassen sich bei nicht zu großer Amplitude durch trigonometrische Nähe- 
rungen gut darstellen; auch die Frage, wie sie physikalisch realisiert werden können, wird dis- 
kutiert (Stabilitätsbetrachtungen) an dem speziellen Beispiel, daß i,,:, = V m:V M ist. 
R. Seeliger. 
Poritsky, H. and R. P. Jerrard: An integrable case of electron motion in 
electrie and magnetic field. J. appl. Phys. 23, 9283—930 (1952). 
Die Elektronenbewegung in zweidimensionalen elektrischen Feld mit dem 
Potential = A + B(x? — y?)/2 (A und B sind Konstante) und einem dazu senk- 
recht stehenden homogenen magnetischen Feld wird untersucht. Die Lorentzschen 
Bewegungsgleichungen, welche ein System von zwei Differentialgleichungen II. Ord- 
nung mit konstanten Koeffizienten für x und y darstellen, werden in üblicher Weise 
integriert und ihre Lösungen diskutiert. W. Glaser. 


Lafoucriere, J.: Les trajeetoires gauches des particules chargees dans les champs 
magne6tiques & plan de symötrie. J. Phys. Radium 13, 392—400 (1952). 

Verf. versucht die allgemeinen Bahnformen in einem rotationssymmetrischen 
Magnetfeld in der Umgebung einer achsensenkrechten Symmetrieebene qualitativ 
zu diskutieren, soweit dies ohne explizite Angabe des Feldes lediglich unter der 
Voraussetzung eines starken radialen Feldabfalls möglich ist. Ähnliche frühere 
Betrachtungen werden auf windschiefe Strahlen ausgedehnt. W. Glaser. 


Fert, Charles: Trajectoires electroniques paraxiales dans les lentilles &lec- 
trostatiques. J. Phys. Radium, Suppl. 13, 88 A—90 A (1952). 

Es wird darauf hingewiesen, daß sich das in der Optilk übliche Matrixschema 
auch für die approximative Durchrechnung von Elektronenstrahlen in elektro- 
statischen Linsen verwenden läßt. W. Glaser. 

Reuterswärd, Carl: Two-direetional focusing with short uniform magnetic 
fields. Ark. Fys. 4, 159—171 (1952). 

Die Bedingungen für doppelte Richtungsfokussierung im homogenen magneti- 
schen Sektorfeld werden als Funktion des Einfallswinkels der Bündelachse dar- 
gestellt und diskutiert. Die Bildfehler zweiter Ordnung in Ebenen parallel zur 
Symmetrieebene des Feldes werden angegeben, und es wird insbesondere jene Neigung 
der Begrenzungsebene des Feldes bestimmt, für welche die entsprechenden Apertur- 
fehler verschwinden. Wenn auch die vorliegende Arbeit in denjenigen über die 
doppelte Richtungsfokussierung in inhomogenen Sektorfeldern als Spezialfall ent- 
halten ist, so ermöglicht sie ihrerseits gerade wegen des einfachen Feldes experi- 
mentell leicht realisierbare Bedingungen für die Polschuhbegrenzung anzugeben. 

W. Glaser. 

Geerk, J. und €. Heinz: Die Fokussierung zweiter Ordnung des magnetischen 
Sektorfeldes. Z. Phys. 133, 513—523 (1952). 

Die Bedingungsgleichungen für die Kaustik und für einen Kaustik-Umkehr- 
punkt bei der Fokussierung durch ein homogenes magnetisches Sektorfeld werden 
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aufgestellt. Die Berechnung der Bildkurve zweiter Ordnung, die durch die Umkehr- 
punkte für verschiedene Massen definiert ist, wird auf die Lösung von drei simultanen 
linearen Differentialgleichungen für drei unbekannte Funktionen zurückgeführt. 
Allgemeine Formeln für Lateralvergrößerung, Dispersion und Auflösung mit der 
Winkelvergrößerung als Parameter werden aufgestellt. W. Glaser. 

Fischer, Dietert: Fokussierungseigenschaften einer Kombination aus einem 
mit dem Radius abfallenden Magnetfeld und einem elektrischen Zylinderfeld. Z. 
Phys. 133, 455—470 (1952). 

Fokussierungswinkel, M assen- und Geschwindigkeitsdispersion werden für eine 
Kombination aus einem elektrischen Zylinderfeld und einem mit einer Potenz von r 
abfallenden Magnetfeld bestimmt, wobei insbesondere der Fall einer doppelten 
Richtungsfokussierung betrachtet wird. Die ionenoptischen Elemente werden in 
einer Tabelle zusammengestellt und verglichen. [Vgl. hierzu auch die Arbeiten: 
R. Wallauschek, Z. Phys. 117, 569 (1943) und Ref., dies. Zbl. 41, 126]. 

W. Glaser. 

Lopuchin, V. M.: Die Erregung von Schwingungen in einem Resonator durch 
einen Elektronenstrom. Vestnik Moskovsk. Univ. 7, Nr. 3 (Ser. fiz.-mat. estestv. 
Nauk Nr. 2), 21—29 (1952) [Russisch]. 

Das Problem der Erregung eines Hohlraumresonators durch einen hindurchtretenden Elek- 
tronenstrahl wird dadurch verfeinert, daß die Geschwindigkeitsverteilung im Elektronenstrahl 
berücksichtigt wird. Die mittlere Raumladung des Elektronenstrahls soll durch Ionen kompensiert 
sein (sog. Gasfokussierung der Elektronenströme). Die Bewegung der Elektronen ist nicht 
relativistisch und die Wechselamplituden sind sehr klein gegen die „Gleichstromwerte“. Die 
Elektronen bewegen sich alle in der gleichen Richtung. Die Feldgleichungen werden durch 
rotatorische und potentielle Eigenfunktionen des Vektorpotentials dargestellt. Die Ladungs- 
dichte und die Stromdichte wird zunächst mit Hilfe sukzessiver Approximation bestimmt, wobei 
festgestellt wird, daß der Einfluß der Geschwindigkeitsverteilung wohl in Laufwellenröhren und 
Elektronenwellenrohren von Bedeutung sein kann, jedoch bei Klystrons ohne Einfluß ist. Zum 
Schluß wird die Anregung des Hohlraumes, d.h. die Schwingungsamplitude der elektrischen 
Felder bestimmt. Für die relativ komplizierten Formeln muß auf die Originalarbeit verwiesen 
werden. W.O. Schumann. 

Smith, R. A.: On an} equation connected with the theory of triode oseillations. 
Proc. Cambridge philos. Soc. 48, 698— 717 (1952). 

Verf. fragt nach periodischen (speziell subharmonischen) Lösungen von 

z+kzsfle) +z=pkiAcos(At-+ ou). 
Hier ist k klein, f’’’(x) stetig, f(x) >20, f(x) — + für 2— + oo und f(0) <0. 
Probleme der Triodenkreise führen auf solche Differentialgleichungen (z. B. dies. 
Zbl. 9, 421). Die Arbeit ist entstanden als Verallgemeinerung einer Untersuchung 
von Cartwright (dies. Zbl. 39, 99), wo f(x) = x? —1 gilt. In beiden Arbeiten 
werden dieselben Beweismethoden verwendet. Gefragt wird nach Lösungen mit 
der Anfangsbedingung x(0) = 0, x&(0)=b. Zunächst wird eine approximative 
Darstellung für x(t) und x(t) bis auf O(k?) im Intervall 0 <t <3n gegeben. 
It e=(-e)/k, |oj| SR beie = 1oder = 2, so hat x(f) nahe t = 2 eine Null- 
stelle {= 1t,. Es sei &(t,) = b’ und «&’ die Phase der Störungskraft an der Stelle 
t=t,. Dann wird eine Darstellung 
"TE 4b) +0), I. = Bob) +0 (R) 

gegeben. Die periodischen Lösungen erfordern A(&g b)) = B(& du) = 0. Die 
einzelnen Möglichkeiten der Stabilität werden ausführlich in einer o, b-Ebene dis- 
kutiert, in der auch die Kurven p = const eingezeichnet sind. W. Haacke. 

Levintov, I. I.: Ein Näherungsausdruck für das „3/2-Gesetz“ für eine be- 
schränkte Kathode in einem gleichmäßigen Feld. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 
85, 1247—1250 (1952) [Russisch]. 

Der Verf. untersucht die Potentialverteilung und die Stromdichte einer ebenen 
Diode, die‘ aus einer räumlich begrenzten Kathode von unendlicher Emissionsfähig- 
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keit vom Radius r besteht, die sich (ohne Raumladung) in einem homogenen elektri- 
schen Feld von der Größe V_[d befindet (V, Anodenspannung, d Anoden-Kathoden- 
abstand), wobei die Elektronenaustrittsgeschwindigkeit aus der Kathode gleich Null 
ist. Zuerst wird der Fall betrachtet, bei dem ein begrenzter zylindrischer Elektronen- 
strahl zur Anode strömt, wie es bei genügender magnetischer Fokussierung der Fall 
ist. Das Hauptergebnis ist, daß für r/d < 1 die Raumladung die Feldverteilung und 
die Größe des Emissionsstromes viel weniger stark beeinflußt, als bei unendlich 
ausgedehnter Kathode. Der Verf. rechnet abschätzungsweise folgende Tabelle aus: 


ne I 


r 700 
10 1,55— 1,03 _ 
1 2,0 — 1,25 
10-1 10 — 6,4 
10 30 —13,5 
10-3 90 °—30 


wo js die Stromdichte bedeutet, die dem Werte ß entspricht. j., entspricht der un- 
endlich ausgedehnten Kathode. Auch ohne Fokussierung, wo dann der Strahl sich 
verbreitert, gelten angenähert die gleichen Werte. W.O. Schumann. 


Relativitätstheorie: 


e Lorentz, H. A., A. Einstein, H. Minkowski and H. Weyl: The prineiple 
of relativity: A collection of original memoirs on the special and general theory 
of relativity. Translated by W. Perret and G.B. Jeffery. Reprint of the 1923 
edition. New York: Dover Publications 1952. VIII, 216 p. $ 1,50, cloth $ 3,50. 

e Moller, ©.: The theory of relativity. (The international series of monographs 
on physies.) Oxford: At the Clarendon Press 1952. XII, 386 p. 35 s. net. 

Es wird eine vom didaktischen Standpunkt ausgezeichnet durchgearbeitete 
Darstellung der speziellen und allgemeinen Relativitätstheorie (RT.) (einschl. relati- 
vistischer Thermodynamik, jedoch nur mit einem kurzen Seitenblick auf kosmo- 
logische Probleme und unter Beschränkung auf die ursprüngliche Formulierung der 
allgemeinen RT.) gegeben, wobei das Schwergewicht stark von der formalen zur 
eigentlich physikalischen Seite der Theorien hin verschoben ist. So wird z. B. die 
vierdimensionale Schreibweise erst an einer verhältnismäßig späten Stelle eingeführt, 
um die physikalisch-anschauliche Seite der Phänomene zu ihrem Recht kommen 
zu lassen und die trotz relativistischer Symmetrie bestehende Wesensverschieden- 
heit von Raum und Zeit nicht zu verwischen. Das Werk bietet nicht nur für den 
Lernenden einen empfehlenswerten Zugang zur RT., sondern dürfte auch dem Kenner 
des Gebietes manche Anregungen geben können und durch die zahlreichen Literatur- 
zitate nützlich sein. — Mit der, sicher aus wohlüberlegten didaktischen Gründen 
gegebenen, Art der Einführung in die allgemeine RT. stimmt Ref. allerdings nicht 
völlig überein. Indem im Raum-Zeit-Kontinuum der speziellen RT. beschleunigte 
Bezugssysteme eingeführt und ausführlich diskutiert werden, kann der Eindruck 
entstehen, daß die wesentliche Leistung der allgemeinen RT. in der Formulierung 
derartiger Transformationen besteht. Vielmehr gibt es aber gerade nach der all- 
gemeinen RT. keine derartigen weltweiten Koordinatensysteme und auch keine 
weltweiten beschleunigten Bezugssysteme, wohl aber differentielle Inertialsysteme, 
deren Zusammenhang im Großen durch die Feldgleichungen bestimmt ist. 

G. Lüders. 

Stiegler, Karl Drago: Sur le prineipe de la constance de la vitesse de la lumiere. 
C. r. Acad. Sci., Paris 234, 1250—1252 (1952). 

La groupe de Lorentz-Poincare est deduit des postulats suivants: 1. Trans- 
formation lineaire homogene de x,t en x’, t’. 2. Propogation isotrope de la lumiere 
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dans tous les reperes galileens, le nombre c pouvant a priori dependre du rep£re. 
On montre alors que la valeur de c est n&cessairement la m&me dans tous les reperes. 
O. Costa de Beauregard. 

Hogarth, J. E. and W. H. McCrea: The relativistically rigid rod. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 48, 616—624 (1952). 

Die Arbeit beschäftigt sich mit einer sehr gründlichen Begriffsbestimmung des 
telativistisch-starren Stabes. Dieser wird als ein Stab definiert, in welchem beliebige 
Deformationen sich ohne Energiedissipation mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. 
Als Folge dieser Definition ergibt sich ein besonderes Elastizitätsgesetz 


i Lo\2 
T=-zme(1-(7) ) 


dem der Stab zu gehorchen hat (7 die Spannung, m, Ruhmasse pro Längeneinheit, 
L, Ruhlänge, L Länge unter der Spannung T). F. Cap. 

Gariner, G. H. F.: Rigid body motions in special relativity. Nature 170, 243 
(1952). 

L’on se propose de definir un groupe de mouvements fluides de l’Univers de 
Minkowski dependant de 6 parametres, gen6ralisant la notion de mouvements 
rigides de la m&canique newtonienne, et redonnant la contraetion de Lorentz dans 
le cas ou l’etat initial et l’&tat final du corps sont en translation galil&eenne. La 
solution proposee fait jouer un röle privilegie & l’une des trajectoires de la congruence, 
et fait intervenir un „quadredre‘“ de reference, dont l’un des axes est dirige suivant 
la normale principale & la courbe d’Univers pr&cödente. — Personnellement, nous 
persons que ce genre de problemes ne devrait &tre abord& qu’avec l’aide de con- 
siderations d’elasticite, et de vitesse de propagation des ondes transversales. 

O. Costa de Beauregard. 

Sloovere, H. de: Sur la stabilit6 au sens de Th. de Donder des lois de la rela- 
tivit& restreinte. Acad. Roy. Belgique, Bull. Cl. Sci., V. Ser. 38, 861—862 (1952). 

Dirac, P. A. M.: Is there an aether! Nature 169, 702 (1952). 

Ikeda, M.: Note on invariancy of some fundamental equations of physiecs. 
Progress theor. Phys. 8, 382—383 (1952). 

ingraham, Richard L.: Conformal relativity. Proc. nat. Acad. Sci. USA 38, 
921—925 (1952). 

In dieser Arbeit skizziert Verf. eine konforme Relativitätstheorie. Die spezielle 
konforme Theorie handelt über die kinematische Relation zwischen gleichwertigen 
Beobachtern und über das Verhalten von Maß, Länge und Zeit unter konformen 
Transformationen im leeren Raum [vgl. J. Haantjes, Nederl. Akad. Wet., Proc. 
43, 1288 (1940)]. Der geeignete geometrische Raum für diese Theorie ist eine P, mit 
einer Quadrik. Für die allgemeine konforme Theorie braucht man eine X, in einer 
H, (allgemeiner projektiver Raum.) Die Gleichungen, mit welchen die Gravitation, 
der Elektromagnetismus und auch Mesontheorien sich beschreiben lassen, sind alle 
eine Folge eines Variationsprinzips. Die Einzelheiten werden bald veröffentlicht. 

J. Haantjes. 

Guggenheimer, H.: Über vierdimensionale Einsteinräume. Experientia 8, 
420—421 (1952). 

Si une variete analytique complexe compacte, de dimension reelle 4, peut &tre 
"munie d’une metrique d’Einstein, ses nombres caracteristiques de Chern (C,)? et 
C, = x, caracteristique d’Euler-Poincar6, sont lies par l’inegalite: 0 < (C,)? <30,. 
Si on suppose de plus que la metrique est ä courbure (et a courbure de Ricci) striete- 
ment positives, alors la variet6 a m&me type d’homologie reelle que le plan projeetif 
complexe, et la metrique coincide localement avec la mötrique elliptique du plan 
projectif complexe. R. Thom. 

Finzi, Bruno: Lo spazio-tempo come modello dei fenomeni fisici. Rend. Mat. e 
Appl., V. Ser. 11, 62—74 (1952). 
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L’A. espone in questa Nota, oggetto di una prima conferenza, una felice sintesi 
delle idee matematiche che, muovendo dalla memorabile concezione di Minkowski 
di unione del tempo con lo spazio, hanno permetto di fare dello spazio-tempo un 
modello geometrico dei fenomeni fisiei che spiega i fenomeni gravitazionali, ma non 
i fenomeni elettromagnetici, pur trovandovi questi adeguata rappresentazione. 

G. Lampariello. 

Kohler, Max: Die Formulierung der Erhaltungssätze der Energie und des 
Impulses in der allgemeinen Relativitätstheorie. Z. Phys. 131, 571—602 (1952). 

Dem gemäß der allgemeinen Relativitätstheorie zu jedem Gravitationsfeld gehörigen Tensor 
gi, wird ein eine ungekrümmte Mannigfaltigkeit beschreibender Tensor 9,, zugeordnet, dessen 


Komponenten im Unendlichen in die von g,;, übergehen. Als Konstruktionsvorschrift für 9,7 
gelte für schwache Felder, daß für g,, die Einsteinsche ‚‚Koordinatenbedingung“ 


D,.(yE —3 6 y) =0 en Yir = Jin — Iir» Pk = gez, v-&n) 


erfüllt sei; wobei aber jetzt D, die kovariante Ableitung in bezug auf die Metrik g;, ist. Dann 
gilt: Während in der allgemeinen Relativitätstheorie der Graviationsenergie nur ein Affin- 
tensor entspricht, von dem nur gewisse Integrale invariante Bedeutung besitzen, läßt sich — 
indem man die Ableitungen auf die Metrik g;, bezieht und den Affintensor I'%, des Feldes g;, 


durch den Tensor I'!„—I'!, (I'!, entsprechender Affintensor des Feldes g,,) ersetzt — der 
Gravitationsenergie ein echter Tensor zuordnen. Die Verwendung zweier Maßbestimmungen, 
von denen sich die eine als ungekrümmte Grundmetrik des Trägheitsfeldes, die andere als 
Metrik von Gravitations- und Trägheitsfeld deuten läßt, führt zu einer Umformulierung des 
Aquivalenzprinzips, nach dem sich jetzt zwar die Kraftwirkung des Feldes der g,,, also der Affin- 
tensor 1'!, wegtransformieren läßt, nicht aber das eigentliche Gravitationsfeld, das durch den 


'Tensor 7’, — T'!, festgelegt wird. Die aus der allgemeinen Relativitätstheorie folgenden Effekte 


(Lichtablenkung usw.) werden durch diese Umformungen nicht beeinflußt. R. Kippenhahn. 

O’Brien, Stephen and John L. Synge: Jump conditions at discontinuities in 
general relativity. Commun. Dublin Inst. advanced Studies, Ser. A, Nr. 9, 20 8. 
(1952). 

Verff. betrachten die Feldgleichungen der allgemeinen Relativitätstheorie 
Rv—-39,» R=—xT,, und diskutieren den Fall, wo die Größen T,,, auf einer 
gewissen 3-dimensionalen Hyperfläche sich diskontinuierlich ändern. Er führt 
eine Anzahl von Annahmen ein, welche durch die Ergebnisse der Diskussion des 
entsprechenden Problems der Newtonschen Theorie der Gravitation nahegelegt 
sind. Aus den eingeführten Annahmen folgt dann, daß gewisse Komponenten des 
Tensors 7, auf der Diskontinuitätsfläche kontinuierlich bleiben müssen ; dagegen 
könnte eine Anzahl von ersten Ableitungen der g„, auf der Hyperfläche sich dis- 
kontinuierlich ändern. A. Papapetrou. 

Synge, J. L.: Orbits and rays in the gravitational field of a finite sphere ac- 


cording to the theory of A. N. Whitehead. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A211, 


303—319 (1952). 

In der Whiteheadschen Gravitationstheorie (1922) werden die g,, als Feld- 
größen in einem ebenen vierdimensionalen Raum aufgefaßt; für das von bewegten 
Massenpunkten erzeugte g,,-Feld postuliert Whitehead eine einfache Formel, 
während die Bahnen von Testpartikeln und Lichtstrahlen in üblicher Weise als 
Geodätische und Null-Geodätische zur Metrik g,, gegeben sind. Verf. erweitert 
die Formeln der Theorie für den Fall einer kontinuierlichen Massenverteilung mit 
spezieller Anwendung auf kugelsymmetrische Verteilungen. Für eine solche Massen- 
verteilung als Gravitationszentrum werden Perihelverschiebung und Lichtablenkung 
berechnet; für den ersten Effekt ergibt sich volle Übereinstimmung mit den Ergeb- 
nissen der allgemeinen Relativitätstheorie, für den zweiten ein geringfügiger Unter- 


schied. Die Gravitations-Rotverschiebung wird nicht untersucht. G. Lüders. 


Galli, Mario: Le deformazioni relativistiche di un cilindro rotante. I. Atti 
Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sei. fis. mat. natur., VIIL. Ser. 12, 569574 (1952). 

Metz, Andr6: Les problömes relatifs ä la rotation dans la theorie de la rela- 
tivite. J. Phys. Radium 13, 224—238 (1952). 
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Zagar, Francesco: Sulla espansione dell’universo. I. Atti Accad. naz. Lincei, 
Rend., Cl. Sci. fis. mat. nat., VIII. Ser. 12, 12-16 (1952). 

Some newtonian arguments against the theory of the expansion of the Universe. 

M. M. Peixoto. 

Raychaudhuri, Amalkumar: Condensations in expanding cosmologie models. 
Phys. Review, II. Ser. 86, 90—92 (1952). 

Es wird untersucht, welchen Verlauf lokale Störungen der Dichteverteilung 
in einem expandierenden Universum nehmen und ob sich aus solchen lokalen 
"Störungen Kondensationen herausbilden konnten, wie wir sie jetzt in den außer- 
galaktischen Nebeln beobachten. H. Vogt. 


Gilbert, C.: Statistical systems of particles in the expanding universe. Quart. 
J. Math., Oxford II. Ser. 3, 161—170 (1952). 

Es handelt sich um eine Erweiterung und Verbesserung der Milneschen ‚‚kine- 
matischen Kosmologie“. Das zugrunde gelegte „kinematische System‘‘ besteht wie 
bei Milne aus einem System von Fundamentalbeobachtern und einem statistischen 
System von materiellen Partikeln, doch sind das System der Fundamentalbeob- 
achter und das statistische System von Partikeln anders definiert als bei Milne. 
Im Grenzfall, wenn der Materiedruck verschwindend klein ist, bestimmt das kine- 
matische System eine Reihe von Weltmodellen, die auch die Lemaitreschen Modelle 
mit verschwindendem Druck, das Milnesche Substrat-Modell und das Diracsche 
Modell einschließt. Insbesondere zeigt sich auch, daß das Milnesche und das Dirac- 
sche Modell in Lemaitresche Modelle transformiert werden können. H. Vogt. 

Takasu, Tsurusaburo: Sphere-geometrical unitary field theories. Compositio 
math. 10, 95—116. (1952). 


Die meisten unifizierenden Feldtheorien verwenden irgendeine Verallgemeinerung der 
Riemannschen Geometrie. Verf. gibt eine Übersicht von sieben verwendeten Geometrien und 
von drei Geometrien, die sich infolge der schon aus seinen früheren Arbeiten bekannten Bezie- 
hungen zwischen Kugelgeometrie und Laguerrescher Geometrie zu diesen sieben gesellen. Es 
kommen noch zwei Geometrien hinzu, die zueinander gehören und das Schema abschließen. 
Es werden folgende Verbindungen zwischen unifizierenden Theorien und Geometrien aufgedeckt: 


1. Kaluza-Klein: dual-konforme Geometrie 
2. Einstein-Mayer: Laguerre-Geometrie 
3. Kaluza-Klein-Hoffmann: Lie-Geometrie 
4. Einstein-Mayer-Hoffmann: parabolische Lie-Geometrie 
5. Jordan-Bergmann: B-dual-konforme Geometrie 
6. neue Theorie: B-Laguerre-Geometrie (neu) 
7. Hoffmann I: aequiforme dual-konforme Geometrie 
| 8. neue Theorie: aequiforme Laguerre-Geometrie (neu) 
9. Hoffmann II: aequiforme Lie-Geometrie 
10. neue Theorie: aequiforme parabolische Lie-Geometrie (neu) 
11. neue Theorie: B.aequiforme Lie-Geometrie (neu) 
(18: neue Theorie: B-aequiforme parabolische Lie-Geometrie (neu). 


Die Namen links sind nur als Schlagworte zu denken, es fehlen ja manche, die aber zum Teilin 
die Bibliographie aufgenommen sind. Hauptziel ist, die vierdimensionalen kugelmetrischen 
bzw. Laguerre-geometrischen Grundlagen für die Unifizierungstheorien aufzufinden, so daßsich die 
Grundannahmen dieser Theorien jeweils automatisch aus der Geometrie ergeben und es möglich 
wird, die fünfte und sechste Dimension als solche zu vermeiden, obwohl die fünfte und sechste 
Koordinate bei der Formulierung bleiben kann. Das Verhältnis zwischen den zwölf Geometrien 
ist verdeutlicht durch folgendes Schema für die Tangentialräume: (N. E.): (Eukl.): (N. E. 
aequiform): aequiform = 1:2:7:8 = 3:4:9:10 = 5:6:11:12. Es ist zweifelhaft, ob sogar diese 
sehr weit fassende Untersuchung allen unifizierenden Theorien gerecht wird, es fehlen doch z. B. 
schon die Theorien auf komplex geometrischer (Ghosh) und Finslerscher (Horväth und Moör) 
Grundlage. Jedenfalls ist aber ein Schema konstruiert, das geeignet erscheint, in ein großes 
Gebiet Klärung zu bringen. J. A. Schouten. 
Hlavaty, Väclav: The elementary basic principles of the unified theory of 


relativity. Proc. nat. Acad. Sci. USA 38, 243—247 (1952). 
Die neue Feldtheorie von Einstein enthält die folgenden geometrischen 
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Annahmen. 1. Der Fundamentalaffinor g,, ist nicht notwendig symmetrisch. 
9. Für die Übertragungsparameter gilt O2 gux = [3x 9u» + [ar 9x. 3. Der Krüm- 
mungsaffinor und der Affinor $),; genügen einigen Bedingungen. Die vorliegende 
Arbeit handelt über die möglichen Lösungen dieser Gleichungen. Es werden nur 
Resultate angegeben. Die Beweise werden später in drei Arbeiten in „Journal 
of Rational Mechanics and Analysis‘ veröffentlicht. J. Haantjes. 

Hlavaty, Väclav: The elementary basic principles of the unified theory of 
relativity. A. J. rat. Mech. Analysis 1, 539—562 (1952). 


Einstein begründete die vereinheitlichte Relativitätstheorie auf drei Prinzipien, welche 


Verf. in je einer Veröffentlichung vom geometrischen Gesichtspunkt untersuchen will. Die vor- 
liegende Arbeit behandelt das erste Prinzip, nämlich die Einführung eines Maßtensors g 0 welcher 


zerlegt, 9, = Rn + kun Zunächst werden die Eigenvektoren der Projektivität 'e”g,, = oe’ 9,» 
untersucht; diese genügen auch der Gleichung Ae’h,= e Kun Die Determinanten von g,, 
hu, km seien mitg, h, k bezeichnet und D=4n2 (h®rh’”k,,k)?—4hk gesetzt. Dann 
sind unter der Annahme, daß ghkD=O0 ist und — hm die Signatur ——+-+— besitzt, von 
den vier linear unabhängigen Eigenvektoren „e” zwei konjugiert komplex und zweireell. Beim 
Übergang zu reellen Vektoren °u, folgt für den Maßtensor die reelle Darstellung 


Et = 1 2 2 3 ed A we st 2 BR: 3 4 
wu. u, + u, u, + u, u,— tu, 'u,— 2 N 'u,, u, — 2Z°u,, '%,] 


Stellen die Vektoren “u, Gradienten dar, was nur im Fall der speziellen Relativitätstheorie vor- 
kommen kann, so gibt es ein Koordinatensystem, in welchem der Maßtensor die Form 


al N 2.0.40 
nen 
(gu) = 0 MN 4 
0 °0—-Z1 


besitzt. — Sei /,(P) der projektive Raum der Richtungen des Tangentialraumes T,(P)anden X, 
im Punkt P, so definiert der Tensor b,, (k,,) im J, eine Quadrik H (einen linearen Linienkomplex | 


K). Obige Ergebnisse führen nun zu folgenden geometrischen Konsequenzen: Die vier Vektoren 


„@® bilden die Ecken eines Tetraeders im J,(P). Darin sind die Kanten des schiefen Vierecks 


1€ 3€ 2e „e Geraden auf H und X, jede von ihnen ist selbst-polar bez. H und K sowie stetsimaginär. 
Beide übrigen Tetraederkanten ,e se und ‚ee sind zueinander polar bez. H und K, außerdem 


sind sie reell. Die Kanten dieses Tetraeders sind die einzigen Polaren bez. H und K gemeinsam. — 
Verf. zeigt ferner, daß die Ecken, Kanten und Seiten dieses Tetraeders die einzigen Elemente 
darstellen, welche durch H und K eindeutig und intrinsic definiert werden können. Nennt man 
reelle, isolierte und bez. gegebener Daten intrinsic definierte Elemente privilegiert, so lassen 
sich die gewonnenen Ergebnisse folgendermaßen zusammenfassen: Der X, ist nicht isotrop; 
denn in jedem 7',(P) gibt es ein Paar von privilegierten, total senkrechten Ebenen durch P und 
in einer von diesen ein Paar von privilegierten Geraden durch P. — Weiterhin werden bisher 


ausgeschlossene Spezialfälle untersucht, Unter der generellen Annahme von gh #0 ergeben 


sich nur noch in den beiden Fällen k=0, D+0 und k=(, D=( reelle Felder k,,. Für 
die drei einzig möglichen Klassen der k,,-Felder werden kanonische Gleichungen angegeben 
(eine Klasse zerfällt dabei in zwei Unterklassen). — Verf. diskutiert schließlich einige physikali- 


sche Folgerungen dieser Ergebnisse. Betrachtet man etwa die spezielle Relativitätstheorie, 


so hat das elektromagnetische Feld k,, für die beiden ersten der genannten Klassen folgende 


Eigenschaften: In jedem Punkt des X, existieren zwei total senkrechte Ebenen, und alle Ko- 


ordinatensysteme mit diesen Ebenen als Koordinatenebenen gehen durch Lorentz-Transformation 
ineinander über. Wenn sich das Feld längs dieser beiden Ebenen entsprechend diesen Trans- 
formationen bewegt, ändert sich das Feld nicht. In der dritten jener obigen Klassen (zu der z. B. 
das Feld einer ebenen Lichtwelle gehört) lassen sich dagegen keine analogen Lorentz-Trans- 
formationen durch das elektromagnetische Feld intrinsic definieren. Verf. erörtert noch, wie sich 
diese Betrachtungen auf die allgemeine Relativitätstheorie übertragen lassen, sofern die total 
senkrechten 2-Richtungen, welche durch g,, in jedem Punkt des X, intrinsic definiert werden 
holonome Flächen bilden. W. Barthel. j 

Finzi, Bruno: La recente teoria relativistica unitaria di Einstein. Rend. Mat. 


e Appl., V. Ser. 11, 75—87 (1952). 
LA. espone in questa Nota, oggetto di una secondo conferenza, le idee mate- 
matiche che nel trentennio dal 1921 al 1950 hanno condotto a stabilire un sistema 
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di equazioni che traduce i fenomeni gravitazionali ed elettromagnetici come inter- 
dipententi con lo spazio-tempo quando a questa varietä si assegni una conveniente 
Struttura metrica necessariamente non riemanniana. — Il problema dell’inte- 
grazione delle equazioni di questa teoria unitaria € arduo, ma & suffieiente procedere 
ad un’integrazione approssimata. L’A. accenna alle soluzioni approssimate di 
Schrödinger e di Udeschini. Da nuovi sforzi rivolti alla ricerea di soluzioni 
fisicamente espressive si puo sperare di ricavare in avvenire la conferma dell’ultima 
importante sintesi einsteiniana dei fenomeni fisici del macrocosmo. 
' E. G.. Lampariello. 

Cap, Ferdinand: Über allgemeine Relativitätstheorie und einheitliche Feld- 
theorie. Acta phys. Austr. 6, 135—156 (1952). 

Pirani, F. A. E., A. Schild and R. Skinner: Quantization of Einstein’s gravi- 
tational field equations. II. Phys. Review, II. Ser, 87, 452—454 (1952). 

Wheelon, Albert D.: Gravitational deflection of photons with nonvanishing 
rest mass. Phys. Review, II. Ser. 85, 383—384 (1952). 

Horväth, J. I. und A. Moör: Entwicklung einer einheitlichen Feldtheorie be- 
gründet auf die Finslersche Geometrie. Z. Phys. 131, 544—570 (1952). 

Als „‚Feldtheorie im engeren Sinne“ bezeichnen die Verff. eine Theorie, die die physikali- 
schen Wirkungen des Führungsfeldes unmittelbar auf die geometrische Struktur des Raumes 
zurückzuführen imstande ist. Das Führungsfeld der Gravitation wird in dieser Weise in der 
allgemeinen Relativitätstheorie (a. R.) Einsteins auf die Geometrie des vierdimensionalen Rie- 
mannschen Raumes zurückgeführt. Alle einheitlichen Feldtheorien suchen nun das elektro- 
magnetische Feld (und eventuell weitere Felder, Ref.) mit hinein zu beziehen, indem sie die 
gesamten Führungsfelder zu irgendeiner Verallgemeinerung der Riemannschen Geometrie in 
Beziehung setzen. Dabei muß zwei Forderungen genügt werden: a) die Theorie soll einheitlich 
invariant sein, d.h. die den Feldern entsprechenden Größen sollen sich nicht unabhängig von- 
einander transformieren lassen und b) die Lagrange-Funktion darf nicht in invariante den ein- 
zelnen Feldern zugeordnete Bestandteile zerfallen. Die bisherigen Versuche zogen entweder eine 
Weylsche oder eine projektive oder eine konforme Geometrie heran. Die Verff. suchen dagegen 
mit einer vierdimensionalen Finslerschen Geometrie auszukommen. Zunächst werden verschie- 
dene bekannte Eigenschaften einer solchen Geometrie zusammengestellt. Sodann wird gezeigt, 
daß das bekannte lokale ‚‚Wegtransformieren‘ des Gravitationsfeldes in der a.R. hier sein 
Analogon findet in der Konstruktion des „oskulierenden‘“ Riemannschen Raumes, Auch hier 
gehen kovariantes Differential und Krümmungsgröße einfach mit über. Grundidee der Theorie 
ist nun,daß die Weltlinie des ungeladenen Massenpunktes geodätische Linie ist der Riemannschen 
V,, die Weltlinie des geladenen Massenpunktes dagegen geodätische Linie einer geeigneten unter 
den zu dieser V, möglichen Finslerschen Geometrien. Die Behandlung geht: nun den Weg der 
Variationsrechnung, wobei natürlich allerhand Komplikationen überwunden werden müssen, 
da es sich ja nicht mehr um eine Riemannsche Geometrie handelt. Es werden die Analoga der 
Identitäten der Krümmungsgröße sowie die neuen Feldgleichungen abgeleitet und diskutiert. 
Die hier dargestellte Theorie genügt den gestellten Bedingungen, die Verff. bemerken aber aus- 
drücklich, daß eine viel engere Zusammenfassung des elektromagnetischen Feldes mit dem 
Gravitationsfelde hätte erreicht werden können, wenn nicht von vornherein absichtlich nur eine 
unmittelbarste Verallgemeinerung der a.R. als Ziel gesteckt wäre. Ref. wagt es, die Frage auf- 
zuwerfen, ob der merkwürdige Umstand, daß ein so allgemeiner Ansatz wie die Finslersche 
Geometrie nicht zu genügen scheint, auch das Mesonfeld in die Betrachtungen hineinzuziehen, 
vielleicht auf diese vorläufig noch gewollte Einschränkung zurückzuführen ist. J. A. Schouten, 


Quantentheorie : 


Fabre de la Ripelle, Michel: Passage des &quations de perturbation aux &quations 
intögrales. C. r. Acad. Sei., Paris 235, 1482—1484 (1952). 

König, H. W.: Zu einem elektromagnetischen Wellenbild von Mikrovor- 
gängen. Acta phys. Austr. 5, 286—318 (1952). 

Die vom Verf. in einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 43, 218) entwickelte Theorie 
der „„Phasenteilchen‘‘ wird weitergeführt, um neben bewegten auch ruhende Elemen- 
tarteilchen zu umfassen. Eine Annahme über den Zusammenhang der Elementar- 
ladung mit den Feldern im Innern des Phasenteilchens erlaubt, für die Feinstruktur- 


konstante « einen Zahlenwert abzuleiten: = 1/n V2 = 1/137,757, der sehr schlecht 
14* 
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mit dem heute akzeptierten besten Wert von 1/137,03 übereinstimmt, was Verf. 
in einer langen Diskussion vergeblich zu begründen versucht. M. R. Schafroth. 

Destouches-Fövrier, P.: Les previsions et la möthode triondulatoire. J. Phys. 
Radium 13, 605—609 (1952). 

L’A. developpe une theorie abstraite des pr&visions plus generale que celle de 
ses travaux anterieurs et susceptible de s’appliquer & une generalisation de la 
mecanique ondulatoire qu’il appelle methode triondulatoire sans en donner d’Enonc& 
mathematique precis. @. Petiau. 

Aeschlimann, F.: Sur la representation g6omötrique des corpuscules et la 
methode triondulatoire. J. Phys. Radium 13, 600—604 (1952). 

L’A. propose l’introduction en m&canique ondulatoire de trois types de fonctions 
d’ondes sans qu’il soit possible en l’absence d’enonc&e math&matique pr&cis de savoir 
comment celles-ci sont determinees. @G. Petiau. 

Eder, Gernot: Schwierigkeiten der Marchschen Theorie einer universellen 
Länge. Acta phys. Austr. 5, 461—476 (1952). 

Kritik der von A. March vorgeschlagenen Abänderungen der Quantentheorie 
der Wellenfelder (letzter Vorschlag dies. Zbl. 33, 94). F. Hund. 

Costa de Beauregard, Olivier: The reality problem in quantum mechanies. 
Amer. J. Phys. 20, 593 (1952). 

Halpern, Otto: A proposed re-interpretation of quantum mechanics. Phys. 

Review, II. Ser. 87, 389 (1952). 
Bohm, David: Reply to a criticism of a causal re-interpretation of the quantum 
theory. Phys. Review, II. Ser. 87, 339—390 (1952). 

Bemerkungen zu der dies. Zbl. 46, 210 referierten Überlegung Bohms. F. Hund. 

Vigier, Jean-Pierre: Sur la relation entre l’onde ä singularit& et l’onde statistique 
en theorie unitaire relativiste. C. r. Acad. Sci., Paris 235, 869—871 (1952). 

L’A. complete les resultats d’une Note precedente [C.r. Acad. Sci., Paris 234, 
410 (1952)] et precise dans le cas des ondes associees a un corpuscule de Dirae les 
relations entre d’une part l’onde & singularit& v qui represente la particule et satis- 
fait & une distance suffisamment grande de celle-ci aux equations d’ondes lineaires 
habituelles et d’autre part l’onde reguliere p, obeissant aux m&mes &quations et 
decrivant ä la fois les trajectoires et la densite statistique du systeme. On montre que 
le caractere quadratique des equations de champs adoptees oblige la ligne d’univers 
qui correspond & la singularite & coincider avec la geodösique de la mötrique reguliere 
et cette göodesique est la ligne de courant correspondant & l’onde @. Aux ondes & 
on associe une onde enveloppe y construite a partir des o comme les fronts d’ondes 
classiques & partir des ondelettes d’Huyghens et constituant la gen6ralisation & la 
mecanique ondulatoire de l’onde de Jacobi classique qui correspond & l’approxi- 
mation de l’optique g&ometrique. @G. Petiau. 

Huang, Kerson: On the Zitterbewegung of the Dirac electron. Amer. J. Phys. 
20, 479—484 (1952). 

Vajnstejn, B. K.: Über die Abhängigkeit der Elektronenstreuung von der 
Ordnungszahl. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 85, 1239— 1242 (1952) [Russisch]. 

Verf. weist darauf hin, daß die Berechnung der Atomformamplitude f., für die Streuung 


von Elektronen mit Hilfe des Thomas-Fermischen Modells die Existenz von Elektronenschalen 
außer acht läßt und gute Ergebnisse nur für große Ordnungszahlen Z und nicht zu kleine 
sin Ö/A liefert. Zur Berechnung von f, im Ausnahmegebiet wird davon Gebrauch gemacht, daß 
f., der Differenz zwischen Z und der Atomformamplitude f, für die Streuung von Röntgen- 
strahlen proportional ist. f, wird für Z von 1 bis 10 aus den strengen bzw. durch Variations- 
methoden gewonnenen Lösungen berechnet [R.McWeeney, Acta Cryst. 4, 513 (1951)] und 
für Z= 11-18 den Internationalen Tabellen zur Bestimmung von Kristallstrukturen (self- 
consistent field) entnommen. — Während f,, für sin #/A = 0,4 - 10% monoton mit Z anwächst, 
gilt dies für sind/A = 0 nur für f«,(0) als Funktion der Zahl der besetzten oder angefangenen 
Elektronenschalen. Innerhalb der einzelnen Schalen dagegen sinkt f«,(0) mit wachsender Ord- 


213 


nungszahl. Diese Umkehrung der Reihenfolge tritt für Atome mit K-Schale bei sin 9/A = 0,2 - 108 
auf. Bei L- und M-Schalen liegen die Inversionspunkte zwischen 0,08 - 10° und 0,4 -108 bzw. 
0,03 - 10° und 0,3 - 10°. Das gegenläufige Verhalten innerhalb der einzelnen Perioden erklärt sich 
anschaulich durch die Abnahme des Atomradius von Periodenanfang zu Periodenende. — 
fe, (0) ist proportional dem Volumintegral des elektrostatischen Potentials und deshalb maß- 


gebend für die Auffindbarkeit eines Atoms durch Elektroneninterferenzen und für seinen Beitrag 
zum mittleren Gitterpotential. 4. Seeger. 


Wu, Ta-You: The exchange scattering of an eleetron by an atom and inverse 
Auger effect. Phys. Review, II. Ser. 87, 1012—1015 (1952). 

Die Theorie der Austauschstreuung eines Elektrons an einem Atom, welche 
Mottund Massey gegeben haben, wird zuerst diskutiert. Hierauf wird eine nähe- 
rungsweise Behandlung des Problems vorgeschlagen, welche zu einem System von 
Integro-Differentialgleichungen führt, ähnlich den Fockschen Gleichungen für den 
diskreten Zustand von Atomen. Die erste Näherung in der Behandlung dieses 
Systems führt zu den Ergebnissen von Oppenheimer, welche bisher mit der Theorie 
von Mott und Massey nicht übereinstimmten. Der Fall der Resonanzstreuung, 
welcher sich aus dem inversen Prozeß ergibt, wird hierauf phänomenologisch be- 
handelt und liefert einen Hinweis auf den Auto-Ionisationsprozeß, dessen exakte 
Behandlung schwierig ist. P. Urban. 

VajnStejn, L. A. und B.M. Javorskij: Eine Näherungsmethode zur Berechnung 
der Wahrscheinlichkeiten von optischen Übergängen. Doklady Akad. Nauk SSSR, 
n. Ser. 87, 919—922 (1952) [Russisch]. 

Szamosi, G.: Note on the connections between elementary particles. Acta 
pbys. Acad. Sci. Hungar. 2, 85—87 (1952). 

Jauho, Pekka: On the harmonie oscillator with changed commutator. Ann. 
Acad. Sci. Fennicae, Ser. A I, Nr. 110, 6 S. (1952). 

Erläuterung zu der Bemerkung von E. Wigner (dies. Zbl. 36, 143), daß die 
klassischen Bewegungsgleichungen des harmonischen Oszillators die Vertauschungs- 
regeln nicht völlig bestimmen. F. Hund. 

Rideau, Guy: Au sujet des methodes de Feynman. C. r. Acad. Sci., Paris 
234, 1852—1855 (1952). 

Havas, Peter: The classical equations of motion of point particles. I. Phys. 
Review, II. Ser. 87, 309—318 (1952). 

Verf. hatte in einer früheren Arbeit die Beziehung zwischen Feldtheorie und 
Fernwirkungstheorie für den elektromagnetischen Fall untersucht (dies. Zbl. 32, 
375). Er erweitert dies nun auf neutrale vektorielle und skalare Mesonfelder. Da die 
mit feldtheoretischen Methoden hergeleiteten Bewegungsgleichungen auf Schwierig- 
keiten führen, postuliert Verf. andere, die aus einer Verallgemeinerung des Fokker- 
schen Variationsprinzips herleitbar sind. Es werden verschiedene Ansätze für 
Energie-Impulstensoren diskutiert. Die Anwendung der Methoden der Wheeler- 
Feynmanschen Absorbertheorie [Rev. modern. Physics 17, 157 (1945) und dies. 
Zbl. 34, 278] führt auf kompliziertere Ergebnisse als im elektromagnetischen Fall. 

G. Höhler. 

Hönl, H.: Feldmechanik des Elektrons und der Elementarteilchen. Ergebn. 
exakt. Naturw. 26, 2931—382 (1952). 

Bericht über neuere Arbeiten zur Theorie des Elektrons und der Elementar- 
teilchen. — Nach einer Einleitung wird die relativistische Theorie des Pol-Dipol- 
Teilchens einschließlich der Herleitung der Bewegungsgleichungen aus einem Vari- 
ationsprinzip behandelt. Verf. geht dann kurz auf die Verallgemeinerung der Max- 
wellschen Theorie ein und kommt über die Verallgemeinerung des Schwarzschild- 
schen Variationsprinzips zu den Untersuchungen über die feldmechanischen Be- 
wegungsgleichungen des Elektrons (Bopp, Feynman). Im letzten Teil wird der 
Übergang zu den feldmechanischen Wellengleichungen, die Einführung von Ver- 
tauschungsrelationen und die Anwendung der Fusionsmethode von de Broglie dar- 
gestellt (Bopp, Bauer, Hön|). G. Höhler. 


214 


Waldmann, Ludwig: Über den g-Faktor des Elektrons nach der klassischen 
Feldmechanik. Z. Naturforsch. 7 a, 645—648 (1952). 

Aus den Bewegungsgleichungen des Pol-Dipol-Teilchens läßt sich für den Fall 
eines zeitlich konstanten homogenen elektromagnetischen Feldes ein exaktes Integral 
ableiten, welches eine Beziehung zwischen Energie, Impuls und elektromagnetischem 
Feld darstellt. Wenn der Impuls klein ist (d.h. makroskopische Geschwindigkeit 
< c), kann man den Ausdruck für die Energie in eine Potenzreihe entwickeln. Die zu 
dem magnetischen und elektrischen Feld proportionalen Terme darf man durch An- 
nahme eines magnetischen und elektrischen Dipolmoments deuten; der magnetische 
Term bestimmt dann den gyromagnetischen Faktor, wofür man den Wert g=2 | 


findet. A. Papapetrou. 
Wessel, Walter: Zur Theorie des Elektrons. II. Z. Naturforsch. 7a, 583—593 
(1952). 


L’A. complete la theorie d&eveloppee dans les parties I et II [I. Z. Naturforsch. 
1, 622 (1946); II., ce Zbl. 44, 438] en utilisant un modele classique de particule 
A spin etudie par F. BoppetR. Haag (ce Zbl. 40, 425) et par N. Rosen (ce Zbl. 4%, 
218). L’introduction de l’operateur de masse gen6ralise conduit dans le cas de l’elec- 
tron & un moment magnötique compl&mentaire de l’ordre de 1/137 magneton de 
Bohr. G. Petiau. 

Finzi, Bruno: Sul principio della minima azione e sulle equazioni elettro- 
magnetiche che se ne deducono. II. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. fis. mat. 

‚natur., VIII. Ser. 12, 477—480 (1952). 

L’A. continuant un travail pr&c&dent [Atti Accad. naz. Lincei, Rend., Cl. Sci. 
fis. mat. natur., VIII. Ser. 12, 378—382 (1952)], qui se proposait de deduire les 
equations de Maxwell d’un prineipe unique d’action minima (Öö HR Ldo =(, 
dw element de volume de l’espace-temps), generalise l’expression de L afin d’obtenir 
les champs les plus generaux. En particulier avec: 


1 £ : i 1 
L=7 Far TER FF, By Pe. (8Dd + PP +9D, Ve 


oüU x, X, 4, v, sont des nombres purs, A une longueur et constituent des constantes 
universelles, les F 5, j., eorrespondant aux grandeurs classiques, ®,, Y, vecteurs 
solenoidaux (le premier etant le quadrivecteur potentiel), on obtient les &quations 
generales: 


TO Pu =Ardiv pt 2 + AD + ED, 


; R 8 
dv Pag = #106 Pag + jat 75 De + 5 Pa 


Pour x, x, u, v nuls ainsi que 1/A?: ces &quations se reduisent aux &quations de Max- 
well, pour 1/4? = 0: elles donnent les &quations de de Broglie-Proca du champ de, 


Yukawa. Enfin I’A. utilisant la relation: ou? do = il öL do = 0, se donne une 
expression de öL en fonction des quantit6s Faa, fap, Da, Ya, 9, ya fondamentales 
dans la th&orie de Mie [&quation (26) du m&moire] et obtient ce faisant un groupe de 
4 equations tensorielles d&pendant comme pr&ecedemment de constantes universelles. 
Lorsque toutes ces constantes sont nulles sauf une &gale & — 1, l’A. retrouve comme ' 
cas particulier les &quations du champ de Bopp. A. Visconti. 

Rosen, Nathan: Interaction between eleetrons and one-dimensional electro- 
magnetic field. Phys. Review, II. Ser. 87, 940—942 (1952). 

Um die Divergenzen in einer quantisierten Feldtheorie zu studieren, betrachtet 
der Verf. ein einfaches Modell eines Elektrons in Wechselwirkung mit einem Strah- - 
lungsfeld. Die Impulse der Lichtquanten und des Elektrons sind nur nach der 
2-Achse gerichtet, und das Elektron wird ohne Löchertheorie und ohne zweite 
Quantelung beschrieben. Durch diese Vereinfachung gelingt es dem Verf., eine 
Lösung ohne Störungstheorie zu finden. Die Lösung enthält eine Summe über die; 
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modifizierten Nullpunktsenergien aller Liehtquantenoscillatoren, und diese Summe 
ist divergent. G. Källen. 

Shanmugadhasan, S.: The dynamical theory of magnetic monopoles. Canadian 
J. Phys. 30, 218—225 (1952). 

Eine neue Formulierung der von Dirac vorgeschlagenen Verallgemeinerung 
der Maxwellschen Theorie (dies. Zbl. 34, 276), welche neben den elektrischen auch 
magnetische Ladungen (einzelne Magnetpole) zuläßt. Das Hauptmerkmal der neuen 
Formulierung besteht darin, daß man dazu zwei Vektorpotentiale benutzt, das 
eine für die elektrischen und das andere für die magnetischen Ladungen. Dadurch 
gelangt man zu einer durchaus symmetrischen Behandlung der elektrischen und 
der magnetischen Ladungen. A. Papapetrou. 

Gupta, Suraj N.: Quantization of Einstein’s gravitational field: General treat- 
ment. Proc. phys. Soc., Sect. A 65, 608—619 (1952). 

In Fortsetzung der früher vom Verf. gegebenen Quantisierung der linearisierten 
Feldgleichungen (erste Näherung) der allgemeinen Relativitätstheorie (dies. Zbl. 
46, 209) wird in der vorliegenden Arbeit die Quantisierung der strengen Feldglei- 
chungen unternommen. Ausgangspunkt ist wieder die schon in der ersten Nähe- 
rung benutzte Beziehung g” =e"” + y#”, wobei &“” den Minkowskischen metri- 
schen Tensor der speziellen Relativitätstheorie bedeutet; jetzt aber wird diese Be- 
ziehung als streng gültig angesehen (Definition von y#”). Errechnet man danach die 
Lagrange-Funktion des Gravitationsfelde, L= g” (1% TE Da) so ergibt 
sie sich in zwei Teile zerlegt. Der erste Teil enthält die in y“’ quadratischen Terme 
und entspricht, allein genommen, den linearisierten Feldgleichungen; der zweite 
Teil enthält diejenigen Terme, die in y“” von höherem Grade sind. Verf. schlägt vor, 
den ersten Teil zur Darstellung der ‚‚freien‘‘ Gravitationsfelder zu benutzen, da- 
gegen den zweiten Teil als Wechselwirkung zwischen den Gravitonen zu betrach- 
ten. Zur Durchführung der Rechnungen ist die Benutzung einer Koordinaten-Bedin- 
gung notwendig; als solche nimmt der Verf. die de Dondersche Form g"”, = 0 an. 
Ferner wird die Wechselwirkung des Gravitationsfeldes mit dem elektromagnetischen 
und dem Elektronfeld betrachtet; die gewonnenen Gleichungen werden dazu be- 
nutzt, um die Frage der Gravitations-Selbstenergie des Photons und des Elektrons 
zu diskutieren. A. Papapetrou. 

Shanmugadhasan, $.: Spinors in the dynamical theory of spinning particles. 
Canadian J. Phys. 30, 226—234 (1952). 

Frühere Betrachtungen des Verf. [Canadian J. Phys. 29, 593—612 (1951) und 
dies. Zbl. 37, 134] betr. Quantisierung der Bewegungsgleichungen von klassischen, 
mit innerem Drehimpuls versehenen Teilchen werden fortgesetzt. Der kanonische 
Formalismus für die Drehbewegung wird jetzt in Spinorform dargestellt; ferner 
werden die Poisson-Klammern für die dabei auftretenden Spinoren berechnet. 

A. Papapetrou. 

Serpe, J.: Sur la theorie abr&g6e des particules de spin 1/2. Physica 18, 295—306 

1952). 

es discute la possibilit& de repr&senter le neutrino par la theorie abregee de 
Majorana avec m = 0. Il montre notamment que cette theorie peut &tre döveloppee 
en partant de l’&quation d’ondes ä deux composantes proposee par H. Weylen 1929 
(1) 9 +(o-gradp) —ie(A-)py+tieVpo=)0 

en quantifiant les fonctions d’ondes @ suivant les regles de la statistique de Fermi 
et en les sym&trisant par un procede analogue & celui de Heisenberg pour le cas 
de l’eleetron-positron. Cette modification permet notamment d’assurer l’invariance 
de l’&quation (1) par rapport aux reflexions spatiales. L’A. montre ensuite comment 
une particule de Majorana avec m = 0) peut &tre decrite par les &quations (1) et le 
systeme conjugue dans une repr6sentation de Fock (methode de l’espace de con- 
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figuration) en generalisant les möthodes de Becker et Leibfried et de M. Jean. 
Les deux valeurs du spin jouent alors un röle analogue ä& celui de la charge dans la 
theorie de l’&lectron-positron. G. Petiau. 
Havas, Peter: Sur la er6ation de paires de corpuscules dans les processus de 
collisions entre corpuseules de spin #/2. J. Phys. Radium 13, 438—440 (1952). 
L’A. indique que le caleul de la section efficace de creation de paires de corpus- 
cules que j’ai publi6 recemment [J. Phys. Radium 12, 911—919 (1951)] doit etre com- 
plete par la consideration de processus additionnels du möme ordre. On obtient alors 
dans le cas general un el&ment de matrice dont la valeur moyenne du carre du module 
peut en prineipe &tre evaluee par la methode que j’ai indiqu6e mais est en fait trop 
complexe pour &tre &crite explicitement et utilisee effectivement. G. Petiau. 
Gupta, K. K.: On the Fierz-Pauli equation for particles of spin 3/2. Proc. 
Indian Acad. Sei., Sect. A 35, 255—264 (1952). 
Die im Titel genannte Gleichung wird in der kanonischen Form 


Moet+Ny—0 
geschrieben, und die «-Matrizen werden bestimmt. Sie genügen den Vertauschungs- 
relationen I, (&® a! — gH)arar =0, gU= g2=g8 = —-g®—] usw.; die Sum- 
P 


mation geht über alle Kombinationen der Indizes k,l,m,n. Auch die Matrix D, 
welche die «* hermitesch macht, d.h. Da® = a*t D, wird bestimmt, sowie die 
Erzeugenden /*! der Darstellung der Lorentztransformation, nach der sich die 
‚y-Komponenten transformieren. Es ist nicht I®! = a" a! — a!a® sondern 


IM— 2 (oral —alar)— (tan! —olact) —Z (aotala— aclata)+ Hactaxla—acnltacta), 


wobei a = «,0. W.H. Wessel. 
Bauer, Friedrich L.: Tenseurs, dont les el&ments sont des matrices de Dirac. 
C. r. Acad. Sci., Paris 235, 793—794 (1952). 
L’A. demontre le theoreme: La caracteristique de la representation spinorielle 


+10 (m, +4, m, +4,...,m, + 3), (m,entier) du groupe orthogonal de dimension 
2» + 1, c’est ä dire la caracteristique de la reprösentation principale qui resulte dela 
fusion +10 (m, m, ...m,) x ?+10 (4,4,...,4), d’une representation tensorielle’ | 
avec la representation par des matrices generalises de Dirac (algebre de Clifford), est 


le produit des caracteristiques de la representation ”+10 (4,4,...,}) et de la 


representation °”Sp (m, Ms, . . ., M,) du groupe symplectique ä& 2» dimensions. — | 


En particulier, dans les &quations d’ondes des corpuscules de spin demi-entier, 
les fonctions d’ondes forment un tenseur symplectique avec des coefficients de 
l’algebre de Dirac. G. Petiau. 

Fedorov, F. I.: Verallgemeinerte relativistische Wellengleichungen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 82, 37—40 (1952) [Russisch]. 


Verf. untersucht Ausartungen, wie sie beispielsweise durch die Deutung der 


Maxwellschen Gleichungen als Grenzfall einer vektoriellen Kemmergleichung ge- 


geben sind, an einem erweiterten System zum Spin 1. Dieses System stellt eine 


spezielle Kopplung der skalaren und der vektoriellen Kemmergleichungen dar. 
F. L. Bauer. 

Ivanenko, D. und N. Kolesnikov: Die Hypothese der neuen Teilchen Elek- 
trino. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 87, 923—925 (1952) [Russisch]. 

Petiau, Gerard: Sur l’&valuation de la section afficace de diffusion eoulom- 
bienne dans le choc de deux corpuseules &l&mentaires de spins nAh/2 et mh]? (m et n 
entiers). C. r. Acad. Sci., Paris 235, 1612—1614 (1952). 

Lüders, Gerhart: Zur Bewegungsumkehr in quantisierten Feldtheorien. Z. 
Phys. 133, 325—339 (1952). 

Zunächst wird gezeigt, daß die Quantenelektrodynamik von Dirac-Elektronen 
invariant ist gegenüber Zeitumkehr. Anschließend werden für beliebige Felder 
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Folgerungen aus der (postulierten) Invarianz gegen Zeitumkehr gezogen. In einem 
Schlußabschnitt wird die Frage aufgeworfen, ob Theorien ohne diese Invarianz 
zulässig sind. Nach Ansicht des Verf. liefert insbesondere die Thermodynamik 
keine Handhabe, solche nichtinvarianten Theorien auszuschließen. M. R. Schafroth. 
Suura, Hiroshi, Yoichi Mimura and Toshiei Kimura: On the analytic beha- 
viour of Dyson transformation function. Progress theor. Phys. 7, 171—184 (1952). 
Die Verff. wollen die Einzelheiten der Einschaltung eines Störungsgliedes in eine Hamilton- 
funktion studieren. Die Ergebnisse der Untersuchung lassen sich in folgender Weise zusammen- 
fassen: Wird die Störung plötzlich eingeschaltet, und befindet sich das betrachtete System 
vor der Einschaltung in einem Eigenzustand des ungestörten Hamiltonoperators, geht die Wellen- 
funktion — nach Verff. — für große Zeiten asymptotisch in die Funktion eines Eigenzustandes 
des vollständigen Hamiltonoperators über. Verff. geben auch an, daß die totale Energie des 
Systems bei der plötzlichen Einschaltung unverändert bleibe. Eine Ausnahme wird nur für 
Prozesse mit gebundenen Zuständen gemacht. — Wird die Störung adiabatisch eingeschaltet 


(mit Hilfe eines Faktors e® I), erhalten Verff. im wesentlichen dasselbe Ergebnis wie oben. Die 
Übergänge zu den gebundenen Zuständen des gekoppelten Systems (wo also der Energiesatz 
verletzt wird), geschehen von Zuständen des freien Systems mit kinetischen Energien von der 
Größenordnung e. Für &e=+(0 wird auch angegeben, daß die Störungsreihe absolut konvergent 
sei. — Es scheint so, als wäre es den Verff. nicht bekannt, daß eine ähnliche Untersuchung schon 
vor mehreren Jahren gemacht worden ist — teilweise mit vollständig verschiedenen Ergebnissen. 
Eine Zusammenfassung gibt Pauli in seinem bekannten Handbuchartikel, wo auch Hinweise 
auf die Originalarbeiten zu finden sind. — Wären die oben angegebenen Ergebnisse alle richtig, 
so würden z. B. die Selbstenergie und die Lambshift verschwinden, was offenbar der Erfahrung 
widerspricht. Der Fehler in dem Beweise der Verff. liegt nach der Meinung des Ref. haupt- 
sächlich darin, daß die Grenzübergänge T— oo und i,— oo nicht richtig ausgeführt worden 
sind. Auf Seite 174 z. B., wird für W— oo die Größe t—t,„_, als endlich betrachtet. Die 
Zeit t„_, ist aber eine Integrationsvariable, deren untere Grenze t, ist. Die Differenz t—t,_, 
ist also nicht beschränkt. Der Konvergenzbeweis nach Gl. (19) und (20) wäre richtig, wenn H, 
und H endliche Matrizen wären. Das ist aber in der Feldtheorie keineswegs der Fall, und die 
Konvergenz oder Divergenz der entsprechenden Reihe ist nicht einfach zu überblicken. 
@. Källen. 

Hori, Shoichi: On the well-ordered S-matrix. Progress theor. Phys. 7, 578—584 
(1952). 

Durch die formale Einführung von Differentiationen nach den Feldoperatoren 
y und A„in der S-Matrix erhält der Verf. eine kompakte Form dieser Matrix. Die 
verwendete Methode ist auch brauchbar, wenn die renormalisierte Hamiltonfunktion 
eingeführt wird. Für die Ladungsrenormalisation, wo die Hamiltonfunktion nor- 
malabhängige Glieder enthält, wird ein formales Rechenschema angegeben, womit 
diese Glieder vermieden werden können. Am Ende wird gezeigt, daß die sogenannte 
„Diffusionsgleichung‘‘ von Feynman sich aus dem eingeführten Formalismus in 
einfacher Weise herleiten läßt. @G. Källen. 

Neamtan, S. M. and E. Vogt: Boundary conditions in the mechaniecs of fields. 
Canadian J. Phys. 30, 684—698 (1952). 

In dieser Arbeit wird das Feldtheorien zugrunde liegende Variationsproblem 
unter etwas modifizierten Randbedingungen studiert. Die Resultate der Arbeit 
rechtfertigen die allgemein vertretene Ansicht, daß genauere Analyse der Rand- 
bedingungen keine wesentlichen Erkenntnisse liefert. W.E. Thirring. 

Berger, J. M., L. L. Foldy and R. K. Osborn: Equivalence theorems for pseudo- 
sealar coupling. Phys. Review, II. Ser. 87, 1061—1065 (1952). 

Mit Hilfe einer unitären Transformation wird eine exakte Aquivalenz zwischen 
einer linearen, pseudoskalaren Mesonentheorie mit pseudoskalarer Kopplung und 
einer nicht-linearen Theorie mit Pseudovektorkopplung abgeleitet. Die neue Hamil- 
tonfunktion enthält mehrere Glieder, deren physikalische Bedeutung nicht ganz 
einfach ist. Der nicht-lineare Charakter dieser Glieder macht es aber wahrscheinlich, 
daß sie Sättigungserscheinungen verursachen können. Die Ergebnisse dieser Arbeit 
können unter Umständen als formaler Grund einer Behandlung der pseudoskalaren ° 
Mesonentheorie mit der Methode der sogenannten „starken Kopplung‘‘ dienen. 

G. Källen. 
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Jean, Maurice: Sur une possibilit6 de gen6ralisation covariante de la theorie 
du couplage intermediaire. I. C. r. Acad. Sei., Paris 235, 794—796 (1952). 

Um die Methode des „intermediate-coupling‘ von Tomonaga zu verall- 
gemeinern, gibt der Verf. eine Gleichung an, die kovariant ist und eine gewisse, 
formale Ähnlichkeit mit der Gleichung von Tomonaga hat. G. Källen. 

Rögnier, Andr6: Sur la conservation de la charge. ©. r. Acad. Sci., Paris 235, 
1370 —1372 (1952). 

Salecker, H.: Über die Natur von Masse und Ladung des Elektrons. Z. Natur- 
forsch. 7a, 633—634 (1952). 

Bekanntlich erhält man in beliebiger Näherung der Störungstheorie für Selbst- 
energie und Selbstladung des Elektrons Ausdrücke der Form: m = my(l + ö), 
e= e,(1 + y), wo ö, y logarithmisch divergente Koeffizienten sind. ey, m, bedeuten 
die in der Diracegleichung stehenden „mechanischen“ Größen, die keine reale Be- 
deutung haben. Verf. schließt nun aus der Identifikation von e, mit den experi- 
mentellen Werten, daß e,, m, beide verschwinden, d.h. daß Ladung und Masse 
des Elektrons vollständig elektromagnetischer Natur seien. Das Verschwinden von ey 
macht alle divergenten Ausdrücke der Quantenelektrodynamik endlich. Verf. 
schließt, daß die Theorie gar keine Unendlichkeiten enthalte. Immerhin darf diese 
Auffassung nicht wörtlich genommen werden: setzt man von Anfang an =), 
so verschwindet die Wechselwirkung des Elektrons mit dem Feld überhaupt. Es 
ist also eine Neuformulierung der Theorie vonnöten. M. R. Schafroth. 

Borowitz, Sidney and Walter Kohn: On the stress tensor of the electron. Phys. 
Review, II. Ser. 86, 985—995 (1952). 

A suggestion by Schwinger for dealing with problems of gauge invariance has been 
adapted for treating the radiative corrections to the stress tensor of an electron. The divergence- 
lessness of the stress tensor implies that a certain divergent integral be invariant with respect 
to translation. Application of this rule gives a zero self-stress and shows that the matrix elements 
of the symmetric tensor between states of unequal moments are finite. The canonical tensor 


however remains infinite. The connection with the results of Rohrlich, and Villars, and 
Pais and Epstein, is discussed. Autoreferat. 


Lehmann, H.: Strahlungskorrekturen zur Mesonerzeugung durch Photonen. 
Ann. der Physik, VI. F. 11, 25—32 (1952). 

Um einen Einblick in die Größenordnung der feldtheoretischen Korrekturen in 
renormalisierbaren Mesontheorien zu erhalten, untersucht Verf. die Mesonenerzeu- 
gung durch Lichtquanten an Protonen in einer pseudoskalaren Mesontheorie mit 
pseudoskalarer Kopplung. Er gelangt zu folgendem Schluß: a) für Photonenergien 
< 1000 MeV ist die relative Korrektur zum differentiellen Wirkungsquerschnitt 
<0,4:g2/4rr (g = Kopplungskonstante); b) für Photonenergien > 1000 MeV ist 
die relative Korrektur zum Gesamtquerschnitt < 0,1 - 92/4. (Die Korrektur zum 
differentiellen Querschnitt wächst zwar bei festem endlichem Winkel zwischen 
Photon und Meson unbeschränkt mit der Energie, doch fällt das deshalb nicht in 
Betracht, weil mit wachsender Energie die Mesonen in einem immer engeren Winkel- 
bereich erzeugt werden.) M. R. Schafroth. 

Corben, H. C.: The current density in quantum eleetrodynamies. Phys. Review, 
II Ser. 88, 677° (1952). 

Schiff, L. I.: Quantum effects in the radiation from accelerated relativistie 
eleetrons. Amer. J. Phys. 20, 474—478 (1952). 

Mandl, F. and T. H. R. Skyrme: The theory of the double Compton effect. 
Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 215, 497—507 (1952). 

Baranger, M., F. J. Dyson and E. E. Salpeter: Fourth-order vacuum polari- 
zation. Phys. Review, II. Ser. 88, 680 (1952). 

Vrkljan, V. S.: Über die Darwinsche Methode der Berechnung des magnetischen 
Moments des Elektrons und des Positrons. Soc. Sci. natur. Croatica, period. math.- 
phys. astron., II. Ser. 7, 98—101 und deutsche Zusammenfassg. 101 (1952) [Kro- 
atisch]. 
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Breit, G. and R. M. Thaler: Relativistic correetions to magnetic moments of 
nuclear partieles. Phys. Review, II. Ser. 88, 1214—1215 (1952). 


Eden, R. J.: Quantum field theory of bound states. I. Bound states in weak 
interaction. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 215, 133—146 (1952).. 


Der Verf. untersucht die S-Matrix bei Berücksichtigung von Bindungszuständen. 
In der ‚„«x-Darstellung‘, in der lediglich die aneinander gebundenen Teilchen mit- 
einander in Wechselwirkung stehen, während die Wechselwirkung der freien Par- 
tikel untereinander und mit den gebundenen verschwindet, läßt sich die S-Matrix wie 
bei Dyson entwickeln. Es wird vorausgesetzt, daß die Wechselwirkung schwach 
sei: Die gebundenen Partikel sollen im Anfangs- und Endzustand als solche vor- 
handen sein; ferner sollen die gebundenen Partikel nur als ganze in virtuelle Zu- 
stände übergehen. Dies bedeutet eine Auswahl aus den Graphen bei Rechnung bis 
zu einer vorgegebenen Näherung in der „a-Darstellung‘‘, die sich in charakteristi- 
scher Weise von der von Bethe und Salpeter (dies. Zbl. 44, 431) zur näherungs- 
weisen Lösung ihrer Integralgleichung vorgenommenen unterscheidet (obwohl hier 
wie dort in gewissem Umfang dem Umstand Rechnung getragen wird, daß eine 
Entwicklung nach e? sicherlich unzulässig ist, fehlt doch die strenge Begründung die- 
ses Verfahrens, der Ref.). In der e?-Näherung wird die Ruhmasse der gebundenen 
Teilchen komplex. Dies gibt z.B. die Dämpfung bei der optischen Resonanz- 
streuung. H. Kümmel. 

Kita, Hideji: Relativistic two-body problem. Progress theor. Phys. 7, 217— 224 
(1952). 

Verf. behandelt die Bindungszustände des Zwei-Körperproblems nach der 
Feynmanschen Methode (dies. Zbl. 37, 124) ; streng begründet durch M. Gell-Mann 
und F. Low (dies. Zbl. 44, 431); s. auch Bethe-Salpeter (dies. Zbl. 44, 431). 
Bei analytischer Fortsetzung der Amplitudenfunktion im Impulsraum [ähnlich der 
Heisenberg-Mollerschen S-Matrixtheorie; W. Heisenberg, dies. Zbl. 28, 279 und 
weitere Arbeiten; Chr. Moller, Danske Vid. Selsk. mat.-fys. Medd. 21, Nr. 1 (1945) 
und 22, Nr. 19 (1946)] wird die Energie und die Eigenfunktion des Bindungszustandes 
durch die Pole der Matrixelemente der S-Matrix auf der positiv-imaginären K-Achse 
bestimmt. H. Kümmel. 


Ma, S. T.: Bound states and the interaction representation. Phys. Review, 
Il. Ser. 87, 652—655 (1952). 

The temporal development of the state vectors in the interaction representation is in- 
vestigated for a quantum-mechanical system that has bound states. It is shown that there is 
a non-unitary operator which determines the variation of the state vectors of the free states. 
This operator satisfies the same differential equation and initial condition as the unitary operator 
which transforms a state vector at the remote past to a state vector at finite time or in the re- 
mote future. The present investigation is relevant to a remark made by H.S. Snyder. — 
No iteration process is made use of in the general investigation. Born’s method of succesive 
approximations is discussed at the end. Autoreferat. 

Hara, Osamu and Haruo Shimazu: On Yukawa’s theory of non-local field. I. 


The case of free field. Progress theor. Phys. 7, 255—262 (1952). 


The non-local fields of Yukawa (this Zbl. 36, 267) in the interaction-free case 
are shown to be equivalent to the ordinary local fields, provided a special form of 
the commutation relations between the field variables is assumed. The equivalence 
is proved with the aid of a canonical transformation, transforming the non-local 
into a local field. The problem of higher spin values, appearing in Yukawa’s theory 
(M. Fierz, this Zbl. 38, 408) is briefly discussed from the standpoint of reducible 
representations. Other possibilities of commutation relations which do not trans- 
form into the usual ones have been overlooked. J. Rayski. 

Ouchi, T.: A note on the S-matrix in the theory of the nonlocal interaction. 
Progress theor. Phys. 8, 253—254 (1952). 
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Katayama, Y.: Non-local field and nonlocal interaetion. Progress theor. Phys. 
8, 381—382 (1952). 

Shöno, N.: Non-local theory of nucleon-meson field. Progress theor. Phys. 
8, 133—134 (1952). 

Heisenberg, W.: Mesonenerzeugung als Stoßwellenproblem. Z. Phys. 133, 
65—79 (1952). 

Die Erzeugung von Mesonen beim Zusammenstoß zweier Nukleonen wird als Stoßwellen- 
vorgang beschrieben, der von einer nichtlinearen Wellengleichung im Sinne Borns dargestellt 
wird. Da die Wellenfunktion o der Stoßwelle wegen der Lorentz-Invarianz als nur von s = 1?—x? 
abhängig angenommen wird, geht die nichtlineare partielle Wellengleichung in die gewöhnliche 
Differentialgleichung 

d yrrp 

Pt ‚ DET 1g en DET IER 

SF RR A N 1+1x29? 

über, deren explizite Lösung im Fall verschwindender Mesonenmasse (x — 0) streng ange- 
geben werden kann. Im allgemeinen Falle «+0 wird die Lösung durch eine Reihenentwick- 
lung nach dem Parameter sx? dargestellt. Sie verhält sich für kleine s wie Vs. Als wesent- 
lichster Charakter der Lösung ergibt sich also, daß es sich um eine „starke‘“‘ Wechselwirkung 
handelt, die keine Unstetigkeit der Wellenfunktion an der Stoßwellenfront gestattet. Die Analyse 
des Fourierspektrums der Lösung ergibt eine Intensitätsverteilung proportional k,' und eine 
Mesonenzahl prop. ky-. Aus diesen Ausdrücken folgen dann die mittlere Energie und die mittlere 
Zahlder beim Stoß erzeugten Mesonen. Unter der Annahme, daß die Gesamtenergie des Mesonen- 
feldes nicht größer sein kann als die kinetische Energie der beiden zusammenstoßenden Nukleonen 
im Schwerpunktsystem vor dem Stoß, ergeben sich nach Einführung eines ‚‚Inelastizitätsgrades‘‘ y 
des Stoßes Erwartungswerte für die mittleren Anzahlen der xz- und x-Mesonen und deren mitt- 
lere Energien. Ein Vergleich mit den experimentellen Daten führt zumindest zu keinem Wider- 
spruch. Th. Seal. 


Cap, Ferdinand: Über die statische Wechselwirkung von Leptonen vermittels 
eines de Broglie-Feldes. Acta phys. Austr. 6, 35—44 (1952). 

L’A. examine la forme generale de l’interaction entre deux leptons (particules 
de spin %/2, de masses &gales ou inferieures ä celle de l’&lectron) r&sultant de l’action 
d’un champ de corpuscules satisfaisant aux equations d’ondes du photon maxwellien 
de la theorie de M. Louis de Broglie (corpuscule possedant une masse propre 
ug = *klc inferieure & 10- g). A l’approximation statique, on obtient le potentiel 


-xır ar az 
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a2 + f(oıV) (0, V) 
L’interaction coulombienne representee par le premier terme est completee par 
une interaction du type tensoriel (second terme) et par une interaction du type de 
Bartlett (3'®me terme) d’un ordre inaccessible & l’exp6rience. G. Petiau. 

Cheston, W. B.: The interaction of a charged pi-meson with the deuteron. 
Phys. Review, II. Ser. 85, 952—961 (1952). 

L’A. caleule et discute les caracteristiques des sections efficaces d’absorption 
radiative, de diffusion Elastique et non &lastique d’un meson + (spin 0, type pseudo- 
scalaire) par un deuteron [reactions nt +d > (a p+p+Yy (b)p+p-+m, 
(e) d+ nt, (e) n+p-+nt]. Les calculs sont effeetues dans l’hypothese d’un 
couplage faible pseudoscalaire, soit direct, soit dependant du gradient du chaınp, 
entre le meson zz et les nucleons decrits par les solutions d’une öquation de Dirac: 
Le deut£eron est represente par des fonctions d’ondes phenom£nologiques d6jä utilisdes 
par ’A. pour l’&tude de l’absorption non radiative du meson + par le deuteron 
(ce Zbl. 43, 426). Les sections efficaces differentielles et totales sont &valueges nume- 
riquement dans differents cas et notamment pour une Energie des m6sons incidents 
de 25 MeV. @G. Petiau. 

Noyes, H. P.: Decay of a neutral scalar heavy meson. Phys. Review, II. Ser. 
87, 344—351 (1952). 

Verf. untersucht den Zerfall eines neutralen skalaren Teilchens in zwei x-Mesonen. 
Dabei stehen beide Teilchensorten mit den Nukleonen in Wechselwirkung, und es 
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wird noch zur Beseitigung von Unendlichkeiten eine Kontakt-Wechselwirkung 
zwischen den Bose-Feldern eingeführt. Es wird das Verhältnis zwischen z- und 
y-Zerfall berechnet, da das Resultat aber auf einer Störungsrechnung hinsichtlich 
der Wechselwirkung z-Meson-Nukleon beruht, erscheint seine Bedeutung fraglich. 
W.E. Thirring. 

Drell, S. D. and E. M. Henley: Pseudoscalar mesons with applications to 
meson-nucleon scattering and photoproduction. Phys. Review, II. Ser. 88, 1053 — 
1064 (1952). 

Kroll, Norman M. and Leslie L. Foldy: The effect of charge symmetry on nuc- 
lear reactions. Phys. Review, II. Ser. 88, 1177—1179 (1952). 

Lax, Melvin and Herman Feshbach: Photoproduction of mesons in deuterium. 
Phys. Review, II. Ser. 88, 509—515 (1952). 

Rideau, Guy: Sur la formulation des probl&mes de diffusion. ©. r. Acad. Sci., 
Paris 234, 1746—1749 (1952). 

Fortsetzung früherer Untersuchungen zum Streuproblem (dies. Zbl. 42, 452, 
3 Referate) und Vergleich mit Ergebnissen von Lippman und Scehwinger 
(dies. Zbl. 39, 424). Verf. benutzt im Gegensatz zu diesen Autoren ein Störpotential, 
das plötzlich an- bzw. abgeschaltet wird. G. Höhler. 


Nakano, Tadao and Kazuhiko Nishijima: The S matrix method in pion re- 
actions. Progress theor. Phys. 8, 53—76 (1952). 

Verff. untersuchen, wie weit man aus der S-Matrix für Meson-Nukleon-Reak- 
tionen Aussagen gewinnen kann, ohne in die Reihenentwicklung nach der Kopplungs- 
konstanten zurückzufallen. Nur unter Verwendung der Unitarität der S-Matrix 
lassen sich Relationen zwischen (y z)- und (rr)-Reaktionen ableiten, die stark von 
den störungstheoretischen Resultaten abweichen. Die so gewonnenen Resultate 
scheinen den empirischen Daten viel besser gerecht zu werden als die störungstheo- 
retischen Rechnungen. W.E. Thirring. 


Yadav, N. H.: Neutron-proton scattering. Indian J. Phys. 26, 337—346 (1952). ' 

In der vorliegenden Arbeit wird die Neutron-Protonstreuung bei einer Energie 
der einfallenden Neutronen von 83 MeV untersucht. Dabei wird nicht nur eine ver- 
schiedene Reichweite für die zentralen und nicht zentralen Kräfte angenommen, 
wie es bereits Castillejo und Richardson (1949) getan haben, sondern die Rech- 
nungen werden mit einem Yukawa-Potential durchgeführt, welches im Singulett- 
Zustand eine Reichweite von 1,18. 10-13cm und im Tripplett-Zustand eine Reich- 
weite von 0,8. 10-13 cm besitzt. Für den Triplett-Zustand des nicht zentralen 
Potentials wurde ebenfalls eine andere Reichweite von 1,6 - 10-13 cm angenommen. 
Alle Konstanten wurden so gewählt, um einesteils die Streuung bei kleinen Energien, 
andererseits die Eigenschaften des Deuterons richtig wiederzugeben. Die totalen Wir- 
kungsquerschnitte bei kleiner Energie, welche so erhalten werden, stehen in guter 
Übereinstimmung mit den experimentellen Daten; dagegen weichen die totalen 
Wirkungsquerschnitte für hohe Energien etwas nach oben ab. Bemerkenswert an 
- der Arbeit ist, daß statt des üblichen kugelförmigen Potentialwalls hier das Yukawa- 
Potential eingeführt wird, leider aber die Übereinstimmungen mit dem Experiment 
nicht viel besser sind als früher. P. Urban. 


Sexl, Theodor und Herbert Überall: Die Energieabhängigkeit des Wirkungs- 
querschnittes bei elastischer Streuung von Neutronen an Protonen. Z. Phys. 132, 
72—80 (1952). 

Es wird ein Verfahren der Entwicklung des Wirkungsquerschnitts für elastische 
Streuung nach Potenzen der Wellenzahl k = p/k angegeben. Dazu wird der Wir- 
kungsquerschnitt als 


4n\ 2 eu 
Q= (GE) ZeI+ Deind, = An 241.5, 
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geschrie ben, wobei C', aus der Anschlußbedingung von Innen- und Außenraum be- 
stimmt. wird. Es gilt 
zo | ‚Vhrg: Natıra (kro) — Qr- VE ro: Nirua (kro)}” JE 
= Vhry: Ir (kro) — Q- VRro- Jı4u2 (kr 


In diesem Ausdruck werden die Besselfunktionen nach Potenzen von %k entwickelt. 
Das Ergebnis ist ein längerer Entwicklungsausdruck, der es ermöglicht, die Ab- 
hängigkeit des Wirkungsquerschnitts von der Energie für die elastische Streuung 
an Protonen in beliebiger Annäherung zu berechnen. K.H. Höcker. 

Memmert, G.: Die Streuung von schnellen Neutronen an zusammengesetzten 
Atomkernen. Z. Phys. 134, 42—65 (1952). 2 

Der Atomkern wird als ein kugelförmiger Bereich mit — für Neutronenwellen — komplexem 
Brechungsindex angesetzt. Für die Phasenfaktoren der gestreuten Partialwellen wird eine 
geeignete Interpolationsformel angegeben. Die Bildung des Wirkungsquerschnitts für Streuung 
wird durch Summation über die einzelnen Partialwellen mittels der Eulerschen Summenformel 
vorgenommen. Analog wird auch der Absorptionsquerschnitt bestimmt. Die Ergebnisse werden 
auf die Streuung am Al-Kern bei 84 MeV angewendet, wobei der Realteil des Brechungsindex dem 
Fermi-Gas-Modell der Kerne entnommen wird (Topftiefe 28,5 MeV), während der Imaginärteil 
aus dem gemessenen Absorptionsquerschnitt berechnet wird. Dann läßt sich der Streuquer- 
schnitt berechnen und mit dem empirischen vergleichen. Eine Korrektur der ‚Fermischen Topf- 
tiefe‘ erweist sich dabei als notwendig. Das analoge Vorgehen an Pb ergibt jedoch kein ein- 
heitliches Bild. Dies weist auf die Schwierigkeit hin, elastische und unelastische Streuung 
empirisch zu trennen, was die Aufteilung in Absorptions- und Streuquerschnitt sinnlos macht. 
Die weitere Diskussion beschränkt sich deshalb auf den ‚totalen‘ Wirkungsquerschnitt. Dazu 
wird das aus gemessenen Querschnitten bestimmte n — lin seiner Energieabhängigkeit mit dem 
theoretischen des Fermi-Modells verglichen, was bei höheren Energien wieder zu erheblichen 
Diskrepanzen führt, während andererseits die empirischen Kurven der Wirkungsquerschnitte 
für verschiedene Kerne sich in ihrer Energieabhängigkeit durch ein einheitliches n(E) darstellen 
lassen. — Schließlich wird für den Kern noch eine ‚„‚molekulartheoretische‘‘ Dispersionsformel 
aufgestellt. Einsetzen der empirischen Wirkungsquerschnitte zwischen dem Neutron und den 
Einzelnukleonen führt zu einer besseren theoretischen Darstellung von n(E) als dem Fermi- 
Model. H. Volz. 

Pope, N. K.: The theory of neutron difiraction by gases. I. Canadian J. Phys. 
30, 597—623 (1952). 

Die Streuung eines Neutrons an einem Molekül, welches dabei von einem 
Quantenzustand J nach J’ übergeht, wird unter Annahme einer spinabhängigen 
Wechselwirkung zwischen dem Neutron und den einzelnen Nukleonen in Bornscher 
Näherung gegeben. Dabei wird der Impulsaustausch zwischen Streuer und Neutron 
berücksichtigt. Falls das Molekül starr ist und die Rotationszustände genügend 
dicht liegen, kann die Summation über die Endzustände ausgeführt werden und man 
erhält so einen „halbklassischen‘‘ Ausdruck für den Wirkungsquerschnitt. Die 
Formel wird dann erweitert aufein Molekül mit Schwingungsfreiheitsgraden und die 
Rechnung dann speziell für ein Molekül Y X, durchgeführt. Das Ergebnis wird 
durch Anpassung der Parameter an die experimentellen Daten für CF, angepaßt. 
Es ergibt sich ein Kernabstand von 1,33 Ä und ein Wirkungsquerschpitt von Fluor 
für kohärente Streuung von 3,46 barns. Die Molekülschwingungen gehen in das 
Ergebnis kaum ein. H. Vola. 

Halpern, Otto: Remarks on some questions of neutron opties. Phys. Review, 
II. Ser. 88, 1003—1007 (1952). 

Brandsen, B. H.: Deuteron production in the collision of high energy neutrons 
with nuclei. Proc. phys. Soc., Sect. A 65, 738—744 (1952). 

Stoßen hochenergetische Neutronen der Energie von 100 MeV mit Kernen zu- 
sammen, so werden durch einen „pick-up“-Prozeß Deuteronen mit einer Energie 
von 50—100 MeV gemäß der Reaktion Ken A+n—Kem B+?D erzeugt. 
Da der auf Grund dieser Reaktion berechnete Wirkungsquerschnitt mit der Energie 
wie E-® abnimmt, sollte bei noch höheren Energien der einfallenden Neutronen 
(500—1000 MeV) die Zahl der so erzeugten Deuteronen rasch abnehmen, was aber 
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experimentell nicht der Fall ist. Es muß daher ein anderer Prozeß für die Erzeugung 
dieser zusätzlichen Deuteronen verantwotlich sein. Vorgeschlagen wird dafür der 
Prozeß: Kern A+n—n-+KermB-+?D. Im Bereich 100-300 MeV wird der 
Wirkungsquerschnitt dieses Prozesses berechnet und ferner gezeigt, daß für sehr 
große Energien nur eine Abnahme des Wirkungsquerschnittes mit E-! eintritt. 

Th. Seal. 

Epstein, Saul T.: The theory of the impulse approximation. Phys. Review, 
II. Ser. 86, 836—837 (1952). 

Im Anschluß an eine neuere Arbeit von Chew (dies. Zbl. 39, 235) wird eine 
Integralgleichung für die Streuung eines Neutrons an einem gebundenen Proton 
abgeleitet. Es wird hierauf die Lösung derselben in eine Form gebracht, welche es 
gestattet, die Streuung des Neutrons am gebundenen Proton in Termen der Streu- 
ung des Neutrons am freien Proton auszudrücken. Die Impuls-Näherung wird dann als 
erste Näherung der Lösung dieser Integralgleichung erscheinen. Schließlich wird 
der Zusammenhang mit der Fermischen Näherung diskutiert. Die Methode ist 
erweiterungsfähig auf ein (N + 1)-Problem mit N Wechselwirkungen. Chew hat 
bereits gezeigt, daß die Impulsnäherung eine gute Annäherung für das Problem 
der Streuung langsamer Neutronen an Protonen liefert, die in Molekülen gebunden 
sind. Die Benutzung der Integralgleichung gestattet einen klareren Einblick in die 
dabei auftretenden Verhältnisse. P. Urban. 

Sexl, Theodor: Über den Begriff der effektiven Reichweite in der Theorie der 
Streuung von Nukleonen an Atomkernen. Acta phys. Austr. 6, 30—34 (1952). 

Verf. skizziert zunächst die wesentlichen Züge der Guth-Sexlschen Theorie der 
Streuung von Nukleonen an Atomkernen. Die gestreuten Teilchen werden durch 
eine auslaufende Kugelwelle beschrieben, deren Winkelabhängigkeit eine Reihen- 
entwicklung nach Legendreschen Polynomen wiedergibt. Die Koeffizienten (Ü', der 
Entwicklung gewinnt man aus den Stetigkeitsbedingungen an der Oberfläche des 
Kernes. Die vorliegenden Untersuchungen beschränken sich auf den Fall ! = 0. 
Für die Streuung von Neutronen und Protonen an Atomkernen vorgegebenen Poten- 
tialverlaufes läßt sich dann zur Berechnung der effektiven Reichweite die Formel 


—= — lim i8 (or 
a nn el. 0,8 e) 
angeben, wo k die Wellenzahl bezeichnet. Eine allgemeinere Begründung der vor- 
stehenden Beziehung ist vorgesehen. G. Ecker. 


Feshbach, Herman and 8. I. Rubinow: A variational principle for scattering. 
Phys. Review, II. Ser. 88, 484—487 (1952). 

Brown, G. E. and J. B. Woodward: Coherent scattering of gamma-rays by 
bound electrons. Proc. phys. Soc., Sect. A 65, 977—980 (1952). 

Feldman, David: Meson-nucleon scattering and the classical strong-coupling 
theory. Phys. Review, II. Ser. 88, 890—891 (1952). 

Satchelor, G. R. and J. A. Spiers: Angular distribution of y-radiation following 
a deuteron stripping reaction. Proc. phys. Soc., Sect. A 65, 980—982 (1952). 

Chartres, B. A. and H. Messel: Moments of the angular distribution for high 
energy nuclear collisions. Phys. Review, II. Ser. 87, 748—749 (1952). 

Rose, M. E., L. €. Biedenharn and 6. B. Arfken: Internal conversion angular 
correlations. Phys. Review, II. Ser. 85, 5—16 (1952). 

Sendet ein Atomkern durch Anderung seines Kernmomentes hintereinander 
zwei y-Strahlen aus, so ist die auf Eins normierte Richtungskorrelationsfunktion 
W(©) zwischen den beiden Prozessen gegeben durch 


W(0)=1+ NA, Pr(c0s9).' 


W(©) bedeutet dabei die Wahrscheinlichkeit einer Emission des Strahles 2 inner- 
halb eines Winkels © in bezug auf die Emissionsrichtung des Strahles 1. Die A, sind 
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Funktionen des Anfangs-, Zwischen- und Endmomentes der drei Kernzustände, 
die P, die Legendreschen Kugelfunktionen. Die A, sind teilweise analytisch be- 
kannt oder zumindest in numerischen Tabellen verzeichnet. In vorliegender Arbeit 
wird nun gezeigt, daß die Frage der Korrelation zwischen einem „internal conversion“ 
Elektron und irgendeiner anderen Strahlung auf die, entsprechende Korrelation 
zwischen zwei y-Strahlen zurückgeführt werden kann. Es ergibt sich nämlich, daß 
in obiger Entwicklung nur die einzelnen Glieder mit Parametern 5, multipliziert 
werden müssen. Auch der Fall gekoppelter ‚internal conversion“ Prozesse kann in 
gleicher Weise durch Einführung von zwei Parametern b behandelt werden. Die Para- 
meter b selbst können aus graphischen Darstellungen abgelesen werden. Th. Sexl. 

Lloyd, Stuart P.: The angular correlation of two successive nuclear radia- 
tions. Phys. Review, II. Ser. 85, 904—911 (1952). 

Die Winkelkorrelationsfunktion für aufeinanderfolgende Kernstrahlungen wird 
unter Benützung gruppentheoretischer Methoden als Reihe nach Jacobischen 
Polynomen berechnet, deren Argumente Funktionen des Winkels © der beiden 
Strahlungsrichtungen sind. Die Entwicklungskoeffizienten spalten in Größen auf, 
welche die einzelnen Kernübergänge charakterisieren. Diese Tatsache ermöglicht 
es, die Richtungskorrelationsfunktion W(©) für y—y Strahlungen in einfacher 
Weise derart umzuformen, daß man auch andere Kernkorrelationen beherrscht. 
Für eine explizite Durchrechnung derartiger Probleme vgl. das vorstehende Referat. 

Th.'Sezt. 


Alder, Kurt: Beiträge zur Theorie der Richtungskorrelation. Helvet. phys. 
Acta 25, 235—258 (1952). 

Während die übliche Theorie der Richtungskorrelation (vgl. vorsteh. Referate) 
die Lebensdauer des mittleren Niveaus als so kurz annimmt, daß eine Störung des 
Zustandes nach Emission des ersten Quants nicht möglich ist, lassen die gegen- 
wärtigen Verff. diese Annahme im Anschluß an Goertzel fallen und berücksich- 
tigen außerdem Störungen durch äußere und innere Felder. Wichtig und außerdem 
der Rechnung bequem zugänglich ist die Schwächung der Korrelation durch ein 
äußeres magnetisches Feld. Es zeigt sich, daß die Schwächung der Korrelation durch 
Faktoren @, beschrieben werden kann, die in der üblichen Entwicklung der Korre- 
lationsfunktion W(©) nach Kugelfunktionen P,(cos ©) in der Form 


MIO) = 5:6,.0, 2, (608 0) 


auftreten und die explizit berechnet werden. Th. Sexl. 

Weisskopf, Vietor F.: Nuclear structure and nuclear forces. Z. Phys. 133, 
276—285 (1952). 

Verf. diskutiert die Schwierigkeiten der gegenwärtigen Theorien. @. Höhler. 

Malenka, Bertram J.: Nonlinear meson theory for heavy nuclei. Phys. Review, 
II. Ser. 86, 68—72 (1952). 

Aus einer einfachen nichtlinearen Gleichung für das statisch angenommene 
Mesonfeld wird ein genähertes Potential für die einzelnen Nukleonen im Kern aus- 
gerechnet. Mit einem einfachen Ansatz für die Spin-Bahn-Kopplung wird daraus 
ein Energieschema für die Nukleonen im Einklang mit dem Schalenmodell berechnet. 

F. Hund. 

Lepore, Joseph V.: Symmetrical pseudoscalar meson theory of nuclear forces. 
Phys. Review, II. Ser. 88, 750—751 (1952). 

Kothari, L. S.: On a modified definition of Riesz potential for the meson case. 
Proc. phys. Soc., Sect. A 65, 930—933 (1952). 

Jost, Res and Walter Kohn: Construction of a potential from a phase shift. 
Phys. Review, II. Ser. 87, 977—992 (1952). 


‚In der Theorie der Streuung von Nukleonen an Nukleonen ist die Frage der Berechnung 
eines zwischen den beiden Nukleonen wirkenden Potentials aus den beobachteten Phasenände- 
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rungen von fundamentaler Bedeutung. Levinson hat gezeigt, daß ein solches Potential für 
jede Azimutalquantenzahl /, zu der kein gebundener Zustand des Zweinukleonensystems gehört, 
in eindeutiger Weise bestimmt.ist. Dagegen wies Bargmann durch Aufzeigung von Beispielen 
nach, daß dies nicht der Fall ist, wenn für das betreffende l ein gebundener Zustand existiert, 
also gerade für den praktisch wichtigsten Fall einer S-Streuung eines Neutrons an einem Proton. 
Die gegenwärtigen Verfasser stellen sich die Aufgabe, bei Vorhandensein eines eindeutigen 
Potentials dieses Potential wirklich zu konstruieren, geben dafür zwei Methoden an und beweisen 
die Konvergenz der angegebenen Methoden zumindest für die eine der beiden. Illustriert werden 
die Verhältnisse an dem praktisch wichtigsten Fall (Neutron-Proton-Streuung), bei dem die 
Phasenänderung n als Funktion der Wellenzahl k = 2rmv/h gegeben ist durch kcotgn — 


l 1 
E En 72 Ta k?2 (a = Fermische Streulänge, r 


er — effektiver Streuradius) und ferner an dem 


Beispiel des Exponentialpotentials V (r) = const exp (— r). In einem Anhang wird gezeigt, daß 
im Falle des Vorhandenseins gebundener Zustände die Kenntnis zusätzlicher Parameter (eben- 
so viele wie die Anzahl der gebundenen Zustände beträgt) zur Bestimmung des Potentials er- 
forderlich ist. Th. Sexl. 

Jost, Res and Walter Kohn: Equivalent potentials. Phys. Review, II. Ser. 
88, 382—385 (1952). 

Potentiale, welche für einen speziellen Wert der Azimutalquantenzahl zu dem- 
selben Energiespektrum und zu denselben Phasenänderungen wie ein gegebenes 
Potential führen, müssen den Bedingungen genügen, daß die Variation des Poten- 
tials öV (r) orthogonal zu sämtlichen Eigenfunktionen der Schrödingergleichung für 
das gegebene Potential ist. Funktionen von dieser Eigenschaft sind z. B. die Pro- 
dukte der Eigenfunktionen mit ihren Ableitungen. Mit Hilfe dieser letzteren ergibt 
sich eine Konstruktion für die Gesamtheit der Potentiale mit den gewünschten 
Eigenschaften. Diese bildet bei Vorhandensein von m diskreten Eigenwerten eine 
Mannigfaltigkeit von m Dimensionen. Für den Spezialfall des Deuterons wird ein 
zu der rechteckigen Potentialmulde äquivalentes Potential und für den Spezialfall 
ein für den S-Zustand äquivalentes Potential zeichnerisch angegeben. Schließlich 
werden Eigenwertprobleme mit einem rein diskreten Energiespektrum diskutiert und 
auch in diesem Fall für zwei Beispiele, nämlich das Schachtelpotential und das 
parabolische Potential (harmonischer Oszillator), äquivalente Potentiale rein zeich- 
nerisch angegeben. Th. Sexl. 

Fogel, K.-G.: On the solution in integral series of the wave equation with 
Yukawa potential. Soc. Sci. Fennica, Commentationes phys.-math. 16, Nr. 11, 7 8. 
(1952). 

Für die Schrödingergleichung mit einem Yukawa-Potential 
wird durch ein Iterationsverfahren eine Lösung aufgestellt, welche überall endlich 
und stetig ist und die Bedingungen y(0) = y(&) = 0 erfüllt. Für den Fall k = 0, 
d.h. physikalisch für verschwindende Relativenergie, wird die resultierende Eigen- 
wertgleichung für b numerisch gelöst und mit den Resultaten nach der Variations- 
methode verglichen. Es ergibt sich eine ungenügende Konvergenz für den Fall 


l=#0 (nichtverschwindende Azimutalquantenzahl). Th. Seal. 
Sachs, R. G.: Structure of the nucleon. Phys. Review, II. Ser. 87, 1100—1110 
(1952). 


Es wird versucht, einen Zustand des Meson- und Nukleonfeldes zu konstru- 
ieren, bei dem ein Nukleon und 0, 1 und 2 Mesonen vorhanden sind und dessen 
magnetisches Moment den gemessenen Werten der Nukleon-Momente entspricht. 
Es stellt sich heraus, daß mit nur einem virtuellen Meson der experimentelle Wert 
nicht erreicht werden kann. Bei zwei Mesonen stehen genügend Parameter zur 
Verfügung und es gelingt den gewünschten Zustand anzugeben. W. KH. Thirring. 

Gombäs, P.: Die statistische Theorie des Atomkerns. II. Acta phys. Acad. Sci. 
Hungar. 2, 223—246 (1952). 
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Hamada, T. and M. Sugawara: Isotopie spin of nucleons and leptons and 
anti-particle coordinate. Progress theor. Phys. 8, 256—258 (1952). 

Wilson, H. A.: The spherical shell nuclear model. Proc. Roy. Soc. London, 
Ser. A 214, 446—451 (1952). 

Unter diesem Thema versteht man hier eine dünne Kugelschale mit der elektri- 
schen Ladung und der Masse des Atomkerns. Die dünne Schale kann Schwingungen 
ausführen. Deren Energieniveaus sind E, = (Zhe/4r.a) - [(n — 1) (n + 2)/A m a]\2, 
Z Ordnungszahl, A Massenzahl, m Nukleonenmasse, n = 1,2, De Be EAN DA Is 
10-13. (Z2/A)U/3 ist der Gleichgewichtsradius. Daneben gibt es Rotations- 
schwingungsniveaus. Bei A gerade ist E,=E,+ Ci +2, 5j=09,12,..., 
C=h2/2K, K=%Ama, bei A ungerade E,,=E,+ CDU +D-2, j=b3---- 
Neben diesen gibt es ein Schwingungsniveau mit n = (0 und Niveaus, die von 
der Beeinflussung der Schwingung durch die Rotation herrühren. Dadurch werden 


noch einmal weitere Niveaus den bestehenden überlagert: 
Eu East 2Cmk. 

Diese Energieniveaus stellen die möglichen Anregungen eines Kerns dar (die Arbeit 
hat nichts mit dem Schalenmodell von Haxel, Jensen, Suess und Göppert- 
Mayer zu tun). — In den Fällen, in denen man experimentell Kernniveaus mit 
geringem apparativem Auflösungsvermögen bestimmt hat, gibt bereits die Folge E, 
die gemessenen Werte wieder; so bei S®, Rh!0%, Ag1%, Cd!!2, Au!9”. In anderen 
Kernen hat man Niveaus gemäß E,, gefunden, insbes. bei N!#, S?2, Fe”, Be#, Si?. 
'Die vorstehende Arbeit versucht die bekannten Anregungsniveaus der besonders gut 
untersuchten Kerne Al?® und Si?® mit der Wertfolge E,;. in Einklang zu bringen. 

K.-H. Höcker. 

Flowers, B. H.: The classification of states of the nuclear f-shell. Proc. Roy. 
Soc. London, Ser. A 210, 497—508 (1952). 

Die möglichen Bahndrehimpuls-, Spin- und Ladungszustände für Kerne der f-Schale werden 
in der Hartreeschen Näherung und für Russell-Sauders-Kopplung nach den von Wigner und 
später besonders von Jahn (dies. Zbl. 39, 236) angegebenen Verfahren bestimmt. Dabei handelt 
es sich bekanntlich wegen der Antisymmetrie der gesamten Wellenfunktion darum, für Bahn- 
drehimpuls einerseits, Spin und Ladungsspin andererseits zueinander adjungierte Symmetrie- 
verhalten zu untersuchen. Die Wignerschen Supermultipletts von Spin und Ladungsspin sind 
durch die Partition n= 9, + 9a + 9; + 9, der Teilchenzahl n bestimmt. Verf. dehnt mit dem 
von Jahn benützten subtraktiv-rekursiven Aufbauverfahren dessen Tabellen für die zugehörigen 
Spin- und Ladungsspin-Konfigurationen auf n < 14, g, <”7 aus [Ausreduktion von Darstel- 
lungen der SL(4) nach solchen der U+(4)]. Die Symmetrie der Bahndrehimpulszustände wird 
in der f-Schale durch eine Partition n=fi+fs+:':+ f, der Teilchenzahl n ausgedrückt. 
Welche einzelnen L-Werte darin enthalten sind, ergibt sich aus dem Plethysmus [3] & 
{fife: fr} (zu jedem f-Nukleon gehört, den sieben Einstellmöglichkeiten entsprechend, die 
siebendimensionale Darstellung [3] der O(3)). Verf. führt die Berechnung noch nach Jahn, sub- 
traktiv-rekursiv durch, für n wiederum < 14, f, <4 (diese, sowie die oben angegebene Ein- 
schränkung, ergeben sich aus der Adjungiertheitsforderung für die betreffenden Partitionen). 
Besonders zu beachten ist, daß im Kern wegen der kurzen Reichweite der Kernkräfte die für 
punktförmige Wechselwirkung bestehende Laporte-Plattsche Entartung annähernd verwirklicht 
ist. Der Entartung entspricht eine Aufspaltung des oben angegebenen Plethysmus nach solchen 
der Untergruppe O(?) der SL(7). Merkwürdigerweise besteht (nach Racah) noch die Möglich- 
keit der feineren Klassifizierung nach Plethysmen der Untergruppe @, der O(7), einer der fünf 
einfachen Ausnahmegruppen. — Als Grundzustände ergeben sich 18, für doppelt-gerade Kerne, 
?F, oder ?F, für gerade-ungerade Kerne. Für doppelt-ungerade Kerne sind es bei gleicher Pro- 


tonen- und Neutronenzahl 18, oder ?8,, sonst 1P,, IF, 1H,®P, 1» Fa... °Hıs.e. Diese Re- 
sultate befinden sich in guter Übereinstimmung mit dem Schalenmodell, besonders da nach einer 
für f?2 durchgeführten Auswertung der Slater-Integrale (Oszillator-Hartree-Potential, Gaußsches 
Wechselwirkungspotential und symmetrische Theorie) 1H, und ®H, ,, am tiefsten zu liegen 
scheinen. I»: F.L. Bauer. 

Flowers, B. H.: Studies in jj-coupling. I. Classifieation of nuclear and atomie 
states. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 212, 248—263 (1952). 

Nach dem Schalenmodell der Kerne darf man von der f-Schale ab mit jj-Kopp- 


lung rechnen. Verf. gibt in der vorliegenden Arbeit zunächst die grundlegende 
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Klassifizierung der Zustände bis einschließlich j = 7, also bis zum Einsetzen der 
j7-Kopplung bei Kernen. (Als Spezialfall sind natürlich die Atomzustände mit 
enthalten.) Man hat für die Teilchenzahl n eine Partition n = g, + 9, die den 
Ladungszustand beschreibt, und nach dem Pauliprinzip eine dazu adjungierte 
n=h+tft'''+ fg, mit einer geraden Anzahl von Summanden, für das 
Symmetrieverhalten des Gesamtdrehimpulses. Die darin enthaltenen J-Werte 
ergeben sich aus dem Plethysmus [j] & {fi fa‘ **faj;41}- Wie 
SL HH 1 

zeigt, erlaubt der Plethysmus die Einschränkung durch eine schiefsymmetrische 
invarlante Bilinearform, d.h. eine Aufspaltung nach Plethysmen der symplektischen 
Gruppe. [Eine ganzzahlige Darstellung der O (3) dagegen erlaubte eine symmetrische 
invarlante Bilinearform, also die Einschränkung zur orthogonalen Gruppe, vgl. folgen- 
des Referat.] Bei Annäherung an Laporte-Platt-Entartung, also bei kurzreichweitigen 
Kernkräften, gilt gerade eine Klassifizierung nach den symplektischen Plethysmen, 
feinere Klassifizierungsmöglichkeiten, insbesondere für höhere j-Werte, sind noch 
nicht bekannt. — Als Grundzustände ergeben sich für gerade-gerade Kerne J = 0, für 
gerade-ungerade Kerne J = j, in Übereinstimmung mit dem Schalenmodell. Für 
doppelt-ungerade Kerne sollte J=1,3,...,2j möglich sein. F. L. Bauer. 

Edmonds, A. R. and B. H. Flowers: Studies in jj-coupling. II. Fractional 
parentage coefficients and the central force energy matrix for equivalent partieles. 
Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 214, 515—530 (1952). 

Mit geringen Abänderungen, die durch das Auftreten der symplektischen anstatt 
der orthogonalen Gruppe (vgl. vorangeh. Referat) gekennzeichnet sind, wird die 
von Jahn angegebene Methode zur Berechnung der ‚coefficients of fractional 
parentage‘“ mit Hilfe der Yamanouchischen orthogonalen Standarddarstellungen 
der Permutationsgruppe[Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 209, 502—524 (1951)] aufden 
Fall der jj-Kopplung übertragen. Für kurzreichweitige Zentralkräfte wird die Energie- 
matrix behandelt. Dabei werden auch zur Diskussion der Slater-Integrale nunmehr 
gruppentheoretische Gesichtspunkte herangezogen. Für die Termordnung ist er- 
wartungsgemäß der Casimirsche Operator der SL(25 + 1) und Sp(2j + 1) von Be- 
deutung. F. L. Bauer. 

Edmonds, A. R. and B. H. Flowers: Studies in jj-coupling. III. Nuclear energy 
levels. Proc. Roy. Soc. London, Ser. A 215, 120—132 (1952). 

Die Energieterme für Kernkonfigurationen in jj-Kopplung (j <+) ist für 
Wigner- und teilweise für Majorana-Kraft in Abhängigkeit von der Reichweite, 
vornehmlich für Gauß-Potential, diskutiert. Für andere Typen von (Austausch)- 
Kräften ändert sich dabei nicht viel, da man erfahrungsgemäß nicht weit von der 
Laporte-Platt-Entartung entfernt ist, wo Wigner- und Majorana-Kräfte sowie 
Bartlett- und Heisenberg-Kräfte zusammenfallen. — Es werden die Vorstellungen 
des Schalenmodells von Jensen-Mayer bestätigt, insbesondere in den Grund- 
zuständen. Jedoch wird auch die Grenze der Leistungsfähigkeit des einfachen 
Schalenmodells sichtbar, scheinbare Ausnahmefälle (cross-overs von Kurath) finden 
Aufklärung. F.L. Bauer. 

Flowers, B. H.: Studies in jj-coupling, IV. The ga,.-shell. Proc. Roy. Soc. 
London, Ser. A 215, 398—403 (1952). 

Daudel, Raymond: Sur la signification de la notion de couche. Fondement 
th6orique du modele quasi atomique du noyau. C.r. Acad. Sci., Paris 235, 1375— 1377 

1952). 
a J.: Espace du noyau et structure en couches. Acad. Roy. Belgique, 
Bull. Cl. Sei., V. Ser. 38, 71—77 (1952). 

Die Energieniveaus der Atomkerne werden aus der kräftefreien Bewegung eines 

Nukleons in der Hypersphäre 
2+y2+2+uW.= R: 
15* 
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berechnet. Es wird gezeigt, daß die Entartung des Energiespektrums sowie die 
Niveaus die gleichen sind, wie sie sich bei einem räumlichen harmonischen Oszil- 
lator ergeben. Der Schnitt der Hypersphäre mit der Ebene u = 0 gibt näherungs- 
weise die Begrenzung des Kerns im euklidischen Raum. K.-H. Höcker. 

Liesse, C1.: Sur la theorie des eouches nucleaires. Acad. Roy. Belgique, Bull. 
Cl. Sei., V. Ser. 38, 176—181 (1952). 

Bei Berechnung der Energieniveaus und deren Entartung in der Hypersphäre 
2x2 + y2+22-+ u2= R?2 ergeben sich Niveaus und Besetzungszahlen, die mit der 
Erfahrung nicht in Einklang sind. Es wird gezeigt, daß die Entartung teilweise 
aufgehoben wird und man zu einer qualitativen Anpassung an die Erfahrung kommt, 
wenn man die obige Hypersphäre durch ein rotationssymmetrisches Hyperellipsoid 
mit der Gleichung x? + y? +2?+a-u?= R? ersetzt. Es werden die Energie- 
werte für kleine Abweichungen von der Hypersphäre ausgerechnet. Auch die 
Energiewerte entsprechend einem rechteckigen Potentialtopf, aus dem Formalismus 
zu gewinnen bei a — 00, werden berechnet. Sie decken sich mit denen des Oszil- 
lators, die aus dem Hyperellipsoid berechnet werden, bei kleinen Hauptquanten- 
zahlen. Bei größeren Hauptquantenzahlen (n >4) treten Abweichungen in dem 
nach der Erfahrung zu erwartenden Sinne auf. Wenn man in diese Rechnung die 
Spin-Bahn-Kopplung einführt, sollen qualitativ die gleichen Niveaus auftreten wie 
in der Rechnung von Haxel, Jensen und Suess sowie M. Göppert-Mayer. 

K.-H. Höcker. 

Butler, S. T.: Stripping and the nuclear shell model. Phys. Review, II. Ser. 
88, 685 (1952). 

Eder, Gernot: Bindungszustände zwischen Nukleonen und Antinukleonen. 
Z. Phys. 132, 330—334 (1952). 

Verf. wendet die Bethe-Salpeter-Gleichung erster Näherung (dies. Zbl. 
44, 431) auf das Problem der Nukleon-Antinukleon-Bindung an. Bei Kopplung 
durch vektorielle Mesonen existiert ein Bindungszustand mit (offensichtlich zu 
großer) Bindungsenergie, die sich vielleicht als Masse der schweren Mesonen deuten 
ließe. Bei skalarer und pseudoskalarer Kopplung gibt es keine Bindungszustände 
(die vom Verf. vorgenommene Beschränkung auf ein eindimensionales System ist 
allerdings zu einschneidend, um aus dem negativen Ergebnis bei den letzten beiden 
Kopplungsarten irgendwelche Folgerungen zu ziehen. Der Ref.). H. Kümmel. 

Flügge, S.: Das Zwei-Nukleonen-Problem. Ergebn. exakt. Naturw. 26, 165— 
243 (1952). 

Bericht. 

Pease, Robert L. and Herman Feshbach: The theory of hydrogen three. Phys. 
Review, II. Ser. 88, 945—950 (1952). 

Die Daten des Tritons hängen im Gegensatz zu den Verhältnissen beim ent- 
sprechenden Zweikörperproblem stark von der gewählten Form des Wechselwirkungs- 
potentials zweier Nukleonen ab und ermöglichen so eine genauere Festlegung des- 
selben. Es wurde Ladungsunabhängigkeit der Kernkräfte vorausgesetzt und an- 
genommen, daß sie aus einem Zentral- und einem Tensoranteil bestehen, jeweils 
mit der Radialabhängigkeit des Yukawapotentials. Nach dem Ritzschen Verfahren 
wurde nun die Bindungsenergie von 43 ermittelt. Mit dieser Rechnung ließ sich die 
Reichweite der Tensorkraft, da sie stark von der Bindungsenergie abhängt, zu 
1,70. 10-22 cm bestimmen. Dabei wurden die übrigen Konstanten so gewählt, daß 
sich stets die richtigen Werte für Bindungsenergie und Quadrupolmoment des Deute- 
rons und für die effektive Reichweite der Kräfte im Singulettzustand ergeben. 
Als Test konnte dann die effektive Reichweite im Triplettzustand, der Prozentsatz 
von D-Zuständen im Triton und die Coulombenergie von He? errechnet werden. 
Während sich die ersten beiden Größen in guter Übereinstimmung mit dem Ex- 
periment befinden, ergab sich bei der Coulombenergie von He? eine Diskrepanz 
von 25%. Stech. 
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Bartlett, James H.: Iterative procedures and the helium wave equation. Phys. 
Review, II. Ser. 88, 525—526 (1952). 

Thie, Joseph A., Charles J. Mullin and E. Guth: Eleetron exeitation of nuclei. 
Phys. Review, II. Ser. 87, 962—965 (1952). 

Les AA. calceulent en utilisant l’approximation de Born les sections efficaces 
correspondant & des transitions 2!-polaires electriques ou 2"1-polaires magnetiques, 
dans le choc entre un &lectron relativiste et un noyau forme de n nucleons. Les 
expressions obtenues permettent l’&valuation explieite du speetre d’energie des 
electrons ou des nucl&ons emis dans les desintegrations 2!-polaires &leetriques du 
deuteron. Les AA. discutent ensuite les conditions d’utilisation des me&thodes 
experimentales susceptibles de- permettre l’observation de l’exeitation &leetronique 
des noyaux. G. Petiau. 

Sehlögl, F.: Anregung von Kern-Dipolschwingungen durch schnelle Elektronen. 
Z. Phys. 133, 485—498 (1952). 

L’A. caleule par la methode d’approximation de Born la section efficace de 
diffusion inelastique d’un electron rapide sur un noyau represente par un oscillateur 
spatial a symetrie spherique passant de l’&tat fondamental & un premier &tat excite 
en utilisant un modele de Goldhaber et Teller. Les variations de la section efficace 
differentielle et de la section efficace totale sont calcul&es numeriquement et dis- 
cutees notamment dans le cas de 1C. G. Petiau. 

Bohr, Aage: The coupling of nuclear surface oseillations to the motion of 
individual nucleons. Danske Vid. Selsk., mat.-phys. Medd. 26, Nr. 14, 40 S. (1952). 

Das Schalenmodell und das Tröpfehenmodell des Atomkerns werden vereinigt, 
indem die Anregungszustände der inneren, in abgeschlossenen Schalen liegenden 
Nukleonen kollektiv durch das Tröpfehenmodell beschrieben, die Nukleonen außer- 
halb abgeschlossener Schalen jedoch als individuelle Teilchen behandelt werden, 
welche sich in dem durch die inneren Nukleonen erzeugten Potential bewegen. 
Die in der Nähe des Grundzustandes wichtigsten Anregungszustände der inneren 
Nukleonen werden als Oberflächenschwingungen des Rumpfes aufgefaßt ; die Wechsel- 
wirkung der äußeren Nukleonen mit dem Rumpf und der äußeren Nukleonen unter- 
einander erfolgt über die Kopplung der Nukleonen an die Oberfläche des Rumpfes 
(Potenttialtopfes). In der vorliegenden Arbeit, der weitere folgen sollen, werden im 
wesentlichen die mathematischen Hilfsmittel zur Behandlung dieses Modells bereit- 
gestellt, ferner werden die verschiedenen Kopplungsfälle (die denjenigen der Mole- 
külphysik ähnlich sind) diskutiert. G. Lüders. 

Trainor, Lynne E. H.: Symmetry effects on nuclear dipole radiation with 
application to a bound excited state of „Het. Phys. Review, II. Ser. 85, 962—972 
(1952). 

Mit Rücksicht auf die gute experimentelle Übereinstimmung der Weißkopf- 
schen Überlegungen an Hand des Einteilchenmodells beschreibt Verf. die elektro- 
magnetische Kernstrahlung als unabhängige Übergänge einzelner Teilchen. Zur 
Bestimmung der Kernzustände wird bei den leichten Kernen die Wignersche Theorie 
der symmetrischen Hamiltonfunktion verwendet. Dies bedeutet, daß die lage- 
abhängigen Wigner-Majoranakräfte als vorherrschend angesehen werden. Das 
symmetrische Modell wird diskutiert, und Methoden zur Bestimmung entsprechender 
Eigenfunktionen werden entwickelt. Bei der Untersuchung des elektrischen Dipol- 
momentes ergibt sich zusätzlich zu den bisherigen eine wichtige Symmetrie-Aus- 
wahlregel, die die Gesamtstrahlung beschränkt. Die Ergebnisse der Überlegungen 
werden auf den „He*-Kern angewendet. @. Ecker. 

Edwards, $. F.: The interaction of alpha-particles and the binding energy 
of 8Be. Proc. Cambridge philos. Soc. 48, 652—664 (1952). 

Der Be®-Kern ist nächst dem «-Teilchen der erste vollständig symmetrische 
Kern. Seine Bindungsenergie legt die Vermutung nahe, daß er aus zwei «-Teilchen 
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zusammengesetzt ist. Die vorliegende Untersuchung gibt eine Berechnung der 
Energie unter dieser Voraussetzung wieder. Sie verwendet die Gaußsche Funktion 
als Wellenfunktion und für das Potential einen allgemeinen Ansatz, kombiniert 
aus Wigner-, Bartlett-, Heisenberg- und Majorana-Kraft mit einem ortsabhängigen 
Anteil vom Yukawa-Typ. Die Berechnung der erforderlichen Integrale wird wesen t- 
lich erleichtert durch die Verwendung einer Integraldarstellung der Yukawa-Funk- 
tion mit Hilfe einer Gaußschen Funktion als Integrand. Die Untersuchungen sind 
so durchgeführt, daß der Charakter der Sättigungsverhältnisse zu Beginn der Rech- 
nung noch nicht festgelegt ist, sondern als Parameter verfügbar bleibt. Es zeigt 
sich, daß weder die Reichweite, noch der Krafttypus (Zentralkräfte) das Ergebnis 
wesentlich beeinflußt. Setzt man Sättigung entsprechend den Verhältnissen bei den 
schweren Kernen voraus, so ergeben sich die Resultate, wie sie bereits vonMargenau 
früher berechnet wurden. Werden dagegen die Sättigungsbedingungen fallen ge- 
lassen, so findet man Ergebnisse in brauchbarer Übereinstimmung mit den experi- 
mentellen Daten. Die Sättigungsbedingungen sowie die Modellvorstellung des 
«&-Teilchens wird an Hand der gewonnenen Erkenntnisse diskutiert. @. Ecker. 

Teichmann, T. and E. P. Wigner: Sum rules in the dispersion theory of nuclear 
reactions. Phys. Review, II. Ser. 87, 123—135 (1952). 

Verff. formulieren folgende beiden Summenregeln für Resonanzeffekte bei 
Kernreaktionen: 


BRD ie Ip =3W/aM a; 


in Worten: Werden die ‚„Niveaubreiten“ über alle Zustände s summiert, welche den 
möglichen Zuständen eines Teilchenpaares entsprechen, aus denen man sich den 
Zwischenkern entstanden denken kann, so erhält man den auf der rechten Seite 
angegebenen Maximalwert. 


(2) ZB TjAa,; 


in Worten: Werden den Niveaubreiten proportionale Größen über alle Zustände s 
summiert, so erhält man als Summe den Quotienten aus Teilchenenergie pro Nukleon 
und dem Kernradius a,. — Die Größen y?/(3h?/2 M a,) spielen also in der Theorie 
der Kernreaktionen eine ähnliche Rolle wie die bekannten Größen fin der Theorie 
der optischen Übergänge in der Atomhülle. Th. Sexl. 

Pryce, M. H. L.: Spinor formulation of beta-decay and similar interactions. 
Z. Phys. 133, 309—318 (1952). | 

La theorie usuelle de la radioactivite 8 considere un el&ment de matrice general | 
de la forme 


(1) E(yElyn) YET Y) 


Tr 
(vp, vv, Y. yw, fonctions d’ondes du proton, du neutron, de l’electron, du neutrino), 
tel que y* I’ possede les caracteres tensoriels d’un scalaire, d’un pseudoscalaire, 
d’un vecteur, d’un pseudovecteur ou d’un tenseur antisym6trique du second ordre. 
L’A. diseute la theorie &quivalente dans laquelle l’expression (1) est remplacee par 
la somme de tous les invariants ind&pendants que l’on peut construire au moyen des 
fonctions d’ondes spinorielles (spineurs de van der Waerden) de quatre particules. 
Dans ce formalisme, les proprietes des differents types d’interactions par rapport aux 
transformations du groupe de Lorentz et notamment dans les retournements des 
coordonne6es d’espace ou du temps sont facilements mises en evidence. On obtient 
sans diffieulte les proprietes generales des interactions proposees par Yang et 
Tiomno, par WigneretCritchfieldet par DeGrootetTolhoek. G@. Petiau. 

Kamefuchi, S.: Radiative correetions to ß-decay matrix element. Progress 
theor. Phys. 8, 137—138 (1952). 

Fialho, G. E. A. and J. Tiomno: Gamma radiation emitted inther — u decay. 
Anais Acad. Brasil. Ci. 24, 245—248 (1952). 
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Bau der Materie: 


Kroll, Norman M. and Franklin Pollock: Second-order radiative correetions to 
hyperfine structure. Phys. Review, II. Ser. 86, 876—888 (1952). 

Der Einfluß der Strahlungsverschiebung 2. Ordnung der Energieniveaus ge- 
bundener Elektronen auf die Hyperfeinstruktur wird berechnet. Es ergibt sich eine 
Korrektur zur Fermi-Formel für s-Niveaus, deren Auswirkung auf den numerischen 
Wert der Feinstrukturkonstanten diskutiert wird. Die Untersuchung gründet sich 
auf einen endlichen, vollständig renormalisierten und exakten Ausdruck für die 
Energie 2. Ordnung, der näherungsweise ausgewertet wird. E. Kreyßig. 

Karplus, Robert and Abraham Klein: Eleetrodynamie displacement of atomie 
energy levels. I. Hyperfine strueture. Phys. Review, II. Ser. 85, 972—984 (1952). 

Die Verff. berechnen die Energie eines Elektrons, das sich in einem schwachen 
äußeren Feld bewegt. Als nullte Näherung wird dabei die Energie ohne strahlungs- 
theoretische Korrekturen verwendet. Die strahlungstheoretischen Effekte werden in 
erster Näherung behandelt und mit Hilfe der Greenschen Funktion für das äußere 
Feld beschrieben. Jene Funktion wird nach Potenzen des äußeren Feldes ent- 
wickelt, und die Beiträge erster und zweiter Ordnung werden berücksichtigt. Die 
allgemeine Formel wird für das Feld eines punktförmigen Protons mit einem magne- 
tischen Dipolmoment spezialisiert und ausgerechnet. Dadurch wird eine strahlungs- 
theoretische Korrektion zu der Fermischen Formel für die Hyperfeinstruktur er- 
halten. Die neue Formel kann aus der Fermischen durch Multiplikation mit dem 
Faktor 


1 +3, — 202 (2 — log 2) 


erhalten werden. Das zweite Glied ist das bekannte anomale magnetische Moment 
des Elektrons in erster Näherung, das dritte eine feldabhängige Korrektion dazu. 
Die Verff. addieren dann auch das anomale magnetische Moment vierter Ordnung 
und berechnen aus der Messung der Hyperfeinstruktur die Feinstrukturkonstante zu 
& = (137,0364 + 0,0009)-1. Prinzipiell interessant ist in dieser Arbeit u.a. die 
genaue Ausführung der Einzelheiten einer neuen Berechnungsmethode von Schwin- 
ger (dies. Zbl.43, 422; 44, 430). Die oben erwähnten Ergebnisse sind auch von Kroll 
und Pollock ohne Verwendung der neuen Methode erhalten und publiziert worden 
(vorsteh. Ref.). G. Källen. 

Karplus, Robert, Abraham Klein and Julian Schwinger: Eleetrodynamie 
displacement of atomic energy levels. II. Lamb shift. Phys. Review, II. Ser. 86, 
288—301 (1952). 

Teil I siehe vorsteh. Ref. Im ersten Abschnitt der Arbeit wird eine neue Ab- 
leitung der gewöhnlichen Formel für die strahlungstheoretische Niveauverschiebung 
in einem wasserstoffähnlichen Atom gegeben. Die neue Methode vermeidet die 
üblichen Schwierigkeiten mit den ‚ultraroten Divergenzen“, und das Ergebnis 
ergibt sich ohne Zusammenflicken einer relativistischen und einer nicht-relativi- 
stischen Rechnung. Hierdurch wird auch der bekannte Term 1/6 (Feynman, 
(dies. Zbl. 38, 133, S. 777 der Arbeit) ohne besondere Kunstgriffe erhalten. Im 
zweiten Abschnitt wird die neue Methode verwendet, um das nächste Glied in der 
Entwicklung nach Z-& auszuwerten. Das Ergebnis ist von der Größenordnung 
7 Me/s. Hierdurch wird die theoretische Niveauverschiebung von 1051 Me/s auf 
1057,8 Me/s geändert. Das experimentelle Ergebnis wird als 1062 + 5 Me/s. an- 
‚gegeben. Eine spätere Messung [Phys. Review, II. Ser. 89, 98 (1953)] hat den Wert 
1057,77 + 0,10 Me/s gegeben. Eine neue Analyse der Theorie von Salpeter [Phys. 
Review, II. Ser. 89, 92 (1953)] hat aber auch den theoretischen Wert auf 1057,19 Me/s 
geändert. G. Källen. 

Roe, Glenn M.: Convergence of intremolecular force series. Phys. Review, 
II. Ser. 88, 659 (1952). 
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Sponer, H. und K. F. Herzfeld: Der Einfluß der Schwingung auf verbotene 
Elektronenübergänge. Z. Phys. 133, 41—47 (1952). 

Durch überlagerte Schwingungen können bei Molekülen hoher Symmetrie, 
wie z. B. beim Benzol, verbotene Elektronenübergänge erlaubt gemacht werden. 
Die Rechnung zeigt, daß die von den Schwingungen bewirkte Verschiebung der 
Kerne zur Erklärung der Intensität der verbotenen Übergänge nicht ausreicht, 
d.h., daß also offenbar die durch die Kernverschiebung bedingte Anderung der 
Koeffizienten in der Elektronenwellenfunktion die Hauptursache für diese Inten- 
sität darstellt. E. Kreyßig. 

Wu, Ta-You: The intensities of harmonie bands ofthe HD molecule. Canadian 
J. Phys. 30, 291-301 (1952). 

Messungen des Intensitätsverhältnisses der 4-0- und 3-0-Schwingungs- 
bande von HD durch G. Herzberg bilden den Anlaß zu der auf klassischem und 
quantenmechanischem Wege durchgeführten Untersuchung. Der quantenmechani- 
sche Teil der Arbeit schließt sich eng an G. C. Wick (dies. Zbl. 12, 92) an und führt 
zu einer Erklärung der genannten Versuchsergebnisse. E. Kreyßig. 

Näray, Zs.: Zur wellenmechanischen Theorie des HCI-Moleküls. Acta phys. 
Acad. Sei. Hungar. 2, 55—65 (1952). 

Ishiguro, Eiichi, Tadashi Arai and Masataka Mizushima: Tables useful for 
the calculation of the molecular integrals. III. Natur. Sci. Rep. Ochanomizu Univ. 
3, 53—62 (1952). 

Bon£-Bruevi£, V. L.: Zur Theorie der Energiespektren von gequantelten Mehr- 
teilchensystemen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 87, 711— 714 (1952) [Russisch]. 

Dingle, R. B.: Theories of helium II. Advances Phys., Quart. Suppl. philos. 
Mag. 1, 111—168 (1952). 

MacDonald, A. D. and D. D. Betts: High frequency gas discharge breakdown 
in neon. Canadian J. Phys. 30, 565—576 (1952). 

Die Berechnung der Durchbruchsfeldstärke einer Hochfrequenzentladung in 
Neon geht, wie üblich, von der Bestimmung der Elektronenverteilungsfunktion aus. 
Diese Energieverteilung wird mit Hilfe der Boltzmannschen Fundamentalgleichung 
ermittelt. Dabei ist der Wirkungsquerschnitt des Neons für elastische Stöße in erster 
Näherung als energieunabhängig angenommen, wodurchsich die Rechnungen wesent- 
lich vereinfachen. Die Untersuchungen werden getrennt für die Fälle durchgeführt, 
daß die Stoßfrequenz der Elektronen wesentlich größer, bzw. wesentlich kleiner als 
die Frequenz des elektrischen Feldes ist. Die Verteilungsfunktionen lassen sich durch 
Bessel-, konfluente hypergeometrische, sowie einfache Exponentialfunktionen be- 
schreiben. Die gesuchte Feldstärke folgt aus der Forderung, daß die Zahl der durch 
Ionisation erzeugten Elektronen gleich der Zahl der zu den Wänden akdiffundieren- 
den Elektronen sein soll. Mit Hilfe der gefundenen Verteilungsfunktionen und der 
Gesetze der kinetischen Gastheorie läßt sich diese Bedingung formulieren. Der 
Vergleich mit den Experimenten ergibt in einem großen Druckbereich Überein- 
stimmung innerhalb der Grenzen, die durch die Kenntnis der Wirkungsquerschnitte 
gegeben sind. G. Ecker. 

Viswanathan, K. S.: On the charaeteristie vibrations of linear lattices. Proc. 
Indian Acad. Sci., Sect. A 35, 265 —276 (1952). 

Es wurde die Fortpflanzung einer Welle in einem periodischen, linearen Gitter, 
das aus p Teilchen pro Einheitszelle besteht, untersucht und gezeigt, daß die Gruppen- 
geschwindigkeiten der Wellen, welche jeder der (2p — 1) charakteristischen Gitter- 
frequenzen entsprechen, identisch gleich null sind ; außerdem, daß der Bewegungs- 
zustand der Teilchen, der durch eine in einem endlichen Bereich lokalisierte An- 
fangsstörung hervorgerufen wird, sich asymptotisch einer Überlagerung der (2p — 1) 
charakteristischen Gitterschwingungen nähert. In (p—1) Fällen dieser Schwin- 
gungen schwingen gleichwertige Teilchen in aufeinanderfolgenden Zellen mit der- 
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selben Phase und Amplitude, während in den restlichen p Normalschwingungen 
gleichwertige Teilchen abwechslungsweise mit entgegengesetzten Phasen schwingen. 
Diese Resultate bilden ein eindimensionales Analogon der allgemeinen Theorie von 
C.V.Raman. Wenn ein Gitter von hinreichend großem, endlichem Ausmaß in 
einem weit von den Enden entfernten Gebiet gestört worden ist, so gelten die Re- 
sultate wegen des Abfalles der Schwingungsamplituden der Teilchen auch für diesen 
Fall. W. Nowacki. 
Nabarro, F. R. N. and J. H. 0. Varley: The stability of hexagonal lattices 
with a simple law of force. Proc. Cambridge philos. Soc. 48, 316—328 (1952). 
Die Arbeit bezieht sich auf die Stabilität hexagonaler Gitter aus gleichnamigen Ladungen. 
Während ein hexagonales Gitter unter der Annahme reiner Zentralkräfte zu dichtester Kugel- 
packung führt, untersuchen Verff. die Verhältnisse, wenn daneben noch eine nur vom Volumen V 
abhängige Energie, z.B. die Fermi-Energie freier Elektronen, y(V) = k-V-"*®, wirkt. Ein 
Gleichgewicht der dichtesten Packung ist auch dann möglich. Daneben kann, wie Verff. nach- 
weisen, eine andere hexagonale Struktur niedrigerer Energie auftreten. — In einem hexagonalen 
Gitter sei a die Seitenlänge eines Grundsechsecks und c die Gitterkonstante parallel zur hexa- 
gonalen Achse (also im vorliegenden Fall der Abstand einer Schichtebene zur übernächsten), so 


daß im Fall dichtester Kugelpackungen c/a — 2 / 2/3 = 1,633. Bei hexagonalen Metallgittern 
beobachtet man starke Schwankungen dieses Verhältnisses, 1,47 < c/a < 1,89. Die Frage, 
ob.der Einfluß der Brillouin-Zonen und Erscheinungen wie die Ionenpolarisation alsnotwendige 
Ursache für eine Gitterverzerrung angesehen werden müssen oder ob das Gitter sich auch ohne 
solche Effekte in einem Gleichgewicht befinden kann, das keine dichteste Kugelpackung ist, 
interessiert umso mehr, als Grund zu der Annahme besteht, daß jene Einflüsse nicht ausreichen, 
um derart erhebliche Änderungen des Achsenverhältnisses c/a: verständlich zu machen. — Sei b 
der Abstand eines Atoms vom nächsten innerhalb der Nachbarschichtebene gelegenen. Verff. 
berücksichtigen an Zentralkräften lediglich diejenigen, die in Entfernungen a und 5 wirken. 
(D.h. also: auch bei c/a < 1 würden die Wirkungen der im Abstand c voneinander liegenden 
Atome nicht berücksichtigt, obgleich diese dann näher lägen als diejenigen im Abstand a; bei 
c/a < 2/3 wäresogar c<b<ca, c wäre daher der kleinste im Gitter vorhandene Atomabstand, 
so daß die Nicht-Berücksichtigung der auf diese Entfernung wirkenden Kräfte nicht unbedenk- 
lich wäre, zumal Verff. selbst sagen (S. 321), daß für jedes vernünftige Kraftgesetz die Energie 
für kleine Abstände sehr groß sein muß. Ref. Inzwischen haben Verff. dem Ref. bestätigt, daß 
daher Gl. (10) (iii) falsch und Gl.(10) (ii) ungenau ist, da der Fall a, > b, auf Seite 322 auf das 


Intervall a, > b,> 0, 764 a, = (a,/2) V7/3 beschränkt werden müßte. Der allgemeine Fall des 
Zusammenwirkens von Zentralkräften mit als abstoßend vorausgesetzten Volumenkräften läßt 
Lösungen mit rein anziehenden Zentralkräften zu, sowohl wenn die Gitterkonstante c größer ist 
als bei dichtester Kugelpackung als auch bei Verringerung bis zur Hälfte des Wertes bei dich- 


tester Packung (also für alle c/a > V2/3), ferner — nämlich wenn c/a < V 2/3 — solche, bei 
denen die Kräfteim Abstand b Anziehungskräfte sind, diejenigen im Abstand a hingegen Ab- 
stoßungskräfte. Die hierzu gehörigen Stabilitätsbedingungen werden aufgestellt und diskutiert, 
besonders unter Spezialisierung auf den Fall des Fermi-Gases freier Elektronen. Unter gewissen 
Voraussetzungen wird gezeigt, daß neben einem mechanisch stabilen Gleichgewicht, das keiner 
dichtesten Packung entspricht, wenigstens eine stabile Gleichgewichtslage dichtester Kugel- 
packung existiert. Ein Fall scharfer Minima der potentiellen Energie wird ausführlich unter- 
sucht und ein Beispiel hierfür aufgezeigt, in dem hexagonale Strukturen niedrigster Energie 
nicht solche dichtester Kugelpackung sind. Auch wenn bei dem Potential der Zentralkräfte in 
dem in Betracht kommenden Entfernungsintervall Neigung und Krümmung konstantes Vor- 
zeichen haben, können Verff. eine Struktur nicht-dichtester Packung als eine solche geringster 
Energie nachweisen. — An einem numerischen Beispiel eines Potentialverlaufs der Zentralkräfte, 
das stetig mit stetigen ersten Ableitungen aus 5 nicht sehr einfachen Kurvenstücken zusam- 
mengesetzt ist, finden Verf. Werte für die Gitterabmessungen, die Bindungsenergie und die 
elastischen Konstanten, die vergleichbar mit denen des Zinks sind. O. Emersleben. 
D’jakov, G. P.: Zur Frage des Einflusses homogener, elastischer Spannungen 
auf das Gesetz der Annäherung an die Sättigung von Paareffekten. Vestnik Mos- 
kovsk. Univ. 7, Nr. 8 (Ser. fiz. mat. estestv. Nauk 5), 89—93 (1952) [Russisch ]. 

Theimer, 0.: On the relations between the photo-elastie properties and the 
Raman effect in erystals. Proc. phys. Soc., Sect. A 65, 38—45 (1952). 

Die (makroskopischen) Pockelschen elasto-optischen Konstanten ?,, werden 
\ des Polarisierbarkeitstensors [Änderung der 


durch die Ableitungen Ayo u 
„) infolge der Verschiebung des Atoms 5 \ in Rich- 
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tung u aus seiner Gleichgewichtslage heraus] ausgedrückt. Mit Hilfe dieser Be-- 
ziehungen ist es wegen der hohen Symmetrie des Diamantgitters möglich, die In- 
tensität der Brillouinstreuung im Diamamt aus Messungen der elastischen Kon- 
stanten, der photoelastischen Konstanten und der Dichte zu berechnen. Die Über- 
einstimmung mit dem Experiment ist gut. A. Seeger. 

Ramachandran, G. N. and Gopinath Kartha: X-ray antirefleetions in erystals. 
Proc. Indian Acad. Seci., Sect. A 35, 145—158 (1952). 

Es wird die sog. „Antireflexion‘‘ von Röntgenstrahlen an planparallelen Kri- 
stallplatten, die von Borrmann [Phys. Z. 42, 157 (1941)] und Campbell [Acta 
Cryst. 4, 180 (1951), J. appl. Phys. 22, 1139 (1951)] experimentell und von v. Laue 
[Acta Cryst. 2, 106 (1949)] theoretisch untersucht worden war, im Anschluß an die 
letztgenannte Arbeit behandelt. Es zeigt sich, daß bei genügender Kristalldicke 
die Verminderung der Absorption im Gebiet der Braggreflexion sich stärker aus- 
wirken kann als der Reflexionsverlust, so daß, in Übereinstimmung mit den oben 
genannten Versuchen, die durch die Platte hindurchtretende Energie beim Eintreten 
der Braggreflexion sogar größer als im Fall ohne Reflexion werden kann. Es werden 
experimentell prüfbare Aussagen über die relative Lage des durchgehenden und 
des reflektierten Strahles gemacht. A. Seeger. 

Frank, R. M. and K. L. Yudowitch: Small angle X-ray scattering from compact 
identical particles. Phys. Review, II. Ser. 88, 759—760 (1952). 

Budini, P.: Über die Ionisation und den Energieverlust eines ionisierenden 
relativistischen Teilchens in polarisierbarem Material. Z. Naturforsch. 7a, 722—725 
(1952). 

Sauter, F. und H. Wanke: Zur Theorie der Vielfachstreuung geladener Teil- 
chen. Z. Naturforsch. 7a, 33—39 (1952). 

Vgl. nachsteh. Referat. 

Moliere, G. und F. Sauter: Zur Theorie der Vielfachstreuung geladener Teil- 
chen. Z. Naturforsch. 7 a, 280—282 (1952). 


Berichtigung und Klarstellung zu der Arbeit gleichen Titels von Sauter und Wanke 
(s. o.). Das Problem der Vielfachstreuung geladener Teilchen beim Durchgang durch Materie 
wird in der Weise angegriffen, daß die Stoßgleichung 


(1) cond. HS _ N. fg) - [I 0) — Le, dQ' 
für nicht zu große Ablenkwinkel durch die Besselfunktionsentwicklung 


1) (g2): J 1a 0D)- en -taN ee | 10 HERUNTER 
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gelöst wird. Es bedeuten /(x, ®) die Strahlungsintensität in Funktion von der Eindringtiefe & 
und dem Winkel ® gegen die Primärrichtung, N die Dichte der Streuzentren und g(x) deren 
differentiellen Wirkungsquerschnitt für die Streuung unter dem Winkel y. Wenn g(,) durch 


am = 2 
2 [2 sin y/2)2 + x]? 
darstellbar ist, so gilt nach Moli£re (dies. Zbl. 41, 576) 
e Io ET NO) mo) \ 0) 
259) Ele a. ni "Ve zeB: 


Die f" sind bei Moliöre tabulierte Funktionen. C’ und x, hängen von der Primärenergie und den 
Eigenschaften des Streuers ab. Für B gilt 
sp Bm nN:n:00Bn, z (nYy=10,577, ne—1). 
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Man versucht, von (1) eine Brücke zur Diffusionsgleichung zu schlagen. Das führt auf eine 
Differentialgleichung unendlich hoher Ordnung, die bei Beschränkung auf das erste Glied der 
rechten Seite mit der Diffusionsgleichung übereinstimmt. Die Differentialgleichung heißt 
ol(x,® = 
0. = 8 DM), AI): 


n=1 
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Die Q, sind Integralausdrücke, die den Wirkungsquerschnitt und Winkelfunktionen enthalten. 
Das Weglassen höherer Entwicklungsglieder ist i.a. nicht zu rechtfertigen. Die Diffusions- 
gleichung ist somit nicht streng aus der Stoßgleichung abzuleiten, dagegen kann sie unter der 
Bedingung kleiner Ablenkwinkel als genäherte Darstellung der Stoßgleichung (1) verstanden 
werden. In diesem Fall ist ein. geeigneter Wert für Q, zu bestimmen. Für die Auswertung von 
Photoplattenspuren ist aber diese Näherung unzureichend, weil sich hier die großen Streuwinkel 
besonders bemerkbar machen. Daher muß bei der Auswertung von Plattenspuren die vollstän- 
dige Lösung /(x,d) verwendet werden, wobei man allerdings entsprechend der allgemeinge- 
übten Praxis Knicke um Winkel > ®,, ausschließen muß. K.-H. Höcker. 


Lax, Melvin: Multiple scattering of waves. II. The effective field in dense 
systems. Phys. Review, II. Ser. 85, 621—629 (1952). 

Auf der Grundlage früherer Arbeiten des Verf. (dies. Zbl. 45, 134) wird der 
Ausdruck für den Brechungsindex neu abgeleitet; eine für Kristalle streng gültige 
„quasi-kristalline Näherung‘‘ gewonnen (bei welcher die Korrelation der Vertei- 
lungsfunktion zu zwei fixierten Teilchen gleich der Korrelation zu einem einzelnen 
fixierten Teilchen angenommen wird); die Streuung durch ein System von endlicher 
Ausdehnung behandelt. Abschließend wird die Theorie auf das Beispiel der Streuung 
von Neutronen in Flüssigkeiten und Kristallen angewandt. Walter Franz. 

Kohn, W.: Variational methods for periodiec lattices. Phys. Review, II. Ser. 
87, 472—481 (1952). 

Die für gebundene Zustände und neuerdings auch für Streuprobleme wichtige 
Variationsmethode wird auf den Fall eines periodischen Potentials übertragen. 
Verf. leitet aus seinem Ansatz die wichtigsten Eigenschaften der Bänder her und 
zeigt, daß die Methoden von Wigner-Seitz-Bardeen, Slater [Phys. Review, 
II. Ser. 45, 794—801 (1934)] und andern folgen. G. Höhler. 


Slater, J. C.: A soluble problem in energy bands. Phys. Review, II. Ser. 87, 
807—835 (1952). 

Verf. diskutiert die Schrödingergleichung für ein Elektron im Potential 
cos x + cos y-+ cos2 unter Verwendung neuer Tafeln der Mathieufunktionen 
(Columbia Univ. Press, New York 1951). Durch eine Fouriertransformation geht 
Verf. zu den Impulseigenfunktionen über, für die eine einfache Differenzengleichung 
gilt, die dann numerisch untersucht wird. Die Wannierfunktion hängt durch eine 
andere Fouriertransformation mit den Impulseigenfunktionen zusammen. Zunächst 
wird das eindimensionale Problem behandelt, insbesondere interessiert der Übergang 
vom freien zum gebundenen Elektron. Schließlich untersucht Verf. zwei- und drei- 
dimensionale Probleme sowie den Einfluß verschiedener Störungen des periodischen 
Potentials. Die Arbeit bringt viele neue Ergebnisse und ist von besonderer Be- 
deutung für die Frage der Anwendbarkeit der üblichen Näherungsverfahren. 

G. Höhler. 

Baldock, G. R.: Electronie bound states at the surface of a metal. Proc. Cam- 
bridge philos. Soc. 48, 457—469 (1952). 

Im Rahmen der Blochschen Näherung tiefer Energien wird für ein einfach 
kubisches Gitter das Auftreten gebundener Zustände an Oberflächen diskutiert. 
Dabei ist vorausgesetzt, daß die Coulomb- und die Austauschintegrale für die Ober- 
flächenatome andere Werte haben als im Innern. Ohne diese Annahme behandelt 
Verf. sodann gebundene Zustände an Störstellen sowie gebundene Zustände an 
Oberflächen anderer Kristallgittertypen. G. Höhler. 

Landsberg, P. T.: A note on the theory of semiconduetors. Proc. phys. Soc., 
Sect. A 65, 604—608 (1952). 

Paunez, R.: Korrektion zur Fermischen Formel für die kinetische Energie. 
Acta phys. Acad. Sei. Hungar. 1, 277—283 und deutsche Zusammenfassg. 283 (1952) 
[Russisch ]. 

Chambers, R. G.: The twoband effect in conduction. Proc. phys. Soc., Sect. A 
65, 903—910 (1952). 
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Erginsoy, Cavid: Energy states of overlapping impurity carriers in semi- 
conduetors. Phys. Review, II. Ser. 88, 893—894 (1952). 

Peaslee, D. €.: Photon-induced reactions. Phys. Review, II. Ser. 88, 812—816 

1952). 

Are E. H. S.: The Auger effeet and other radiationless transitions. 
(Cambridge Monographs on Physics). Cambridge: At the University Press 1952. 
XIV, 188 p. und 5 Tafeln. 27s. 6d. 

Franz, Walter: Innere Feldemission aus lokalisierten Fehlstellen isolierender 
Kristalle. Ann. der Physik, VI. F. 11, 17—24 (1952). 

Es wird die zeitliche Wahrscheinlichkeit für den Austritt eines Elektrons aus 
einem kugelförmigen Potentialtopf im homogenen elektrischen Feld berechnet. Dabei 
ist die Entwicklung der Wellenfunktion des Außenraumes mittels einer Integral- 
darstellung von Sommerfeld nach Kegelwellen wesentlich. G. Höhler. 

Franz, Walter: Elektronische Leitung in kristallinen Isolatoren. Z. Phys. 
132, 285—311 (1952). 

The theory of the eleetronie conduction in high electric fields and of the elec- 
tronie breakdown in insulating erystals has been discussed. The energy distribution 
of the conduction electrons has been determined, taking into consideration ionisation 
by collision and recombination. The effect of field emission has also been considered. 
The criterion derived for breakdown by ionisation by collision does not agree with 
von Hippel’s low energy or Fröhlich’s high energy criterion. P.T. Landsberg. 
Koppe, H.: Zur Theori® der elektrischen Leitfähigkeit von Metallen. I. Z. 
Naturilorsch. 7a, 17—22 (1952). 

Während praktisch alle bisherigen Verfahren zur Berechnung von Transport- 
erscheinungen in Metallen auf die genäherte Lösung der Blochschen Integralgleichung 
zurückgehen, geht Verf. vorliegender Arbeit wesentlich davon abweichend vor: 
Er betrachtet die Veränderungen der Elektronenverteilungsfunktion im Impulsraum 
durch äußere Felder und durch Stöße. Letztere kann man sich für Temperaturen 
unterhalb der charakteristischen Temperatur wegen der Pauli-Prinzips als einen 
Diffusionsprozeß auf der deformierten Fermioberfläche veranschaulichen. Die hier- 
für charakteristische Diffusionskonstante wird durch die Gitter-Elektron-Wechsel- 
wirkung bestimmt. Auf diese Weise gelingt es, für den Gleichgewichtsfall die Glei- 
chung der deformierten Fermioberfläche mittels der allgemeinen Boltzmannschen 
Transportgleichung aufzustellen. Das Verfahren ermöglicht eine Abschätzung bez. 
der Abweichung vom Öhmschen Gesetz bei hohen Feldern. W. Brauer. 

Koppe, H.: Zur Theorie der elektrischen Leitfähigkeit von Metallen. I. Z. 
Naturforsch. 7 a, 156—161 (1952). 

Die im vorsteh. Referat zitierte Diffusionskonstante wird für den Fall der übli- 
chen Blochschen Gitter-Elektron-Wechselwirkung berechnet. Für die elektrische 
Leitfähigkeit bei tiefen Temperaturen ergibt sich das bekannte T5-Gesetz. -Auf 
Gitterstörungen und Umklapp-Prozesse erweist sich das Verfahren nicht unmittel- 
bar anwendbar. W. Brauer. 


Kubo, Ryogo: Thermal ionization of trapped electrons. Phys. Review, II. 
Ser. 86, 929—937 (1952). 

The author gives a quantum mechanical discussion of the rate of thermal 
ionisation of an electron trapped on an impurity atom. He gives reasons why one 
may expect a recent paper by Goodman, Lawson and Schiff [Phys. Review, 
II. Ser, 71, 191 (1947)] to underestimate the actual rate of ionisation. His own 
discussion is based on an Einstein model for the crystal and leads to the approximate 
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at low temperatures. m, M are mass of eleetron and atom respectively, & is the fre- 
quency of atomie vibration, & the ionisation energy and o = 0,10 in some cases. 
The work is related to the earlier work ofK.Huang and A.Rhys on light absorption 
and non-radiative transitions in F-centres (this Zbl. 38, 416), as the author points 
out explieitly, but he has postponed a discussion of this relationship to a future 
occasion. P. T. Landsberg. 

Schottky, W.: Zum Hochfrequenzverhalten der Randschichtgleichrichter. 
Z. Phys. 132, 261—284 (1952). 

The paper discusses barrier layer rectifiers of a special kind, namely those for 
which the impurity centres in the bulk semiconductors are not fully dissociated. 
Under these conditions the equilibrium distribution of the eurrent carriers for fixed 
external conditions requires a definite period of time to establish itself, and this 
time lag influences the capacitance-frequency characteristic of the rectifier. The 
paper is devoted to a semi-quantitative discussion of this effect. P. T. Landsberg. 

Pines, David and David Bohm: A collective description of eleetron interactions. 
II. Colleetive vs individual particle aspeets of the interactions. Phys. Review, II. 
Ser. 85, 338—353 (1952). 

Die klassischen Bewegungsgleichungen eines Gases punktförmiger Teilchen mit 
Coulombwechselwirkung werden durch Einführung der Fourierkomponenten der 
Elektronendichte umgeformt. Nach dem in der Arbeit näher diskutierten Weglassen 
eines Terms (‚‚ random phase approximation‘“) erlaubt die Gleichung für die Dichte- 
schwankung eine anschauliche Interpretation. Für Entfernungen, die größer als die 
Debye-Länge sind, ist das Kollektivverhalten maßgebend (Plasmaschwingungen), 
bei kleineren Entfernungen hingegen wird die Näherung eines Gases freier Teilchen 
mit Zweierstößen brauchbar. Das Feld eines Teilchens wird etwa in einer Debye- 
Länge abgeschirmt. Verff. berechnen die Bremsung eines schnelleren Teilchens und 
diskutieren die Verallgemeinerung ihrer Methode auf andere Wechselwirkungs- 
potentiale. G. Höhler. 

Nakamura, Tutö: On the spin wave theory of magnetic susceptibility and 
resonance absorption in antiferromagneties. Progress theor. Phys. 7, 539—550 
(1952). 

Verf. benutzt den gleichen Ausgangspunkt zur Herleitung der Spinwellen- 
energie wie Ziman (dies. Zbl. 46, 455) und Kubo (dies. Zbl. 46, 456), beschränkt 
sich allerdings auf ein einfach-kubisches Gitter mit Austauschwechselwirkung nur 
zwischen nächsten Nachbarn. Die Energien der Spinwellen stimmen bei den drei 
Autoren nach entsprechender Spezialisierung völlig überein. Dies ist jedoch nicht 
‚der Fall bei den Suszeptibilitäten in statischen Magnetfeldern ; die Resultate diffe- 
rieren zum Teil um gewisse Zahlenfaktoren. Die Resonanzerscheinungen in oszil- 
lierenden Magnetfeldern werden in etwas allgemeinerer Form diskutiert als bei 
Ziman;es werden Resultate erhalten, welche im Zimanschen Spezialfall im wesent- 
liehen mit diesen identisch sind. Die Ergebnisse unterscheiden sich aber von denen 
‚der phänomenologischen Nagamiyaschen Theorie [Progress theor. Phys. 6, 342—349 
(1951)]. Schließlich wird im Anschluß an Karplus und Schwinger (dies. Zbl. 
33, 40) der Absorptionskoeffizient für die Absorption eines oszillierenden Magnet- 
feldes berechnet. G. Heber. 

Yosida, Kei: Theory of the antiferromagnetie resonance absorption in 
:CuCls 2Hs0. Progress theor. Phys. 7, 425—432 (1952). 

Verf. führt eine Verallgemeinerung der Theorie der antiferromagnetischen 
Resonanz-Absorption vonNagamiya[Progress.theor.Phys.6,350—355 (1951)] durch. 
Während Nagamiya annimmt, das statische äußere Magnetfeld sei schwächer als 
‚eine gewisse Kombination der inneren Kristallfelder, läßt Verf. jetzt diese Vor- 
‚aussetzung fallen. Die Theorie ist dann in der Lage, die experimentellen Ergebnisse 
über die Resonanzen an CuCl, -2H,O qualitativ zu erklären. @. Heber. 
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Osborne, M. F. M.: Number theory and the magnetic properties of an electron 
as. Phys. Review, II. Ser. 88, 438—451 (1952). 

Die magnetischen Figenschaften des Elektronengases sind durch Anwendung 
zahlentheoretischer Methoden untersucht. Die Grundlage bilden die Ergebnisse der 
zahlentheoretischen Diskussion des Problems von der Anzahl von Gitterpunkten, 
welche innerhalb einer geschlossenen, überall konvexen zweidimensionalen Kurve 
liegen. Diese Ergebnisse werden zunächst für den dreidimensionalen Fall quali- 
tativ erweitert und dann zur qualitativen Diskussion des Falles eines zylindrischen 
Gefäßes im longitudinalen Magnetfeld angewandt. Die Diskussion bestätigt die schon 
bekannten Effekte, d.h. den mittleren Landauschen Diamagnetismus und den 
Haas-van Alphen-Effekt, dazu noch einen vor kurzem von Osborne und Steele 
gefundenen Oberflächeneffekt. A. Papapetrou. 

Steele, M. €.: Application of the theory of numbers to the magnetic properties 
of a free electron gas. Phys. Review, II. Ser. 88, 451—464 (1952). 

Diskussion der magnetischen Eigenschaften des Elektronengases durch An- 
wendung von zahlentheoretischen Methoden, wie in der vorhergehenden Arbeit. 
Es ist der Fall eines rechtwinklig-parallelepipedischen Gefäßes behandelt. Die 
Rechnung läßt sich in diesem Fall qualitativ durchführen; dadurch sind die schon 
durch andere Methoden gefundenen Effekte (siehe vorsteh. Referat) bestätigt. 

A. Papapetrou. 

Teviotdale, A.: Zener’s treatment of ferromagnetism. Proc. phys. Soc., Sect. A 

‚65, 957—958 (1952). 

Lewis, H. W. and G. H. Wannier: Spherical model of a ferromagnet. Phys. 

Review, II. Ser. 88, 682—683 (1952). 


Astronomie. Astrophysik. Geophysik. 


Chazy, Jean: Sur la valeur d’un determinant fonctionnel de la me&canique 
cdleste. Rend. Circ. mat. Palermo, II. Ser. 1, 28—34 (1952). 

Die Bahnelemente eines Körpers, der eine Bahn um eine Zentralmasse be- 
schreibt (gleichgültig ob gestört oder nicht), sind in jedem Augenblick aus dem 
momentanen Ort und der Geschwindigkeit berechenbar. Seien a,e,:t,0,@,r die 
Bahnelemente, dann spielt für den Übergang von momentanem Ort und Geschwin- | 
digkeit auf die Elemente und umgekehrt die Funktionaldeterminante 

A ID, 20,0, 0 2) | 

D(a,t,e,0,ö,7) 
eine Rolle. Unter Zuhilfenahme der kanonischen Bewegungsgleichungen gelingt es, 
für diese Determinante einen einfachen Ausdruck zu finden. F. Schmeidler. 

Wilkens, Alexander: Das Problem der mehrfachen Lösungen der Kometen- 
bahnbestimmung. S.-Ber. math.-naturw. Kl. Bayer. Akad. Wiss. München 1951, 
55—59 (1952). 

Die Bestimmung einer als parabolisch vorausgesetzten Kometenbahn hängt 
ab von einer algebraischen Gleichung sechsten Grades für den Radiusvektor der 
mittleren Beobachtung. Diese Gleichung hat je nach der Vorzeichenverteilung der 
Koeffizienten eine oder drei physikalisch sinnvolle Lösungen. Verf. teilt die Resultate 
einer Untersuchung mit, die die Koeffizienten als Funktionen der sphärischen 
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erhaltenen theoretischen Radialgeschwindigkeitskurven zeigen eine Asymmetrie, 
die durch keine auf lineare Glieder beschränkte Theorie gefunden werden könnte; 
die Asymmetrie ist aber noch immer geringer als bei den die bekannten Cepheiden 
(etwa 6 Cephei oder 7 Aquilae) beobachtete. Zum Schluß werden Möglichkeiten 
diskutiert, eine bessere Übereinstimmung mit den Beobachtungen dadurch zu 
erzielen, daß die Größe y (Verhältnis der spezifischen Wärmen) nicht als konstant, 
sondern als Funktion der momentanen Schwingungsphase betrachtet wird. 
F. Schmeidler. 

Krat, V. A.: Über den Prozeß der Bildung der Sterne. Doklady Akad. Nauk 
SSSR, n. Ser. 86, 1081—1084 (1952) [Russisch]. | 

Frank-Kameneckij, D. A.: Nicht-lineare Schwingungen in Sternen. Doklady 
Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 86, 897—899 (1952) [Russisch]. | 

Kolodnyj, D. P.: Berechnung des Strahlungskoeffizienten mit der Methode 
der Integration nach den Richtungen. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 86, 
937—940 (1952) [Russisch]. 

Getmancev, G. 6. und V.L. Ginsburg: Über einen möglichen Mechanismus 
der sporadischen Radioausstrahlung der Sonne. Doklady Akad. Nauk SSSR, n. Ser. 
78, 187—190 (1952) [Russisch]. 

Biermann, L.: Entstehung von Magnetieldern in bewegten Plasmen. Ann. 
der Physik, VI. F. 10, 413—417 (1952). 

Eliassen, Arnt: Slow thermally or frietionally controlled meridional circulation 
in a eircular vortex. Astrophys. Norvegica 5, 20—60 (1952). 

In dieser wichtigen Abhandlung entwickelt Verf. eine quasistatische Theorie meridionaler 
Bewegungen in einem stationären zirkularen Wirbel, die durch Wärmequellen oder solche des 
Rotationsmomentes hervorgerufen werden. Die entsprechenden Bewegungsgleichungen, die 
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